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CAPÍTULO 
] 
NÚMEROS REALES 


$ 1. Números naturales 


Serie de números naturales. El concepto de números naturales 
surgió debido a la necesidad de contar. Los números naturales pueden 
compararse entre sí y en oste caso está claro cuál de los dos números 
es mayor. Todos los números naturales dispuestos en el orden de 
crecimiento forman una serie de números naturales: el primer número 
es el uno; el segundo, el dos; el tércero, el tres, etc. A todo número 
natural le corresponde su lugar en dicha serie. En lo sucesivo la 
serie de números naturales se designará con la letra N, 

Para señalar que el número m es mayor que n se utiliza la nota- 
ción m > n. Para designar que el número m es menor que el número nr, 
se usa la notación m < nr. Dichas notaciones se llaman desigualdades 
de los números naturales. Para mostrar que el número m y el n 
representan un mismo número se emplea la notación mm = n, Hlamada 
igualdad de los números naturales, 

La adición de los números naturales se puede definir con ayuda 
de la serie de números naturales de la manera siguiente. 

Adicionar dos números naturales m y n significa hallar en la serie 
de números naturales un número p (p >> :n) dispuesto en el n-ésimo 
lugar a partir del número m, empezando la cuenta con el número 
m + 1. El número mencionado p se denomina suma de los números 
m y n; se denota con m + nr, mientras que los números m y n se 
llaman sumandos. Por ejemplo, m +3 es un número que ocupa, 
tras el número m, el tercer lugar. Para sumar varios números natu- 
rales, es necesario adicionar al principio los dos primeros, luego 
añadir a la suma obtenida el siguiente número natural, etc, 

Multiplicar un número natural m por otro número natural » 
significa encontrar un número natural qg igual: a) a n, sim = 1; 
b) a la suma de m números, cada uno de los cuales es », siempre que 
m > 1. El número citado yg se denomina producto de los números m 
y n; se denota con mn, y los números m y n se llaman factores. Por 
ejemplo, multiplicar el número natural 2 por el número » significa 
hallar un número natural y igual a la suma de dos números, cada uno 
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de los cuales es el número rn. Este número se designa 2n, es decir, 
q = 2n, Para multiplicar varios números naturales, se debe multi- 
plicar al principio los dos primeros números, luego multiplicar el 
número natural obtenido por el siguiento número natural, etc. 

Demos a conocer las leyes principales de adición y multiplica- 
ción de los números naturales: 

a) m+mn=HBRB-+m (conmutatividad de la adición); 

b) ((+m) + n=1+d(m+m) (asociatividad de la adición); 

c) mn = nm (conmutatividad de la multiplicación); 

d) (im) n = 1 (mn) (asociatividad de la multiplicación); 

e) (1-+ m)n = ln + mn (distributividad de la adición respecto 
a la multiplicación). 

Si el número m figura en calidad de factor k veces (% es un número 
natural superior a la unidad), entonces el producto 

mm ..., m 


A 
K veces 


se denomina k-ésima potencia del número m y se designa m*, es decir, 
por definición, 


mit=mm ... m 
A y 
A veces 


Además, de acuerdo con la definición, 


mi <= m, 
Son válidas las siguientes propiedades de las potencias: 
a) mtm” = = mo" 
b) (m*) = mir 


c) ml = (mayo 

Dichas propiedades se demuestran con ayuda de las leyes princi- 
pales de adición y multiplicación de los números naturales. 

Definamos ahora las operaciones inversas a la adición y multi- 
plicación de los números naturales, a saber, las operaciones de sustrac- 
ción y división para los números naturales. 

Sustraer de un número natural » otro número natural mm significa 
encontrar un núniero natural p tal, que sea justo 


m>+p=n, (1) 


No siempre existe tal número natural p que se cumpla la igualdad 
(1) para cualesquiera números naturales rn y m. Si n > m, tal número 
existe y es único. Este se denomina diferencia o resto entre los núme- 
ros R y M, y Se designa n — m; el número n se llama minuendo, y m, 
sustraendo. 

Dividir un número natural n por otro número natural »m significa 
hallar un número natural y tal que se verifique la igualdad 


mq= n. (2) 
e 


No siempre existe tal número natural q que se verifique la igualdad 
(2) para cualesquiera números naturales » y m. Si dicho número 
existe, entonces m y q se denominan divisores del número n y se de- 
signan 

q=n:m, m=n:q. 

Apoyándose en las leyes principales de adición y multiplicación 
de los números naturales y en las definiciones de las operaciones de 
sustracción y división, se pueden demostrar las sigmentos afirmacio- 
nes o, dicho de otro modo, los teoremas. 

Teorema 1. Si el número m es un divisor de los numeros n, Y N., 
entonces m será el divisor de la suma n, -|- n,. 

Demostración. Por cuanto mm es el divisor del número »,, entonces 
n, = mq,. Por analogía, rn, = mq.,. Aplicando la Jey de distributivi- 
dad de la adición respecto a la multiplicación de los números natu- 
rales, tenemos que », + Ray +: q, + m9, == MM (q, -+- 42). Por con- 
siguiente, el número n», 4- n, se divide por el número 7. 

Teorema 2. Sim. es un divisor de los números n, y Ny. siendo n, > Ma, 
entonces el niimero m. será el divisor de la diferencia n; — No. 

La validez de esta afirmación se demuestra de manera análoga. 

Indiquemos, además, algunas otras propiedades evidentes de las. 
igualdades de números naturales: 

a) si m = nm, entonces n -k = n -+k para cualquier número 
natural £; 

b) si m = n, entonces m — l ++ n — | para cualquier número 
natural 1 tal, que seca m > l; 

c) sim = n, entonces mp -—- np parta cualquier número natural p, 

d) sim = na, entonces m : q =- n: q para enalquier número natu- 
ral g que es el divisor del número »a. 

Serie ampliada de números naturales. Veamos un número nuevo, 
a saber, el número cero. Para designarlo se emplea el símbolo 0, 
El cero no es un número natural y se considera un número precedente 
a todos los números naturales. La serie de números nalurales junto 
con el número cero lleva el nombro de serie natural ampliada. La serie 
natural ampliada se designará con la letra Z,. 

En la serie ampliada de númoros naturalos se pueden defimir 
las operaciones de adición y multiplicación; con este objeto es 
suficiente añadir a las definiciones de la adición y multiplicación 
de los números naturales las definiciones correspondientes de la 
adición y multiplicación, en las cuales interviene cl número cero: 

ajO+n=n+0=wm; 

pbO0+0=0; 

c) 0-rn = n-0 = 0; 

d) 0-0 = 0, 

Por definición, la potencia nula de todo número natural mm es le 
unidad, es decir, m' = 1. 

La división por cero y la elevación del cero a potencia nula son 
operaciones prohibidas. 

Para poder operar con los números que forman parte de una serie 
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matural ampliada es necesario saber escribirlos. La escritura de un 
mismo número natural depende del sistema de numeración. 

Todo sistema de numeración se basa en el siguiente principio: 
cierta cantidad de unidades constituye una nueva unidad del orden 
superior siguiente. Dicho número recibe el nombre de base del sisiema 
de numeración. Si por base del sistema se toma el número dos, el 
sistema de numeración se denomina binario; si como base se ha 
elegido el número doce, el sistema de numeración será de base 12, 
etc. 

En adelante se tratará sólo el sistema decimal de numeración. 
En este sistema se introducen diez signos llamados cifras; para desig- 
nar los primeros nueve números naturales se introducen los signos 
1,2,3,4,5.6,7,8, 9. y para el número cero, el signo 0. En este 
sistema de numeración el número diez se denota por el símbolo 10, 
y cada número natural p se representa en la forma 


P = Ap-10" + an 1071 +... +a%:10* + a,-10 + 09, (3) 


donde n es un número perteneciente a la serie natural ampliada; a, 
es uno de los números 1, 2,3, .. ., 9; cualquiera de los signos €,, 4,, 
Az, » - «, Gp., Tepresenta uno de los números 0, 1,2, 3,.. ., 9. Note- 
mos que si el número r es mayor que el número nueve, entonces él 
mismo debe ser escrito en la forma (3). 

Para escribir el número p se emplea corriontemente otra forma de 
votación que se basa en el principio del valor de posición de las cifras. 
La esencia de dicho principio consiste en que cada cifra recibe, ade- 
más de su valor en función de su escritura, el así llamado valor de 
posición. Por ejemplo, la cifra 5 puede tener los siguientes valores: 
cinco unidados, si en la representación del número p ocupa el primer 
lugar a la derecha; cinco decenas, si en la representación para el 
número p ocupa el segundo lugar a la derecha, etc. En este principio 
se basa precisamente la escritura habitual de los números naturales. 
La escritura 2705 significa que el número consta de dos miles, siete 
-centenas, cero decenas y cinco unidades, es decir, 


2705 = 2:10% 4 7.10? + 0-10 + 5. 


Si tomamos el número p representado en la forma (3), su escritura 
basada en el principio de posición será: 


Pp=2 Cnlrn. »»» 0904%p 
(la raya por encima se traza para distinguir este número del producto 


nGn-1 + - - 434,49). En adelante se emplearán dos formas de escritu- 
ra del número natural p: 


A) P=Anbai +... TEA 
b) p =0, 10% — a, 1001 4... + ajz-10* 4 a,10 + ap, 
os decir, se hará uso de la igualdad 
a 0 LOTE TN AS Y e E 
+ a,:10 + as. (4) 
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Criterios de divisibilidad. Ya se ha indicado más arriba que 
no siempre un número natural se divide por otro. Por esta razón 
representa interés destacar los casos en que la división resulta posi- 
ble. Los así llamados criterios de divisibilidad ayudan a distinguir 
los casos aducidos. [lc aquí algunos de cllos. Observenmos previamen- 
te que de lo expuesto anteriormente se deduce: 

a) que el cero se divide por cualquier número natural, 

b) que todo número nalural se divide por la unidad. 

Teorema 3. Para que un iímero natural p — €d,Qa.y +» +. Ao4,0p 
se divida por dos, es necesario y suficiente que la ultima cifra ay del 
número citado se divida entre 2. 

Demostración. Demostremos que si el número a, se divido por 2, 
entonces el número p también se divide por 2. Excribamos el número 
p en la forma 


p=2>8f. G 
donde 

a = (41071 47-101 2.0. 4 47:10 — a,)-10, 

B -— 4o- 
Cualquier sumando en el segundo miembro de la igualdad (5) se 
divide entre 2, por consigniente, toda la suma se divide por 2, es 
decir, p se divide por 2. 

Demostremos la afirmación inversa. Si el número y se divido por 
2, entonces el número a, también se divide por 2 


De la igualdad (3) se desprende, conforme a la propiedad b) de las 
ígualdades, que 


y =p — (Ap: 1071 Lap 1007... — 07-11) -- 13-10. 


Cada término de la diferencia eu el segundo miembro de la igualdad 
se divide por 2, por consiguiente, tada la diferencia se divide por 2. 
es decir, el número a, se divide por 2. El teorema queda demostrado. 

Los números naturales que se dividen por dos y el número cero 
llevan el nombre de números pares, "lodos los demás números natura- 
les son impares. El teorema 3 pnede enunciarse de ytra manera así: 
para que un número natural p = 2,4,_, - . . 0,4, $84 par, es necesa- 
rio y suficiente que la última cifra ay de este número sea un número 
par. 
Analicemos los rasgos característicos de la demostración del 
teorema 3. En el propio teorema fueron enunciadas y, a continuación, 
demostradas dos afirmaciones: a) de la divisibilidad de] número a, 
por 2 proviene la divisibilidad por 2 del número p (la condición 
suficiente de divisibilidad de] número p por 2): hb) de la divisibilidad 
del número p por 2 se deduce la divisibilidad por 2 del número r, 
(la condición necesaria de divisibilidad del número p por 2). Si desig- 
namos con la letra 4 la propiedad de divisibilidad del número a, 
por 2, y con la Jetra B, la misma propiedad del número p, entonces 
la primera afirmación puede enunciarse brevemente así: de Á se 
deduce B(A => B). y la segunda afirmación enseña que de 2 se deduce 
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A (A <= B). Con ayuda de los símbolos introducidos el teorema puede 
ser escrito asi: 4 => BH. 

La nolación 4 <> 82 quiere decir también que la propiedad 4, 
(más sencilla y fácilmente verificable) es la condición necesaria y 
suficiente para que se cumpla la propiedad más compleja B. 

Como la propiedad .4 es la condición suficiente para que se cum- 
pla la propiedad 3 (4 > 5), en la práctica, habiéndoso convencido 
de que la última cifra es par, se puede estar seguro de que todo el 
número también se divide por 2. Como la propiedad A es la con- 
dición necesaria para la propiedad 13 (4 < PB), entonces, al estable- 
cer que el nínnero e, no se divide por 2, podemos afirmar que el 
número p lampoco se divide por 2, es decir, el teorema 3 puede ser 
formulado asi: si la última cifra del número p se divide por 2, entonces 
el número p se divide entre 2; si no se divide por 2, el número p tam- 
poco se divide por 2. 

Observemos que si cierta propiedad € es la condición suficiente 
para la propiedad D, esto no significa ni mucho menos que vo hay 
números que posean la propiedad D. pero no posean la propiedad C. 
Por ejemplo, la condición suficiente de divisibilidad del número p 
por 4 es la condición a, - 4, = 0. La validez de la última afirmación 
se deduce de la representación del número p en la forma 


P aL (12, - p(y-? + (y o 10078 5 .. o.» + Ag: 10 + a»): 10? 


y, además, de la divisibilidad del número 100 por 4. Al mismo tiem- 
po, por ejempio. el número 252 se divide por 4, aunque sus dos últimas 
cifras mo son ceros, 

Si queda demostrado que cierta propiedad ¿o es la condición neco- 
saria para que se cumpla la propiedad D, esto no significa aún que 
no hay números que poseen la propiedad £ sin poseer la propiedad /. 
Por ejemplo, la condición necesaria de divisibilidad del número p 
por 4 es la paridad del número p. La valídez de Ja última afirmación 
es evidento, puesto que si el númcro p se divide por 4, con mayor 
razón se divide por 2. Al mismo tiempo, por ejemplo, el número 1222 
no se divide por 4, aunque es par. 

Si, en cambio, queda demostrado que la propiedad S es Ja con- 
dición necesaria y suficiente para que se cumpla la propiedad Q 
y si la propiedad $ se comprueba con facilidad para cualquier núme- 
ro p, entonces, al hallar todos los números que poseen la propiedad 5, 
se puede decir que están determinados todos los números que poscen 
la propiedad más compleja OQ. 

En lo sucesivo, para abreviar, los simbolos >, <,e>se utihiza- 
rán con frecuencia en el siguiente sentido: Ja notación 147 >L£ signi- 
ficará que de Ja afirmación 17 que se encuentra a la izquiecda dol 
símbolo=> se desprende la afirmación Z. que se encuentra a la derecha. 
La notación Q = Í$ significará que de la afirmación $ que está a le 
derecha del simbolo <= sigue la afirmación Q que está a la izquierda. 
La nolación £<=>PF significará que las afirmaciones que se encuen- 
tran a la izquierda y a la derecha del simbolo <> son equivalentes, 


es decir, de la afirmación F que está a la derecha del simbolo =>, 
se deduce la afirmación £ que está a la 1zquierda y de la afirmación 
que está a la izquierda del símbolo => se deduce la nfirmación £ 
que se dispone a la derecha. 

Enunciemos y demostremos, además, los criterios de divisibili- 


ee. 


dad de los números naturales por 4 y por (). 

Teorema 4. Para que un número natural p = Mutual 
se divida por 4, es necesario y suficiente que el número aa, se divida 
por 4. 


Demostración. Suficiencia. Supongamos que el número a,4, se 
divide por 4. Escribamos el número p en la forma 


Pp=G +Y, (6) 
donde 
G: == (0 y 1072 le Gn 10073 + e. LL a." 10 -|: ME 107, 
Y = 0%. 


Cada sumando en el segundo miembro de la igualdad (6) se divide 
por 4, por consiguiente, toda la suma se divide por 4, es decir, el nú- 
mero p se divide por 4. 

Necesidad. Sea p un número divisible por 4. De la igualdad (6) 
se desprende. conforme a la propicdad b) de las ignaldades, que 

01%) = Pp — (ap 107 + a, 1073 >.,.. — az-10 -- 0,)-102. 
Cada término de la diferencia en el segundo miembro de la igualdad 
se divide por 4, por consiguiente, toda la diferencia se divide por 4, 
es decir, el número «ya, se divide por 4. El leovema está demostrado. 

Por ejemplo, el número 1232 se divide por 4, puesto que el núme- 
ro 32 es múltiplo de 4, mientras que el número 15126 no se divide 
por 4, puesto que el número 26 no es múltiplo de 4. 

Teorema 5. Para que un número natural p = 4.4, ... 498,4, 
se divida por 9, es necesario y suficiente que la suma de todas las cifras 
del número dado se divida por 9. 

Demostración. Suficiencia. Supongamos que la suma de las 
cifras del número dado se divide por 9. Escribamos el número p 
en la forma 

p = tp:10" + 8 pil... + ay 100 + 2,- 10 + €p. 


Es fácil ver que cs válida Ja igualdad 


10* =99 ... 99944. 


|, 
h. veces 


Haciendo uso de esta igualdad, escribamos p en la forma 
ES (1) 
13 


donde 
y= (2. - 9 ... 9+ An., 99 e... 04... +9-99+a,-9), 
Nan, o) a 


n veces (n—1) vecer 
AS NS O nd 


Cada sumando en el segundo miembro de la igualdad (7) se divide 
por 9, por consiguiente, toda la suma también se divide por 9, es 
decir, el número Y es divisor de p. 

Necesidad. Supongamos que el número p se divido por Y. De 
a igualdad (7) se deduce, conforme a la propiedad b) de las igualda- 
des, que 


(4, -+ a+ ES —+ Un) 


= p— (47-99 da as IF ano A ... I+... +2,99+4,-9). 
aun, yr) Na, pri 
n voces (n - 1) veces 


Cada lérmino de Ja diferencia en el segundo miembro de la igualdad 
se divide por '), por consiguiente, toda la diferencia se divide por 9, 
es decir, el número (2) -+ 4, +... + a,)se divido por 9, El teorema 
está demostrado. 

Por ejemplo, el número 1215 se divide por 9, puesto que 1 + 2 + 
+ 1+56-09, mientras que el número 4232 no se divide por 9, 
dado que 4 + 24-32 =11, y no se divide por 9. 

Números primos y compuestos. El conjunto de números naturales 
se compone de la unidad y de números primos y compuestos. Un 
número natural superior a la unidad se denomina primo, si es divi- 
sible solamente por sí mismo y por la unidad. Un número natural 
superior a la unidad se llama compuesto, si tiene por lo menos un 
divisor distinto de la unidad y de sí mismo. 

Aprovechando esta definición, se puede mostrar que cualquier 
número compuesto tiene por lo menos un divisor, el cual es un 
número primo, 

Teorema 6. Existe una infinidad de mimeros primos. 

Demoslración. Supongamos que existe solamente un número 
finito de números primos P,, Pz, - . -+» Pn. En este caso cualquier 
número natural superior a la unidad y que no coincide con ninguno 
de estos números será compuesto. El número p = P,-P3*P3 +- + 
« «Pa + 1 no Coincide ni con cualquiera de los números P,, Po, 
Ps» - + +, Pny Puesto que es mayor que cada uno de ellos. De acuerdo 
con nuestra suposición, además de p,, Pa» . . -» Pn no existen otros 
números primos. Por consiguiente, el número p es compuesto y por 
esta razón es divisiblo al menos por uno de los números p;,, P», - + - 


O 

Por otro lado, cl número p no se divide por ninguno de los números 
Pis Pa» - - -+ Pn: Puesto que el producto p,-pz . - --Pn se divide por 
cada uno de estos números, mientras que el número 1 no se divide 
por ninguno de ellos. 
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Así pues, al suponer que existe sólo un número finito de números 
primos, llegamos a una contradicción. Por consiguiente, el conjunto 
de números primos es infinito. 

El teorema 6 está demostrado por reducción al absurdo. Este mé- 
todo consiste en lo siguiente: se construye una negación de la afirma- 
ción enunciada en el teorema. Luego, a base de la negación construi- 
da, llegamos a una deducción que es o bien errónea o bien contradice 
la negación construida. De este modo, de las dos situaciones lógica- 
mente posibles (o bien es cierta la afirmación dada o bien se confirma 
la negación de ésta) queda sólo una, a saber, es cierta Ja afirmación 
dada. 

Todo número compuesto p puede ser escrito en forma de un 
producto de números primos: asi por ejemplo, 221 = 13-17, En 
este caso suele decirse que el número p está descómpuesto en factores. 
primos, 

Cuando un número se descompone en factores primos, algunos 
de estos últimos pueden encontrarse en la descomposición varias 
veces. Tal factor primo se escribe, por costumbre, elevado a una 
potencia que muestra cuántas veces el interviene como factor, por 
ejemplo, 360 = 23.3*.5, 

Cualquier número natural puede ser escrito en la forma 


poe pripz ... por. (8 


donde p,, Pz, » + -» Pa Son diferentes divisores primos del número 
P, Y Ay, Az, - - -, Ay Señalan cuántas veces dichos divisores se repiten 
en la descomposición del número p. La descomposición (8) de un 
número natural p en factores primos es única, es decir, no existen 
otros números primos que sean divisores del número p, y las poten- 
cias %,, Ao, - - ., 44 NO pueden sustituirse por otras potencias. Así 
pues, resulta válido el siguiente teorema que se acepta aquí sin 
demostración. 

Teorema 7 (teorema fundamental de la Aritmética). Para todo 
número natural p > 1 existe la única descomposición de éste en factores 
primos. 

Si los números naturales p, y p. son divisibles por un mismo 
número natural p, este último se denomina divisor común de los 
números p, y Pz. El número natural máximo por el que se dividen 
P, y Pa Meva el nombre de máximo común divisor de dichos números 
(MCD). Por ejemplo, el máximo común divisor de los números p, — 
= 132 = 2*.3-41 y p, = 90 = 2-3?*-5 es igual a 2-3 == 6, 

Si el MCD de dos números es igual a la unidad, se llaman recípro- 
camente primos. Son reciprocamente primos, por ejemplo, los números 
33 =3-11 y 35 = 5-7, 

Teorema 8. Si los números naturales p, y p, son recíprocamente 
primos y el número natural p es divisible tanto por p, como por pa, 
entonces p se divide por el producto p,p.. 

Omitiremos aquí la demostración de este teorema. 
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Observemos que sí los números P, $ P¿ No son recíprocamente 
primos, la afirmación del teorema no es siempre cierta. Por ejemplo, 
el número nalnral 180 se divide por 4 y por 6, no obstante, no es 
divisor de su producto 24, 

Se llama minimo conin múltiplo (MCM) de dos números naturales 
Pi y P2¿ Un número nalural mínimo que es divisible por p, y por Pp». 
Por ejemplo, el MOM de los números 132 y Y es el número 2?.32.5 x 
x11 :- 1980. 

División entera (incxacta). Si, como resultado de la división 
de un número natural p por otro número natural m, se obtiene el 
número natural y” tal que p = mq, se dice que p se divide por m. 
Como so deduce de lo expuesto más arriba, el resultado de la división 
no siempre da tul número q. Sin embargo, es siempre realizable la 
división entera (inexacta). 

Dividir enteramente tn número natural p por otro número natural m 
significa encontrar tales dos números q y r, pertenecientos a la serio 
natural armmpliada, que se verifique la igualdad p = mq +r, con 
la particularidad de que r satisfaga la condición U(X<r <m. El 
número q se denomina cociente y el número r, resto de la división. 
Si r =0, se dice que el número natural p se divide por el número 
natural nm exactamente. 

Teorema 9. Sean p y m dos números naturales cualesquiera, En 
este caso existe el único par de números q y r, pertenecientes a la serie 
natural ampliada, que satisface las condiciones: p = mq +r.y0< 
< r <m. 

Demostración. Sí p< m, entonces el par de números q = 0, 
r = p satistace las condiciones del teorema. 

Si p = m, entonces el par de números q = 1, r = 0 satisface las 
condiciones del teorerna. 

Si p > m y pse divide por m, entonces existe un número natural 
q, tal que p = mq,, en este caso el par de números q =q,yr=0 
satisface las condicionos del teorema. 

Si p > m y p no es divisible por m, entonces el par de números 
q =4 y r, =p —m satisfará las condiciones 


p= me«1 y- Piro Ti > O. 


Por cuanto p no se divide por m, entonces r, = m. Por lo tanto, 
bien 7, <m, bien r, >m. Si r, <m, el par de números q = Í y 
r=r, satisface las condiciones del teorema. 

Si r, >m, el número r¿ = r, — m es tal que r, =m+Tr y 
O<r,<r,, razón por la cual resulia válida la igualdad 


p=m:2 TF. 


Por cuanto p no se divide por m, entonces r, ye m. Quiero decir, o 
bien ra < nm, o bien r, > m. Si r, < m, el par de números q = 2 y 
r=r, salisface las condiciones del teorema. 

Si, en cambio, r, > mm, tepetimos este procedimiento hasta que 
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resulte en algún A-ésimo paso que 
p=mk+Yz 0OX<ri<m. 


Esto precisamente significa que el par de números q =kyr = rx 
satisface las condiciones del teorema. La existencia del k-ésimo 
paso mencionado se desprende del siguiente axioma para los números 
naturales: para cualesquiera números naturales p y m tales que p > m, 
se encontrará un número natural l tal, que p < mil, 

Asi, pues, hemos demostrado la existencia de un par de números 
q y r que satisfacen las condiciones del teorema. 

Ahora demostremos la unicidad de tal par de números. Suponga- 
mos que existen dos pares de números, 9, T Y Jo» To, que satisfacen las 
condiciones del teorema, es decir, tales que 


p=mqW+r y O<r<m. 
P=Mo+Y y U<Tr¿<m. 


Por consiguiente, mg + r = M4 + TFp- 

Admitamos, para concretar, que ry >> r, entonces Ú < ry — r< 
< mM, Y 9 — Yo > 0, mientras que m (q — Jo) = To — Y. Entonces, 
en el segundo miembro de la última igualdad figura un número natu- 
ral inferior a m, mientras que en el primer miembro, un número 
superior a m o igual a éste y, por consiguiente, la igualdad 
m (q — 90) = Tp — Y no es cierta. Análogamente, analizando el caso 
en que 7, < r, llegamos a una contradicción. Por lo tanto, r = Fry. 
Entonces, de la igualdad m (q — q0) = Fry — r =0 se desprende que 
q = Qp., es decir, el par de números q y r, que satisface las condiciones 
del teorema, es único. El teorema queda demostrado. 

He aquí un ejemplo de aplicación del teorema 9. 

Demostremos que si p es un número primo mayor que tres, uno 
de los números, sea (p — 1) 6 (p + 1), se divide por tres. Efectiva- 
mente, el número p no se divide por tres exactamente (sin resto), 
pues es primo y mayor que tres. Por consiguiente, el resto, al dividir 
por 3, puede ser 1 ó 2. Si el resto es igual a la unidad, es decir, si 
p = 3, +1, está claro que el número p — 1 se divide por 3. Si 
el resto es igual a dos, es decir, si p = 3q, + 2, está claro que el 
número p + Í se divide por 3. 

El teorema demostrado presta la posibilidad de hallar el máximo 
común divisor (UCD) de dos números. Tomemos dos números, p y m, 
pertenecientes a una serie natural ampliada y supongamos, para 
concretar, que p>>m. Si m = 0, entonces el MCD (p; 0) = p. Si 
m 3 0, entonces p = mg + r, con la particularidad de que o bien p 
se divide por m exactamente (es decir, r = 0), o bien p se divide por m 
enteramente con resto r, donde 0 <r-<m. En el primer caso el 
MCD (p; m) = m, pero el MCD (m; 0) = m, es decir es válida la 
igualdad MCD (p; m) = MCD (m; r). Resulta que la igualdad análoga 


MCD (p; m) = MCD (mm; r) (9) 
tiene lugar también en el caso on que 0 <r < m, 


2-0332 17 


En efecto, sea l el divisor común de los números p y m, esdecir, 
supongamos que p = [k y m = ln, donde k, l y n son números natu- 
rales. Por cuanto p =mq +r y r_>0, entonces lk — Ing > 0, 
es decir, l (k — ng) > 0. Pero, en este caso, k — nq >0 y r = ls, 
donde s = k — ng es un número natural, es decir, 1 será divisor del 
número r. 

Quiere decir, cualquier divisor común de los números p y m lo 
es también para los números m y r. Razonando análogamente, ob- 
tendremos la afirmación inversa: cualquier divisor común de los 
números m y r lo es para los números p y m. De aquí se deduce que 
coinciden también los máximos comunes divisores de los pares cita- 
dos, es decir. que es válida la igualdad (9). Puesto que m < p y 
r < m, el problema de hallar el MCD (m; r) es más simple que el de 
hallar el MCU (p; m). 

Veamos el siguiente ojemplo. Hállese el MCD (1428; 420). 

Como 1428 -- 420-3 — 168, — entonces  MCD (1428; 420) = 

= MCD (420; 163). 

Como 420 = 168.2 + 84, entonces MCD (420; 168) = 

Como 1658 = 84.2, entonces MCD (168; 84) = MCD (84; 0) = 

= 84, es decir, MCD (1428; 420) = 34. 

De este modo, el método de determinación del MCD (p; m) consiste 
en la aplicación de la igualdad (9). 

Una vez determinado el MCD (p; mm), resulta posible hallar tam- 
bién el mínimo común múltiplo de estos números: MCM (p; m). Con 
este fin se debe aprovechar el teorema 10, cuya demostración se 
omite en esta obra. 

Teorema 10. MCD (p; m)-MCM (p; m) = 

Por ejemplo, determinemos el MCM (1228: 220). Del ejemplo 
anterior se deduce que el MCD (14283; 420) = 84. Por consiguiente, 


el MCM (1428; 420) = 122 — 7140, 


$ 2. Fracciones 


Más arriba se ha señalado que la división no es siempre realizable 
dentro del conjunto de números naí(urales. Por ejemplo, en el con- 
junto de números naturales no se puede dividir 5 por 4. Para que la 
división sea siempre realizable, hay que considerar números nuevos, 
a saber, las partes de los números naturales o fracciones. 

Fracciones ordinarias. Un número igual a la X-ésima parte del 
número uno (k es un número natural mayor que la unidad) se desig- 


4 : , a 
na => Si la parte aducida se toma m veces (mm. es un número natural), 


entonces la designación del nuevo número obtenido será 5 . Un 
número que se determina según esta regla con ayuda de dos números 
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naturales p y q (g > 1) y que se anota en forma de 7 , se llama frac- 


ción o cociente de los números naturales p y q, y en este caso p se deno- 
mina numerador de esta fracción y el número q, denominador. 

Todo número natural puede ser considerado como una fracción 
cuyo denominador es la unidad, es decir, cualquier número natural n 


e 1] . n Y . 
puede escribirse en forma de una fracción q + Por eso, en lo sucesivo 


se suprime la restricción g > 1, que se impone sobre el denominador 
de una fracción, y se dice que el cociente de dos números naturales 


cualesquiera p y q es una Iracción 7 , y en este caso el conjunto de 


todas las fracciones contiene en sí el) conjunto de todos los números 
naturales. 


. RN . l : 
Dos fracciones a y q * consideran iguales, si el producto 


del numerador de la primera fracción por el denominador de la 
segunda es igual al producto del numerador de la segunda fracción 


. . A 3 a 
por el denominador de la primera, es decir, 5 = E,si pk =qm. 


Por analogía, => , Si pk>mg; 7] < = , si pk<mg. 

Se denomina suma de dos fracciones una fracción cuyo numerador 
es igual a la suma de los productos del numerador de la primera 
fracción por el denominador de la segunda y del numerador de la 
segunda fracción por el denominador de la primera, mientras que el 
denominador es igual al producto de los denominadores do dichas 
fracciones, es decir, 

PA PEO 


Se llama producto de dos fracciones una fracción cuyo numerador 
es igual al producto de los numeradores de estas fracciones y el 
denominador, al producto de los denominadores, es decir, 


p mn pm 
q kk" qk' 


Son válidas las siguientes leyes de adición y multiplicación de 
las fracciones: 


a) rn di AN] (conmutatividad de la adición); 


Y ] ++) +=? (E+2) (asociatividad de la adición); 


q a Vi 
Pr E e E. e y) Y A ILApiA . 
ri ler abr (conmutatividad de la multiplicación); 
Po E Ala e. acoOciativi Ñ inb1 
d) ( E ) a ( rabos ) (asociatividad de la multiplica- 
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e) (4 +7) ==. + A (distributividad de la adición 
respecto a la multiplicación). 
Dividir una fracción a por otra fracción me significa hallar 


tal fracción + que se verifique 


A diferencia de Jos números naturales, la división para las frac- 
ciones es siempre realizable. Aplicando la definición de igualdad de 
dos fracciones, es fácil mostrar que 


L_?n 
k “qm 


Sustraer de una fracción m3 otra fracción = significa hallar 
tal fracción = que se cumpla la igualdad 
mo r_ p 
av q' 
Al igual que en el caso de Jos números naturales, la sustracción 
de las fracciones no es siempre realizable. Si SA, o bien 


m [1] . 4 . o . . 4 
E no existe fracción que, siendo adicionada a la tracción 
m . 2 e m o 
de la fracción 2. Si, en cambio, L->-—, entonces la sus- 
n ? q r 


tracción es realizable y se ve con facilidad que on este caso 


ro pn— 
gs. ng  * 


De la definición de igualdad de dos fracciones se deduce la pro- 
piedad fundamental de las fracciones: si el numerador y el denominador 
de una fracción dada se multiplican o se dividen por un mismo número 
natural le, se obtendrá una fracción igual a la dada: 


La fracción - se denomina irreducible, si los números p y q son 
recíprocamente primos. 

. , m 

Teorema 1. Si L es una fracción irreducible, la fracción . 


será igual a ella cuando, y sólo cuando, m= pk y n=qk, donde k 
es un número natural. 
Demostración. Suficienctia. Sea m = pk y n = qk. Entonces, 


las fracciones L y = son iguales en virtud de la propiedad funda- 
mental de las fracciones. 
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Necesidad. Supongamos que == . De acuerdo con la defini- 


ción de igualdad de fracciones, pn = mg. E) primer miembro de esta 
igualdad se divide por cl número p, y, por tanto, de acuerdo con el 
teorema fundamental de la Aritmética (véase el $ 4, teorema 7), se 
divide por p también el segundo miembro. Por cuanto los números p 
y q son recíprocamente primos y el producto mg se divide por p, 
entonces m también se divide por p (es decir, existe un número natu- 
ral k tal, que m = pk). A] sustituir el valor de m en la igualdad 
pr = mg, obtenemos: np = pkg, de donde n = gh. Ll teorema está 
demostrado. | 

Fracciones decimales finitas. Examtitemos aquellas fracciones 


A , cuyo denominador q = 10*, donde k es un número natural. Para 


cada fracción de esto tipo se ha adoptado una forma especial de 
anotación, a saber: se escribe el numerador de la fracción y, al contar, 
por el lado derecho, k cifras, se separan éstas con una coma; si en el 
numerador hay menos cifras que k, por ejemplo, » cifras (n < k), en- 
tonces se escribe el numerador y delante de la primera cifra de éste 
se ponen k — n ceros, luego se pone la coma y delante de ésta se 
pone un cero más; en cambio, si en el numerador hay k cifras, enton- 
ces se escribe el numerador, delante de la primera cifra de éste se 
marca ima coma y se pone un cero «delante de la coma. 
3721 21 131 


100 * 0000 * 1000 Pueden Lac 


Asi, por cjemplo, las fracciones 
escritas así: 37,21; 0,0021: 0,131. 

Una fracción escrita de esta forma se llama fracción decimal 
finita. 

Quiere decir, las fracciones 37,21; 0,0024; 0,131 pueden servir 
de ejemplo de fracciones decimales finitas. En general, cada fracción 
decimal finita se designará, en adelante, del modo siguiente: 

or Ayala... Ap, (1) 
donde k es un número natural, a, es un número perteneciente a la 
serie natural ampliada, cualquiera de 2,, 4, .. ., 4, uno de los 
números 0, 1, 2,3,4,5,0,7,8. Y. La fracción decimal finita se deno- 
mina con frecuencia simplemente fracción «lecimal, omitiendo la 
palabra «finita». 

Toda fracción decimal finita so transíorma fácilmente en una 
ordinaria. Con este fin se dehe escribir en el numerador un número 
entero qué se obtiene, si se climina la coma de la fracción decimal, 
y se escribe en el denominador el número 10 a una potencia que sea 
igual a la cantidad de cifras que se tienen en la fracción decimal tras 
la coma, después de lo cual la fracción puede ser simplificada por un 
factor común, si existe, por ejemplo, 0,34 -= 20 = => 

Escribir una fracción ordinaria en forma de fracción decimal 
finita significa halMar una fracción decimal finita que sea igual a la 
dada. Surge naturalmente la pregunta: ¿se puede escribir en forma 
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de fracción decimal finita cualquier fracción ordinaria? Resulta que 
este caso es mucho más complicado en comparación con la transfor- 
mación de una fracción decimal finita en otra ordinaria. 


Teorema 2. Toda fracción > en la que el número natural q no 


tiene divisores primos distintos de 2 y 3, puede ser escrita en forma de 
una fracción decimal finita. 


Demostración. Sea dada la fracción”, donde q = 27-35”, De 


acuerdo con la propiedad fundamental de una fracción, cualquier 
fracción ordinaria no cambia, si su numerador y denominador se 
multiplican por un mismo número. Multiplicando el numerador y el 


denominador de la Jracción 7 por 25", obtendremos 


po p _ MN ¿AM 2 Mp 
q 29m 5 — "99,510.92. 7 Jn+m,pr+m 7" qpraem 


Ya que el producto 2"-5"p es un número natural, entonces, designán- 


dolo con ¿, escribamos la fracción en la forma - = + de donde 


e. ) . .. . 
se ve que la fracción puede ser escrita como una fracción decima 


finita. El teorema queda demostrado. 
Teorema 3. Si la fracción irreducible dada puede ser escrita en 


forma de una fracción decimal finita, su denominador no contiene 
factores primos distintos de 2 y 5. 
Demostración. Si q = 1, el teorema es evidente. Examinemos 


el caso en que q +1. La fracción L está representada, por condi- 
ción, en forma «de una fracción decimal finita, por lo cual es válida 


la igualdad a = e donde 1 y k son números naturales. Puesto 
Pp 


que 7 es una iracción irreducible, del teorema 1 se deduce que 


1 = pm y 10* = qm. El número 10* contiene solamente los factores 
primos 2 y 5. Por consiguiente, el número gm tampoco tiene otros 
factores primos, salvo 2 y 5, lo que se desprende de la unicidad de la 
descomposición de un número en factores primos. Por consiguiente, 
el número q no contiene otros factores primos, a excepción de 2 y 3. 
El teorema queda demostrado. 


Teorema 4. Para que una fracción irreducible L. pueda escribirse 


en forma de una fracción decimal finita, es necesario y suficiente que 
su denominador no contenga factores primos, a excepción de 2 y 5. 
La validez del teorema 4 se desprende de los teoremas 2 y 3. 


Veamos ahora una fracción a en la que p y q son números reci- 


procamente primos y q contiene factores primos distintos de 2 y 5. 
Según se deduco del teorema 4, esta fracción no puede ser escrita 
en forma de una fracción decimal finita. No obstante, las fracciones 


1) 


de este tipo pueden ser escritas con ayuda de las así llamadas frac- 
ciones decimales periódicas infinitas. 

Fracciones decimales periódicas infinitas. Más arriba hemos 
atribuido el nombre de fracción decimal finita a una fracción escrita 
en la forma (1), donde a la coma le sigue un número finito de cifras. 
Será natural llamar fracción decimal periódica infinita aquella en la 
cual después de la coma viene una infinidad de cifras, con la parti- 
cularidad de que una cifra o un conjunto ordenado de cifras se repi- 
ten a partir de cierto lugar tras la coma. Esto puede expresarse con 
mayor exactitud así: se denomina fracción decimal periódica infinita 
una fracción que puede ser escrita en la forma 


A, (2) 
donde 

1. a, es un número perteneciente a la serie natural ampliada; 

2. en la anotación (2), para cualquier número natural m, en el 
m-ésimo lugar tras la coma figura uno de los números 0, 1,2,..., 9, 
con la particularidad de que o bien a, es distinto de cero, o bien, si 
dy €s igual a cero, existe al menos un número natural q tal, que en 
el g-ésimo lugar tras la coma figure uno de los números 1, 2,.. .., 9; 

3. existen tales números naturales l y p que para cualquier nú- 
mero natural n > 1 es válida la igualdad a, +, = €,, y en esto caso 
el conjunto ordenado de cifras (a,0;+, . . . G14+p_1) Se lama periodo 
de la fracción decimal periódica infinita (2). 

Por regla general, al escribir una fracción decimal periódica 
infinita, los puntos suspensivos se ponen después del período que se 
repitió varias veces, es decir, cuando se hace claro cuál número es 
el periodo de esta fracción. 

Por ejemplo, es obvio que la fracción 


4 27131313 ... (3) 


es una fracción decimal periódica infinita de período (13). 

En lugar de escribir el período varias veces y poner luego puntos 
suspensivos, se ha aceptado escribir el período una sola vez encerrán- 
dolo entre paréntesis: 


4,27131313 .. . = 4,27 (13). 
0,454545 ... = 0,(45). 


Es vigento el siguiente teorema cuya demostración aquí se omite. 
Teorema 5. Toda fracción a , donde p y q son reciprocamente pri- 


mos y q contiene al menos un solo factor primo distinto de 2 y 5, puede 
ser escrita del modo único en forma de una fracción decimal periódica 
infinita. 

Reuniendo los teoremas 4 y 5, obtenemos que cualquier fracción 
ordinaria puede ser escrita en forma de fracción decimal finita o de 
fracción decimal periódica infinita. Expongamos sin demostración 
la regla que se usa para convertir una fracción decimal periódica 
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AS en una fracción ordinaria (la regla se demostrará en el capi- 
tulo 1X ). 

Con el fin de convertir una fracción decimal periódica infinita en 
una fracción ordinaria, se debe sustraer del número que precede al se- 
gundo período otro número, que precede al primer período, y representar 
dicha diferencia como el numerador, poniendo en el denominador la 
cifra 9 tantas veces, cuantas cifras hay en el período, y escribir después 
de los nueves tantos ceros, cuantas cifras se encuentran entre la coma y el 
primer período. Por ejemplo: 


117201172 _ 10548 _ 4472:-) __ 2088.4 _ 293. 

0172 0=—3 == 90000 — 9.10000 4.2500 2500 ” 
NN e 5-9 5. 
0,(45) = 9H 1? 


O A, _ e 224443 21443 
122118) = 5500 =5900 2-4080 — 4080. 


Haciendo uso de esta regla, podemos demostrar que cualquier 
fracción decimal finita se representa en forma de una fracción deci- 
mal periódica infinita y, además, por dos procedimientos. 

Por ejemplo, 


0,172*0,172(0)=U 28102 1548 — 1009 == 0,172; 


0,172=0,171 O A A o =0, 172, 


Para que no haya dos representaciones diferentes de una misma 
fracción decimal finita, se ha convenido en no tener en el período 
el número Y. Entonces, cada fracción decimal finita puede ser escrita 
de modo único en forma de una fracción decimal periódica infinita de 
período O, y, viceversa, cada fracción de esta indole es una lracción 
decimal finita. Así pues, tiene lugar el 


Teorema G. Cualquier fracción ordinaria L puede ser representada 
de modo único en forma de una fracción decimal periódica infinita y, 
viceversa, toda fracción decimed periódica infinita pue ser representada 
de modo único en forma de una fracción ordinaria = . 


De este modo. se puede constatar que cualquier fracción decimal 
periódica infinita es otra forma de anotación de cierta fracción ordi- 
naria bien determinada. 


$ 3. Números enteros 


Ya se ha señalado anteriormente que Ja sustracción no es siempre 
realizable dentro del conjunto de números naturales. Por ejemplo, 
en el conjunto de números naturales no se puede restar 5 del número 3. 
Por esta razón surge la necesidad de ampliar el conjunto de números 
naturales. 


to 
e 


Introduzcamos en el análisis nuevos púmoros, a saber, números 
naturales de signo menos, es decir, los números del tipo (—m), 
donde m es un número natural, y los llamaremos números enteros 
negativos. A veces se llama número entero negativo (—m) el número 
opuesto del número natural m. 

Diremos que dos números enteros negativos (—m) y (—n) son 
iguales, si son iguales los números m y n. Examinemos ahora un 
conjunto de números, que incluye todos los números naturales, el 
cero y todos los números nogativos. Convengamos en considerar 
que dos números de dicho conjunto son iguales, si ambos son números 
naturales iguales, si ambos son números enteros negativos iguales, o 
si cada uno de ellos es cero. Definamos ahora las operaciones de 
adición y multiplicación para los números de este conjunlo. Si 
embos números que han de ser adicionados o multiplicados perte- 
necen a una serie natural ampliada, entonces, las operaciones de 
adición y multiplicación para dichos dos números se determinan igual 
que en el $ 1. Si, en cambio, uno de los números o ambos números, 
que deben sumarse o multiplicarse, son enteros negativos, las opera- 
ciones de adición y multiplicación para estos dos números se realizan 
del modo siguiente: 

a) (—m) + (—n) = —(m + n); 

b) (—m) + 0 =0 +4 (—m) = —m; 

—(m — n), siempre que m > a; 
Cc) (í—m + n = | n— m, cuando m < n; 
0, sim=mB; 

d) (ú—m) n = m (—n) = —(mn); 

e) (—m) (2) = mn; 

HN (—m 0 = 0-(—m) = 0. 


Un conjunto de números que incluye todos los números naturales, 
el cero y todos los números enteros negativos con las definiciones de 
igualdad y de operaciones de adición y multiplicación. que acaba- 
mos de introducir, se denomina conjunto de números enteros y se denota 
con la letra Z, mientras que los números mencionados llevan el 
nombre de números enteros. Los números naturales se (denominan a 
veces números positivos enteros. 

Las leyes principales de adición y multiplicación de los números 
enteros son análogas a aquellas que se usan para adicionar y multi- 
plicar los números naturales y por esta razón no se aducen aquí. 

Para las operaciones de adición y multiplicación de los números 
enteros se introducen operaciones inversas, las de sustracción y 
división (a excepción de la división por cero). La operación de 
sustracción es en esle caso es siempre realizable, y la operación de 
división, no siempre. Sin embargo, al igual que para los números 
naturaleg, los números enteros siempre admiten la división entera 
(inexacta). Más abajo se estudia detalladamente sólo la división 
inexacta de un número entero por un número natural. 
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División entera (inexacta). Dividir un número entero a por un 
número natural m con resto significa hallar dos números enteros q y r 
tales, que sea válida la igualdad a = mg + r, con la particularidad 
de que r salisface la condición 0 < r < m. 

Si r = 0, suele decirse que el número entero a se divide exacta- 
mente por el número natural m. 

Teorema 1. Sea a un número entero cualquiera y sea m, cualquier 
número natural. Entonces, existe el único par de números enteros q y T 
que satisface las condiciones: a =-mqg +ry0<r<m. 
analizado on el $ 1. 

Demostración. El caso cuando a es un número natural se ha analiza- 
do on el $ 1. 

Sia =0, el par de números q =0 y r = 0 satisface las condi- 
ciones del teorema. 

Supongamos que a = —n es un número entero negativo. Enton- 
ces nes un número natural y, de acuerdo con lo demostrado, llegamos 
a la conclusión de que existe un par de números q, y r, tal que n = 
=mMm, +r,y0<r, < m. Para el caso en que r, = 0, de la igualdad 
n =mq, + r, proviene otra igualdad a = mg, donde q = (—4,), 
es decir, el par de números q = —q, y r = O satisface Jas condiciones 
del teorema. Cuando 0U<r,<m, de la igualdad n = mq, +", 
se desprende otra igualdad a = (—g, — 1) m + (m — r,), y, enton- 
ces, el par de números q = —q4 — 1 y r=m-— r, satisface las 
condiciones del teorema. 

Así pues, para cualquier número entero a y para todo número 
natural m existe un par de números enteros q y r tales que «a = mg + r 
y0<r<m. 

La unicidad del par de números enteros g y r se demuestra igual 
que en el teorema Y del $ 1. Lo mismo que en el $ 1, un número entero 
divisible por 2 exactamente se llamará número par, y divisible por 2 
con resto r = 1, número impar. 

He aquí algunos corolarios del teorema 1. 

á) Todo número par a puede escribirse en la forma a = 2q, donde q 
es cierto número entero. 

b) Todo número impar a puede escribirse en la forma a = 2q, + 1, 
donde q, es cierto número entero. 

e) Cualquier número entero a que es divisible por tres exactamente 
puede escribirse en la forma a = 3q, donde q es un número entero. 

d) Cualquier número entero a, que no se divide por tres exactamente, 
puede ser escrito en una de las siguientes formas: a = 31 + 1, o bien 
a = 3n + 2, donde 1 y n son ciertos números enteros. 

e) Cualquier número entero a, que se divide exactamente por cierto 
número natural k, puede ser escrito en la forma a = kq, donde q es un 
número entero. 

f) Cualquier número entero a, que no se divide exactamente por cierto 
número natural k, puede escribirse en la forma a = kg + r, donde r es 
uno de los números 1, 2, . . ., (k— 1), y q, un número entero. 

En función de la divisibilidad de los números enteros por un 
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número natural dado k el conjunto de números enteros puede ser 
partido en Xk clases. Por ejemplo, si k = 2, el conjunto de lodos los 
números enteros se parte en dos clases: números pares e impares. 

El conjunto de todos los números enteros puede ser partido asimis- 
mo en tres clases: 

a) números múltiplos del número tres, es decir. los del Lipo 3g, 
donde y es un número enlero cualquiera; 

b) números que, siendo divididos por tres. Lienen como resto la 
unidad, es decir, los números del tipo 32 )- 1, donde les un número 
entero cualquiera; 

c) números que, siendo divididos por tres, tienen como resto un 
dos, es decir, los números del tipo 3n + 2, donde r es un número 
entero cualquiera. 

Los ejemplos aducidos tmuestran cómo se parte el conjunto de 
números enteros en 4 clases, 5 clases, etc. 

Expongamos algunos ejemplos que muestran cómo ayuda la par- 
tición de los números enteros en clases a resolver una serie de pro- 
blemas. 

1. Demuéstrese que para cualquier b entero el número b (2b + 1) x 
X (7b + 1) se divide por tres. 

Demostración. Partiremos el conjunto de todos los números 
enteros en tres clases: a) 3g; b) 3q + 1; c) 3g + 2, donde q es un 
número entero cualquiera. 

Sea b un número cualquiera de la clase a). Entonces, b (2b + 1) x 
X (1b + 1) = 3g (6 — 1) (21g + 1), de donde se vo que, para todo 
q critero, este número es divisible por 3. 

Sea b un número cualquiera de la clase b). Entonces, b (2b + 1) Xx 
Xx (70 + 1) = (3 + 1) -3-(29 + 1) (21g + 8), de donde se ve que 
para todo q entero este número se divide por ¿. 

Sea b un número cualquiera de la clase c). Entonces, b (2b + 1) Xx 
X (7b + 1) = (3g + 2) (6q + 5) :3-(7g + 5), de donde se ve que 
para todo bh entero este número se divide por 3. 

2. Demuéstrceso que entre cualesquiera k números enteros con- 
secutivos hay un número que se divide por k exactamente. 

Demostración. Todos los números enteros pueden sar partidos 
en las siguientes k clases: 


kg, 
kg — 1, 
kq +2, 


kg + (ke — 1), 


donde q es un número entero cualquiera. 

Sean dados k números enteros consecutivos y supongamos que cier- 
to númoro bh es el primero de ellos, es decir, k números, b, (b + 1), 
(b0+2)..., 10 + (e — 1): supongamos también que el número b 


2 


está contenido en la clase kg + ¿ para cierto ¿[i=0,1,2,.... 
o. +, (e — 1)), es decir, sea b = kg + i, donde q es un número entero. 
Por cuanto entre k números consecutivos hay un número 


[d+ (£— Dl = lkg + ¿+ (k— il =k (41), 


el cual se divide por A exactamente, la afirmación 2 queda demo- 
strada. 


S 4. Números racionales e irracionales 


Números racionales. De acuerdo con lo observado anteriormente, 
en el conjunto «dle números naturales no son siempre realizables las 
operaciones de sustracción y división. En el $ 2 el conjunto de núme- 
ros naturales ha sido ampliado hasta obtener un conjunto de fraccío- 
nes ordinarias y en este último conjunto la operación de división ya 
es siempre realizable; no obstante la de sustracción se realiza no en 
todos los casos. lis por eso que surge la necesidad de introducir núme- 
ros nuevos. 

Introduzcamos en el análisis números nuevos: fracciones con signo 


menos, es decir, números del tipo — 2) , donde m y n son números 
-? m . - 
naturales. La fracción — 2) se denomina a veces número opuesto 


de la fracción E 


Examinemos ahora un conjunto de números que incluye Lodas las 
fracciones, el número cero y todas las fracciones con signo menos. 
Podemos considerar que cada número de este conjunto es la razón 
entre un número entero v un número natural. Considerarenos por 


eso que el conjunto dado se compone de los números del tipo - 


1 
donde q es un número natural y p, un número entero. 
Convengamos en Considerar que dos números de dicho conjunto 
Pp 


Y = son iguales, si se cumple la igualdad pn = qm. Además, la 


adición y la multiplicación de los números de este conjunto se con- 
sideran realizables según las siguientes reglas: 


Pe pn qm p mn pm 
q n qn qn ' 


Un conjunto de números compuesto por todos los números del 


> 


tipo £ , donde q es un número natural y p, un número entero, con 


las definiciones de igualdad y de operaciones de adición y multiplica- 
ción, que acabamos de introducir, recibe el nombre de conjunto de 
números racionales y se designa con la letra (O; los propios números 
se denominan racionales. 


Si p es un númoro natural,fentonces - se llama número racional 
positivo o fracción positiva. 
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Si, en cambio, p es un número negativo, el número L se denomi- 


nará número racional negativo o fracción negativa. Ustá claro que el 
conjunto de números enteros es una parte del conjunto de números 
racionales. 

Para las operaciones de adición y multiplicación de números 
racionales se introducen operaciones inversas, a saber, las de sustrac- 
ción y división, y en este caso, ambas operaciones, a excepción de la 
división ilegítima por cero, son siempre realizables. 

Las leyes principales de adición y multiplicación de números 
racionales son análogas a las leyes correspondientes de adición 
y multiplicación de números enteros y por esta razón no se dan aqui. 

Si un número racional r figura como factor k veces (k > 1), enton- 
ces el producto rr ... r se llama k-ésima potencia del número r y 

A 
le veces 
se denota r*, Además, por definición, r! = r. 

Al igual que en el caso de números naturales, son válidas 
las siguientes propiedades de las potencias de los números raciona- 
les. 


e) (1) = r*”; 
h h / 
d) (2) => si ra +0; 


e) F=)r, si k>m, r0. 


Por definición, r* = 1 para cualquier número racional r, salvo el 
número cero. 

En relación con el concepto de potencia de un número racional 
surge a menudo un problema en el que se pide hallar, para un número 
natural dado k y para un número racional positivo dado r,, otro 
número racional positivo r, tal, que tenga lugar rt = r,. 

Este problema no siempre tiene solución. 

Teorema 1. No existe un número racional cuyo cuadrado seu igual a 2, 


Demostración. Supongamos que existe un número racional mn 

2 » . -. . e 
tal que (2) =2. Sin restringir la generalidad de razonamientos 
consideraremos que p y q son recíprocamente primos (si el numerador 
y el denominador del número racional dado tienen factores comunes, 
entonces el número 4 obtenido como resultado de la simplificación 


es igual al número dado). Haciendo uso de la propiedad d) de las 


potencias de los números racionales, escribamos nuestra suposición 
2 


3 
en la forma 4 = E 


De la definición de igualdad entre los números racionales se 
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deduce que p? = 2g?. Por cuanto el segundo miembro de esta igualdad 
es divisible por 2, el primer miembro también debe dividirse por 2. 
Pero, el número p? se divide por 2 sólo cuando el número p se divide 
por 2 (si p no se divide por 2, entonces p? tampoco se divide por 2). 
Puesto que p se divide por 2, existe, pues, un número enteru k tal, 
que p = 2k. Al sustituir este valor de p en la igualdad p? = 2q?, 
obtenemos q? =-- 2h?, Por cuanto el segundo miembro de esta igualdad 
es divisible por 2, se dividirá por 2 también el primer miembro; 
quiere decir, el número q se divide por 2, es decir, q = 2m. 

Así pues, hemos llegado a que los números p y q poseen un factor 
común, que es el dos, mientras que, por hipótesis, los números p y q 


E e > Da 
en la igualdad (E) -= 2 son recíprocamente primos. Esta contra- 


dicción significa precisamente que la suposición admitida no es 
lícita y es cierta la afirmación del teorema. 

De este modo, surge la necesidad de introducir números nuevos, 
distintos de los racionales, como, por ejemplo, un número cuyo 
cuadrado sea igual a 2. 

Números irracionales. En el $ 2 se han examinado fracciones 
decimales periódicas infinitas. Hagamos más amplia esta noción 
introduciendo en el análisis números nuevos que se llamarán frac- 
ciones decimales infinitas. 

Llamemos fracción decimal infinita un número que puede ser 
escrito o bien en la forma 


] 0, 4,8% Cp. o». Or . . e» (1) 
o bien en la forma 
—U os as SS y . e... (2) 


donde a, es un número perteneciente a una serie natural ampliada; 
Ey, lo». .s Gx, - - - Son Números del conjunto de números 0, 1, 2, 3, 
4,5, 6, 7, 8, 9. Los puntos suspensivos significan que en el m-ésimo 
lugar tras la coma se dispone el número a,,, cualquiera que sea el 
número natural mm. 

Si entre los números 4,, y, Qz, +. . ., €) . . . al menos uno de ellos 
es distinto de cero, entonces el número escrito en la forma (1) se 
denominará /racción decimal infinita positiva, y el número escrito 
en la forma (2), fracción decimal infinita negativa. Si entre los números 
Gp, Uy, day +. -+ Eu,  - - ño hay números distintos de cero, entonces al 
número escrito en la forma (1) se considerará igual al número escrito 
en la forma (2) y se llamará fracción decimal periódica infinita nula, 
y se designasá con el símbolo 0, (0). Es obvio que el conjunto de todas 
las fracejones decimales infinitas incluye: 

1) e) conjunto de todas las fracciones decimales periódicas infini- 
tas positivas; 

2) el conjunto de todas Jas fracciones decimales periódicas infi- 
nitas negalivas; 

3) la fracción decimal periódica infinita nula. 
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Mostremos ahora que con las fracciones decimales periódicas infi- 
nitas (que acabamos de mencionar) no se agota el conjunto de todas 
las Iracciones decimales infinitas. 

Teorema 2. Una fracción decimal infinita 


0,1010010001000010000010000001 ..., 


jormuda según la regla: tras cada unidad sigue un grupo de ceros que 
contiene un cero más que el grupo anterior, no es fracción decimal perió- 
dica. 

Demostración. Supongamos que ésta es una fracción periódica 
y su período consta de rn cifras, con la particularidad de que el primer 
período ocupa el k-ésimo lugar. Está claro que en la fracción que se 
analiza cada unidad irá precedida, a partir de cierto m-ésimo lugar, 
de (2n + 1) o más ceros seguidos. Examinemos cada uno de estos 
grupos de ceros, que empieza con cualquier p-ésimo lugar, donde 
p > k y p>m. Tomemos ahora el cero que está en el centro de tal 
grupo. Se dispone o bien al principio o bien al final, o bien en el 
interiór de cierto período de longitud n, pero en todos los casos cita- 
dos dicho período se halla enteramente dentro del segmento tomado 
que está constituido por (2 + 1) o más ceros. Quiere decir, el período 
consta solamente de ceros y, por consiguiente, en la escritura de la 
fracción a partir del k-ésimo lugar deben haber solamente ceros, lo 
que no es cierto. El teorema está demostrado. 

De lo expuesto anteriormente se deduce que cada número racional 
puede ser escrito en forma de una fracción decimal periódica infinita. 
Resulta natural, por esta razón, llamar »múmero racional aquel que 
puede ser escrito en forma de una fracción decimal aperiódica in- 
finita, 

En adelante consideraremos que cualquier fracción decimal perió- 
dica infinita es un número racional bien determinado, y cualquier 
iracción decimal aperiódica infinita, un número irracional bien 
determinado. Ha de notarse que en virtud de las definiciones citadas 
una fracción periódica infinita nula es el número cero. 


$ 5. Números reales 


El conjunto de todas las fracciones decimales infinitas (con las 
definiciones, que se introducen más abajo, de la igualdad, de la 
suma y del producto de estos números) se denomina conjunto de 
números naturales y se designa con la letra FR, mientras que toda 
fracción decimal infinita lleva el nombre de número real. La fracción 
decimal infinita positiva se llamará número real positivo y la fracción 
decimal infinita negativa, número real negativo; la fracción decimal 
periódica infinita nula (de periodo cero), número cero, Por cuanto las 
fracciones decimales infinitas pueden ser tanto periódicas como aperió- 
dicas, todo número real es o bien racional o bien irraciona). 
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los números reales positivos 


0 24,149 eo... Eh A | 
do, b,b, e «0. d, ... 


son iguales, si bz = a, para todos los números k pertenecientes a 
una serie natural ampliada. 
De dos números reales positivos 


49, Gil .. +. Ak ou.1, 
Do» brida... Dead 


el primero es mayor que el segundo, siempre que o bien a, > do, 

o bien, sí ag = by, pero a, >b,, o bien, si ag = bg, 4, = bi, ... 

«« «y € = bp (para cierto número natural n), pero Gn4+, > da+1: 
Dog números reales 


Qgs Cita r .. Up oooo y —bo, biba..- Er... 


se llaman opuestos, si b, = a; para todos los números 4 pertenecientes 
auna serie natural ampliada. Dos números reales negativos son iguales, 
si son iguales los números opuestos de ellos. De dos números négativos 
el mayor es aquel cuyo número opuesto (positivo) es menor. Un número 
positivo es mayor que al cero y que cualquier número negativo. El 
número cero es mayor que cualquier número negativo. 

_ EÉxaminemos los valores aprozimados de las fracciones infinitas. 
-Romipemos en algún lugar la fracción decimal positiva infinita que 
expresa el número real positivo dado. Obtendremos una fracción 
“decimal finita (la cual puede escribirse en forma de una fracción 
infinita de período cero). La fracción obtenida será menor que el 
número dado (o igual a él). Tal fracción se denomina valor aprozimado 
: del número real positivo por defecto. 

Si una fracción decimal infinita positiva se rompe en algún 


k-ésimo lugar y a la fracción obtenida se le adiciona la fracción 10k* 


se obtendrá una fracción decimal finita que será mayor que el número 
real dado. Tal fracción se denomina valor aproximado del número 
real positivo dudo por exceso. 

Si rompemos en algún lugar una fracción infinita negativa, 
obtendremos una fracción decimal finita, la cual será mayor que el 
número real dado (o igual a él), Tal fracción se denomina valor apro- 
ximado del número real negativo dado por exceso. 

Si una fracción infinita negativa se rompe en cierto k-ésimo 


lugar y a la fracción obtenida se adiciona la fracción ( — mr): 


tendremos una tracción decimal finita, la cual es mayor que el 
número real dado. Tal fracción se llama valor aproximado del número 
negativo dado por defecto. 

Ejemplos. 1. El valor aproximado del número 0,4(31) por defecto 
se representará por las siguientes fracciones finitas: 0,4; 0,43; 0,431; 
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0,4313; 0,43131; .. . El valor aproximado del mismo número por 
exceso lo expresarán las fracciones 0,5; 0,44; 0,432; 0,4314; 0,43132; 


2. El valor aproximado del número —3,2 (17) por defecto lo 
expresan las siguientes fracciones finitas: —3,3; —3.22; —3,218; 
3,2172; —3,21718; . . . El valor aproximado de este mismo núntero 
por exceso se representa por las fracciones —3,2; —3,21; —3,217; 
—3,2171; —3,21717; ... 

Determinemos ahora las operaciones de adición y multiplicación 
para los números reales. 


Se denomina suma de dos números reales un número que es mayor 
(o igual) que la suma de sus dos valores aproximados cualesquiera 
por defecto, pero menor (o igual) a la suma de sus dos valores aproxi- 
mados cualesquiera por exceso. 

Admitamos sin demostración que tal número siempre existe 
y es, además, el único. 

Indiquemos un caso particulac: la suma de un número real a con 
el número opuesto (que se designará con (—a)) es el número cero. 

Se denomina producto de dos números reales positivos 2¿, 4,43 . - - 
...QGp..- Y Do Bida... bx -.-. un número mayor (o igual) que el 
producto de sus dos valores aproximados cualesquiera por defecto, 
pero menor (o igual) que el producto de sus dos valores aproximados 
por exceso. 

Admitamos sin demostración que tal número siempro existe y es, 
además, el único. 


El producto de dos números reales negativos (—ap iz ..- 
...Qj <«) Y (—do1 Pjdz .. - dr...) es igual al producto de los 
números positivos, opuestos de los primeros, %q, Q¡4z --. Gp... 
y Do, bibz... bh .-... El producto de dos números reales de signos 
diferentes, %q, G;%g . - Gp. . -Y (—Ddpo, 0jd7. . -bn- - -)Ó(—4p. 4/43 »-- 
.-.Gh.. )Ydorbidz.. dx. .,0s igual al númoro negativo opuesto 
del producto de los números y, G1%7 . .-Gk +. .Y dosbdibr.. Dj... 

El producto de dos númcros, uno de los cuales es cero, es igual 
a Cero. 

Son vigentes las siguientes leyes principales de adición y multi- 
plicación de los números reales: 

aja+b=bw+au (conmutatividad de la adición); 

b) (a + b)+c=a>+(b + ce) (asociatividad de la adición); 

c) ab = ba (conmutatlividad de la multiplicación); 

d) (ab) e = a (bc) (asociatividad de la adición), 

e) (a+ be = ac + de (distributividad de la adición respecto a 
la multiplicación). 

Para las operaciones de adición y multiplicación de los números 
reales se introducen operaciones inversas: las de sustracción y divi- 
sión. 

Sustraer de un número real a otro número real b significa hallar 
un número real e tal que b+c=a. 
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Dividir un número real a por otro número real b, distinto de cero, 
significa hallar un número real d tal, que bd = a, 

En el conjunto de uúmeros reales las operaciones de sustracción 
y división sou siempre realizables, a excepción de la división ilegíti- 
ma por cero. 

Si un nún:cro real e figura en calidad de factor n. veces (n cs un 
número natural, > 1), entonces el producto aa ... a recibe el 


A dl 
Tr Veces 
nombre de n-ésima potencia del número « y se designa a”. Ademas, 


por definición a? — «. Las propiedades de la polencia de Jos números 
reales son análogas a las de la potencia de Jos números racionales y 
por esta razón no se exponen aquí. En relación con el concepto de 
potencia de los números reales surge a menudo un problema en el 
que se pido hallar, para el número natural dado n y para el número 
real dado no negativo e, otro número real no negativo b tal, que 
tenga lugar la igualdad 0% = q, 

Un número no negativo b tal, que la n-ésima potencia suya es el 
número dado «, es decir, b" = a, se denomina raiz aritmética de 
n-ésimo grado del número no negativo a y se designa db = Ya. 

Teorema. Para cualquier número nalural n y para todo número no 
negativo a existe una raíz artimética de n-ésimo grado del número a y 
esta ratz es la tinica en el conjunto de números no negativos. 

La demostración del teorema se omite. 

Cuando rn -=: 2, en la designación de la raíz no se pone la cifra 2: 
cuando n — 1, la raíz del primer grado del número a es el propio 
número u. Las raices aritméticas pueden ser números racionales e 
irracionales. 
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Par ejemplo, V + es 01 número racional E V20s un nú- 


mero irracional (esto se desprende del teorema 1, $ 4). 

Señalemos que, por definición, la raíz aritmética del número 0 
es cero, 

Se llama valor absoluto imódulo) de un número natural a: oste 
mismo número, si a es positivo; cero, si £ es cero; el número opuesto 
de a, si a es negativo. 131 valor absoluto de un número real a se designa 
|a |. La definición recién enunciada puedo escribirse en forma breve 
del modo siguiente: 

O, sí a > 0; 
ja| = O, si a =0; 
—-4, si a<O0, 


Las propiedades fundamentales de los valores absolutos de los 
números roales se darán en el capítulo ll. 

Observemos que en virtud de la definición de raíz aritmética do 
un número no negalivo es válida, para cualquier número real, la 
igualdad Pa? = [a]. 


Planteemos un problema más general: hallar, para cualquier núme- 
ro rea] a y para cualquicr número natural », los números reales b 
tales, que se revifligue b” =— a. Si los números mencionados existen, 
se denominan raíces algebraicas reales de n-ésimo grado del número 
real a. Si e es un número no negativo, entonces, según lo expuesto 
más arriba, existo un número no negativo b tal, que db" = a, es decir, 
para cualquier número no negativo e siempre existe al menos una 
raíz algebraica b, para cuya designación se emplea un simbolo especial 
Y a (raíz aritmética). Si existen otras raíces algebraicas, además de 
la raíz aritmética, para su designación no se emplean ningunos sim - 
bolos especiales. 

Examinemos la cuestión referente a la existencia de la raíz al- 
gebraica de un número real. Señalemos que en osto párrafo las atir- 
maciones sobre la cantidad «de raices reales para el número real dado 
se aceptan sin demostración alguna. La validez de ellas se desprende 
del teorema general sobre Ja cantidad de raíces de un número complejo 
(capítulo X.1). 

Sea a = 0, entonces para todo número natural » existe una, y 
sólo una raíz algebraica de r-ésimo grado, que es el número 6, igual 
a Cero. 

Supongamos que a es un número positivo y r, un número natural 
impar (n = 2k + 1). En este caso existe una, y sólo una, raíz arit- 
mética, b, = A a, de este número y no hay olras raíces algebraicas 
reales de él. De este modo, existo una sola raíz algebraica de grado 
impar de un número posilivo, a sabor, la raiz aritmélica. 

Supongamos que e es un número positivo y rn, un número natural 
par (n = 24). En este caso existe y, además, una sola raíz aritmótica, 
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bd, = “Ya, y una raíz algebraica real, b, += —*Y a, del número 
citado. De este modo, existen dos raices algebraicas reales de grado 
par del número positivo a: b, = Ya y ba = —Y a. 


Sean, ahora. a un número negativo y a, un número natural par 
(n = 2k). Por cuanto cualquier número real distinto de cero a la 
potencia par es un número positivo. y el número (O a toda potencia 
natural es cero, no existe ningún número real b tal, que b?* sea un 
número negativo. Esto quiere decir que no existe raíz algebraica real 
de grado par de un número negativo. 

Supongamos ahora que a es un número negativo y R, un número 
natural impar (n = 24 + 1). Mostremos que existe un número real 
negativo b tal. que b” = a. Denotemos e = —a. Entonces, e > 0, 
razón por la cual existe la única raíz aritmética d de grado (2k + 1) 


del número c: d2+1 =e,0 bien d=**Yc= Y T—q 2 YT q | 
Hagamos ahora b=-—d. Fn este caso b%+l = (—)M+1gh+1 = 
= (4) e = (4) (a) = a. Quiere decir, b= —“*"Y]a] es un 
número negativo tal, que +1 = a, es decir, (—-%**Y/ la |) es la 


raíz algebraica real del número negativo a. 
Ejemplos. 4. Sea a = —7, n = 5, entonces la raíz algebraica 


34 35 


real E quinto grado del número (—7) es el número b = == 7 | = 
= —y 7,' 

2. Sea a = —8, n = 3, entonces la raíz algebraica real de tercer 
grado del número (—-8) es el número b= —Y]-8] = —Y3 = 
SS — 

Observación. A veces la raíz de grado impar de un número nega- 
tivo a se escribe en la forma » = *%**Yg, sobreentendiéndose que b= 
= "Y Tal Por ejemplo, en lugar de b = —V7 se escribe b = 
== Y —7. Pero, esta forma de escritura no se usará en adelante. 

Pasemos ahora a la interpretación geométrica de los números reales. 
Sea dada una recta horizontal (fig. 1). Esta tiene dos direcciones 
mutuamente opuestas. Llamemos positiva una de estas. direcciones 


M N 
b -1 0% 0 1 2 a 
Fig. 1 


y negativa, la otra. Para concretar, por dirección positiva elegimos 
la dirección a la derecha (véase la figura). Fijemos en la recta cierto 
punto O y llamémoslo punto de referencia. El punto O divide la recta 
en dos partes denominadas rayos. El rayo dirigido a la derecha se 
llamará positivo y el rayo dirigido a la izquierda, negativo. Sea dado un 
segmento, tomado por unidad de longitud; en estos casos se dice 
que se ha introducido una escala, 

Se llama recta numérica aquella en la que se han elegido el punto 
de referencia, la dirección positiva y se ha introducido la escala. 

Á todo punto de la recta numérica se le puede poner en corresponden- 
cia un número real, rigiéndose por la regla siguiente: 

— al punto elegido O le pondremos en correspondencia el número 
cero; 

-—- a todo punto /V en el rayo positivo le pondremos en corregpon- 
dencia el número positivo a, donde a es la longitud del segmento ON; 

— atodo punto M en el rayo negativo lo pondremos en correspon- 
TO el número negativo b, donde |) ] es la longitud del segmen- 
to OM. 

De este modo, a cualquiér punto de la recta numérica (con la 
escala elegida) se le ha puesto en correspondencia un único número 
real. 

Mostremos que este proceso abarca todos los números reales. 
Supongamos lo contrario, es decir, admitamos que cierto número 
real e no se ha puesto en correspondencia con cierto punto en la recta 
numérica. Si el número c es positivo, se encontrará un segmento 
cuya longitud sea igual a e. Al marcar este segmento a la derecha del 
punto O en la recta numérica, obtendremos un punto, al cual debe 
corresponder el número c, es decir, llegaremos a una contradicción. 
-En cambio, si c es un número negativo, se encontrará un segmento, 
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cuya longitud sea igual a Je |; al marcar este último a la izquierda 
del punto O en la recta numérica, obtendremos un punto, al cual 
ha de corresponder el número ce, es decir, otra vez llegaremos a una 
contradicción. 

Así pues: 

1. A todo punto en la recla numérica se le ha puesto en correspon- 
dencia un número real y este número es único; 

2. Á distintos puntos de la recta numérica se les han puesto en 
correspondencia números diferentes; 

3. No existe un número real que no corresponda a cierto punto 
de la recta numérica. 

En estos casos suele decirse que entre ol conjunto do todos los 
puntos de la recta numérica y el de todos los números reales se ha 
establecido una correspondencia biunivoca. 

Ha de señalarse que los puntos de Ja recta numérica se identifican 
a menudo con los números que se les han puesto en correspondencia. 
Aprovechando esta circunstancia resulta fácil formular cuál de dos 
números reales es mayor: el mayor es aquel que en la recta numérica 
se ubica más a la derecha que el otro. 

Sistema de coordenadas en una recta. Si en una recta se han 
elegido el punto de referencia, la dirección positiva y la escala, se 
dice también que en Ja recta esiá dado un sistema de coordenadas. 
La propia recta se denomina eje de coordenadas y el punto O, origen 
de coordenadas. A todo punto M de esta recta se le pone en correspon- 
dencia un número llamado coordenada del punto M en el sistema de 
coordenadas dado. Dicho número se determina según la regla: si el 
punto M se dispone en el rayo positivo, este número es igual al núme- 
ro positivo expresado por la longitud del segmento OM; si el punto M 
se dispone en el rayo negativo, este númoro es igual al número nega- 
tivo expresado por la longitud del segmento OM que se toma con el 
signo menos; si el punto M coincide con el origen de coordenadas, el 
número es igual a cero. 

Supongamos que el eje de coordenadas dado se dispone horizon- 
talmente de modo tal, que el rayo positivo esté orientado a la derecha. 
Entonces, cualquier punto dispuesto a la derecha respecto del origen 
de coordenadas O tendrá coordenadas positiva y cualquier punto 
dispuesto a la izquierda del origen de coordenadas O, coordenada 
negativa. La coordenada del punto O, es decir, del origen de coorde- 
nadas, es igual a cero. Es fácil ver que la coordenada de cualquier 
punto /M del ejo de coordenadas es igual al número real puesto en 
correspondencia al punto en la recta numérica. 

Al examinar varios puntos distintos fijos del eje £, se designan 
frecuentemente con cierta letra mayúscula que tienen diferentes 
subíndices, por ejemplo, M,, Ma, My, .. ., Mps + - -; las coordena- 
das de estos puntos se denotan por la letra del ejo con los correspon- 
dientes subíndices, es decir, t,, ty, tz, . + ., tns - - - Con el fin de 
indicar que el punto dado tiene una coordenada dada, ésta se escribe 
entre paréntesis al lado de la designación del propio punto, por 
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ejemplo M, (t,), Ma (ta), Ma (ta), «.., Ma (tn), - . .. Cuando se dice 
que está dado un punto, se entiende que está prefijada su coordena- 
da; al decir que se debe encontrar un punto, se busca la coordenada 
de este punto. 

Teorema 1. Cualquiera que sea la disposición de dos puntos distintos 
My (t,) y M, (ty) en el eje de coordenadas la distancia d entre estos 
puntos es igual al módulo de la diferencia de sus coordenadas, es decir, 


Demostración. Si los puntos M, y M, coinciden, la afirmación 


del teorema es evidenlo. Supongamos ahora que los puntos M, y M 2 
no coinciden y que, para concretar, el punto M, (t,) se dispone más 


dslizt) | 
¿ dalt Y 
SE 
E? | | ¡APTOS - AMA. 
Eb SE FTAARS AM. PE | 
AD 1 Mili) Malta) 4 "y Malta) 
Fig. 2 Fig. 3 


a la derecha dol punto 4, (t,) (si el punto M4, (t,) se ubica más a la 
derecha que el punto 17, (t,), entonces la demostración se repite 
sustituyendo t, por t,, y t, por t,). ] 

Sean M, (t,) y M, (€) unos puntos cualesquiera no coincidentes 
situados a la derecha del origen de coordenadas O (fig. 2). Entonces 


— da) ¿ty 


: E lo 
E 
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Fig, 4 


la longitud del segmento M,M, es igual a la del segmento OM 9> 
que es igual a t,, menos la longitud del segmento OM,, que es igual 
a f,, es decir, 

d=ti=t =|t—i, |. 


Supongamos que 31, (t,) coincide con el origen de coordenadas 
O (0), es decir, que t, = 0, mientras que My (tz) es cualquier punto 
dispuosto a la derecha del origen de coordenadas O (fig. 3). En este 
caso la longitud d del segmento M,M, será igual a la del segmento 
OM., que, a su vez, es igual a t,, es decir, 


=to=|t.—0]|= ]t— f, l 
28 


Sea M, (t,) un punto cualquiera dispuesto a la izquierda del 
origen de coordenadas y sea 34M, (£,), un punto cualquiera dispuesto 
a la derecha del origen de coordenadas (fig. 4). Entonces, la longitud 
d del segmento 4M,M, os ignal a la del segmento OM,, igual a La, 
más la longitud del segmento OM,, que es igual a (—t,), es decir, 


d =t¿4 (—t) = ty — t, =| 1, — ti l. 


Sea ahora M, (t,) un punto cualquiera situado a la izquícrda 
respecto del origon de coordenadas y supongamos que el punto M, (£,) 


1 Lt ? 
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coincide con el origon de coordenadas O (0), es decir, £, = 0 (fig. 5). 
Entonces la longitud d del segmento M,M, coincide con la del seg- 
mento M,0, que es igual a (—1,), es decir, 


= ==, =|0—f,|=- [Ey — £, 1. 


Ahora, supongamos que ,17, (¿,) y M, (ts) son cualesquiera puntos 
no coincidentes, dispuestos a la izquierda del origen de coordonadas O 
(fig. 6). En este caso la longitud d del segmento M,M, es igual a la 
del segmento OM,, que es igual a (—t,), menos la longitud del seg- 
mento OM,, que es igual a (—£,), es docir, 


d = (—t) — l—t)=fto=t=lt=!t |. 


Así pues, en todo caso d = | ¿q — £, |]. El teorema queda demos- 
trado. 
Ejemplos. 1. llállese la distancia entre los puntos 1 (3) y 2 (22) 


d= 3=(-2|=|3+2|=5,0biend = |] -2-—3] = 
E O EA 
2. Flálleso la distancia entre los puntos M (—4) y P (—10). 
d= | —4 — (-10)]| =]|6| = 6,0 biend = | (—10) — (-4) | = 
=|—6 | =6. 


De este modo podemos decir que el módulo de cualquier númoro 
real a, es decir, fa | es la distancia del punto Af (a) al origen de 
coordenadas. 
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$ 6. Igualdades y desigualdades numéricas 


En el $ 5 hemos tocado la cuestión sobre la comparación de los 
números y hemos dado ciertas definiciones, de acuerdo con las cuales 
se puede aclarar, si son iguales dos números reales dados, o bien 
uno do ellos es mayor que el otro. Todas las definiciones mencionadas 
se pueden escribir de otra forma, haciendo uso de la comparación de 
los números reales con el número cero, a saber: dos números reales, 
ae y b, son igualos, si, y sólo si, la diferencia entre ellos es nula, es 
decir, a == b =-a — b = 0; el número a es mayor que el número 0, 
si, y sólo si, la diferencia (a — b) es positiva, os decir, a > b:a=> 
<= 4 — b7>0; ol número a es inforior al número b, si, y sólo si, la 
diferencia (b — a) es positiva, o si la diferencia (a — b) es negativa, 
es decir, a<bxu=>a—b<0<=>b—a>0. 

Si dos números están unidos entre sí mediante el signo de igualdad 
se dice que se ha dado una igualdad numérica. Sin embargo, dicha 
igualdad puede ser cierta y puede ser incierta. Por ejemplo, 2 = 


4 r y : : : 
=3= 3, > Y son igualdades ciertas, mientras que las iqual- 


ed 
s 


dades 3=5--—4, 6 = = son inciertas. 


Análogamente, si dos números están unidos mediante cualquier 
signo de desigualdad, suele decirse que viene dada una desigualdad 
numérica, la cual puede ser cierta o incierta. Por ejemplo, 110,1 < 


< 112, Y 10 > 3 son desigualdades ciertas, y —5 > V 2, 7> 3, 


inciertas. 

La cuestión de si es cierta o incierta tal o cual igualdad numérica 
(desigualdad numérica) no es siempre obvia. Por ejemplo, la validez 
de la desigualdad 


(100)8 < 1 2-3-.. 99-100 


no es evidente. En tales casos las igualdades y desigualdades numé- 
ricas han de ser demostradas. Desempeñan un papel de gran impor- 
tancia las propiedades principales de las igualdades y desigualdades, 
que se exponen más abajo. 

1. Si los números a, b y c son tales, que a = b y b =cC, entonces 
a =c (propiedad de transitividad de las igualdades). 

2. Si los números a, b, e, d son tales, que a = b y e = d, entonces 
a+c=buw d. 

3. Si los números a, b, e, d son tales, que a = b, c = d, entonces 
ac = bd. 

4. Para cualesquiera números reales a, b y c las igualdades a = b 
y a += b + c son equivalentes, es decir, la validez de la igualdad 
a = b predetermina la validez de la igualdad a+c=b+c<C, y, 
viceversa, de la validez de la igualdad a + e = b + c sigue la validez 
de la igualdad a = b, es decir, a=b=>aj+c=bw+<c. 

5. Para cualesquiera números reales a y b para todo número real c, 
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distinto de cero, las igualdades a = b y ac = he son equivalentes, es 
decir, si e 40, entonces a = b<= ac = be. 

Expongamos las propiedades análogas para las desigualdades 
numéricas. 

4. Si los números a, b y c son tales, que a > b y b > c. entonces 
a >c (propiedad de transitividad de las desigualdados). 

Demostración. a—c=-(a—c)+(b—b)=(a—b) + (b — e). Porcuann- 
to a > b, tenemos a — b5>0; por cuanto b>>c, tenemos b— c > 
> 0, pero la suma de dos números positivos es positiva, por lo cual 
a — c>0, es decir « > e. 

2. Si los números a, b, c, d son tales, quea > b,c > d, entonces 
aer>b+d. 

Demostración. (a + c) —(b + d) = la —b)+ (e —d). Por 
cuanto a > b, el número (a — bh) es positivo; por cuanto ec >> d, 
ontonces (c — d) es también un número positivo; la suma de dos 
números positivos es positiva. por lo cual (a + c) — [b + d) > O, 
es decir, a +4 ec >bd 

2a. Si los números a, b, c, d son tales, que a > b y e < d, entonces 
a=c > bd. 

Demostración. (a — c) — (b— d) = la — bd) + (d— ce). Por 
cuanto a > b, el número (a — bh) es positivo; por cuanto c< d, 
entonces (d — c) es también un número positivo; la suma de dos 
números positivos es positiva, por lo cual (a — e) — (b — d) > 0, 
es decir, a — ec >b—d 

Sia, b, c. d son números positivos y, además, a >b y ec > d, 
entonces ac > bd. 

Demostración. ac — bd = lac — bd) + (be — bej = [ac — be) + 
+ (bc — bd) =c (a — b) + b (e — d). Puesto que a => b, entonces 
(a — b) es un número positivo; por cuanto c es un número positivo 
y como el producto de números positivos es positivo, entonces 
c (a — b) es un número positivo; de modo análogo se demuestra que 
b (c — d) es también un número positivo; la suma de dos números 
positivos es positiva. por lo cual ac — bd > 0, es decir, ac > bd. 

4. Para cualesquiera números reales a, b y ec, las desigualdades 
a>bya+c>b+e son equivalentes, es decir, la validez de la 
desigualdad a > bh predetermina que es válida la desigualdad a + e > 
> bw+.<, y, viceversa, de la validez de la desigualdad a+ c>b=uce 
se desprende la validez de la desigualdad a > b, es decir, a > b <= 
=>at+e>b+<e. 

Demostración. Sea a“>b. Entonces (a + e) — (b + e) = 
= (a — b) + le —c) = (a — b) >0, es decir, a + ce > b4 c. Sea 
(a+c) > (b + c). Entonces a—=b = (a—b) + (e—c) = 
= (a + ce) —(b+c)>0, es decir, e > d, 

5. Para cualesquiera números reales a y b y para todo número positi- 
vo €, las desigualdades a > b y ac > be son equivalentes, es dectr, st 
cT>0, entonces e > b<=ac > be. 

Demostración. Sea a > b, entonces ae — be = (a — b) ce. Por 
cuanto e y (a — b) son números positivos, el producto de ellos es un 
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número positivo, es decir, ac — be > 0, o bien ac >> bc. Sea ac > be, 
entonces (4 — b)c = ac — be > 0, 

Si el producto de dos números es positivo y uno de ellos es tam- 
bién positivo, onlonces será posilivo el otro número, es decir, por 
cuanto c7>>0, tenemos a — b>0, o sea, a > db. 

da. Para cualesquiera números reales a y b y para todo número nega- 
tico c, las desigualdades a >b y ac < bc son equivalentes, es decir, 
si c<0, entonces a —>b <> «ac < be. 

La demostración de esla afirmación es análoga a la de la pro- 
piedad 0. 

De este modo, tienen lugar das siguientes propiedades principales 
de las igualdades y desigualdades: 


Ta=b boa =>d; 1) a>0b b>c>at><c; 
2a=b, end >ar+c= 2) a>b.e>d>a+c> 
= bd; > b + d; 


2a) a>b,e<d>a—c>b-— d; 
3J)a=b,c:=d=>ac = bd; 3) a>b>0 ec>d4d>0<= 
-=> ac > bd; 
4Ya=baor>a+fc=b>+*e; 4) a>b=>a+c>b+e; 
9) a:= he=>ac == be para c 40; 5) a > be=>ac > be para c >> 0; 
3) a > beea< be parace < 0. 


Más arriba se han usado los signos de igualdad (=) y de desigual- 
dad rigurosa (< o bien >>). A veces estos signos son insuficientes. 
Hay problemas, dondo se necesitan desigualdades no rigurosas. 

Ejemplo. Hoy día en Moscú la temperatura es de 0”, y en Lenin- 
grado, no cs superior a la de Moscú. 

Si la temperatura en Leningrado se designa con la lotra 7, en- 


T < 0”. 

Demos a conocer las definiciones de desigualdades no rigurosas 
4=Bbya< db, Una desigualdad numérica a < hb se considora cierta 
para a < bd y para a == b, y es incierta sólo en ol caso en que a > b. 
Por ejemplo, las desigualdades 6 < 9 y 3 < 2 + 1 son ambas ciertas, 
y la desigualdad 7 < 6 es incierta. (La escritura a < b se lee o bien 
como «a no es mayor que b», o bien como «e es menor o igual a b»). 

Una desigualdad numérica a > b so considera cierta tanto para 
«¿7>b como para a = b; se considera incierta sólo en el caso cuando 
a < h. (La anotación a => b se lee o bien como «a no es menor que b» 
wv bien como «4 es mayor o igual a b»). 

Para las desigualdades no rigurosas son válidas las propiedades 
1—5a, si sustituimos cn ellas el signo de desigualdad rigurosa por 
ol signo de desigualdad no rigurosa. 

Diremos que 

se verifica la desigualdad doble a <b< oc, siempre que sean 
válidas a la vez dos desigualdades a < by b<ec; 

se verifica la desigualdad doble a Xb< c, si son válidas a la 
vez dos desigualdades: a X<byb<c; 
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pr” 


< Cc, cuando son válidas 
e 


se verifica la desigualdad doble a < 
a la vez dos desigualdades: a <b y b 

se verifica la dosigualdad a X<b<c, siempre que sean válidas 
a la vez dos desigualdades: a< byb<e. 


$ 7. Conjuntos de números 


Los conceptos de conjunto y de elenento do un conjunto se con- 
sideran fundamentales, es decir, ellos no se definen. 

En este párralo se analizan los conjuntos de números cuyos ele- 
mentos son números reales. 

Si un número a pertenece al conjunto Af, se escribo a € M; si a 
no pertenece al conjunto MM, se escribe a € Af. 

Por ejemplo: 2€EN, 04 Ñ,. 

Más arriba fueron introducidos los siguientes conjuntos de núme- 
ros: 

N, el conjunlo de todos los números naturales (seric de números 
naturales); 

Z, el conjunto de todos los números enteros: 

Zo, el conjunto de todos los números enteros no negalivos (serie 
ampliada de números naturales); 

Q, ol conjunto de todos los números racionales; 

R, el conjunto de todos los números reales. 

Expongamos ahora ejemplos de otros conjuntos de números y 
convengamos cómo se denotarán éstos en lo que siguc. 

Un conjunto que no contiene elementos se denomina vacio y se 
designa con el simbolo Z. 

Si un conjunto se compone de una cantidad finita de clementos, 
tal conjunto se escribo del modo siguiente: entre lla vos se ponen todos 
los elementos del conjunto (en cualquier orden) separándolos uno 
de otro con punto y coma. Por ejemplo, un conjuuto 4 compuesto 
por los primeros seis números de la serie natural puede escribirse así: 

M =(1; 2; 3; 4; 9; 6), y el conjunto £, que se compone de un número 


Y s , se escribirá así: L= f) Lea 

“si un conjunto se compone de una infinidad de clementos o do 
elementos que son, a Su vez, conjuntos, entonces las llaves introdu- 
cidas se conservan y entre ellas so da una breve descri ipción del con- 
junto. Por ejemplo, el conjunto de todos los pares de números e y b, 
de los cuales a es un número entero cualquiera y b, un número real 
cualquiera, se escribe asi: 


M] =((a; b)1a€Z, bER). 


Si cada elemento del conjunto A pertenece al conjunto 4, el con- 
junto Á se denomina subconjunto del conjunto BM. En este caso suele 
escribirse A <= Bo bien B > 4. 
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el ejemplo: N <Z; ((a; bJaEeEN; bEZ) C[((a; b)|a€Z; 
bER). 

El conjunto de todos los números reales £, para cada uno de los 
cuales so verifica la desigualdad doble -—-1<t<2, se denota 
(—1; 2) y se llama intervalo (—1; 2). Debido a la correspondencia 
biunivoca que existe entre el conjunto de todos los números realos y 
el conjunto de todos los puntos de la recta numérica, suele decirse, 


7 Fig, 8 


refiriéndose al intervalo (—1; 2), que es éste un conjunto de todos 
log puntos de la recta numérica dispuestos entre los puntos (—1) y 
(2), sienio excluidos estos últimos (fig. 7). 

El conjunto de todos los números reales t, para cada uno de los 
cuales se verifica la desigualdad doble —2X<t<d4, se denota 


yl, + - 


TU Fiy. 10 


[—2; 4) y se denomina semiintercalo [—2; 4). Suele decirse también 
que el semiintervalo [—2; 4) es el conjunto de todos los puntos de la 
recta numérica dispuestos entre Jos puntos (—2) y (4), incluido el 
punto (—2) (fig. 8). 

El conjunto de todos los números reales t, para cada uno de los 
cuales se verifica la desigualdad doble 0 < + < 3, se denota (0; 3] 
y se llama semiintervalo (0; 3]. Suele decirse en este caso que el semi- 
intervalo (0; 3] es el conjunto de todos los puntos de la recta numé- 
rica dispuestos entro los puntos (0) y (3), incluido el punto (3) (fig. 9). 

El conjunto de todos los números reales £, para cada uno de los 
cuales se verifica la desigualdad doble —2<t< 41, se denota 
[—2; 1] y se denomina segmento [—2; 1]. Se dice que el segmento 
[—2; 4] es el conjunto de todos los puntos de la recta numérica, 
dispuestos entre los puntos (—2) y (1), siendo incluidos estos dos 
puntos (fig. 10). 

En el caso general, sia < b, 

se denomina segmento la; b] el conjunto de todos los números 
reales t, para cada uno de los cuales se cumple la desigualdad doble 
a<t< b; 

se denomina semiintervalo la; b) el conjunto de todos los números 
reales £, para cada uno de los cuales se verifica la desigualdad doble 
a < t< b; Ñ 

se denomina somiintervalo (a; b] el conjunto de todos los números 
reales t, para cada uno de los cuales se verifica la desigualdad doble 
a<tS b; 
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se llama intervalo (a; b) al conjunto de todos los núrncros reales ft, 
para cada uno de los cuales se verifica la desigualdad dublo a << b; 

se denomina rayo la; -+ 00) el conjunto de todos los números reales 
t, para cada uno de los cuales es válida la dosigualdad £ > a; 

se denomina rayo (a; +00) el conjunto de todos los números reales 
t, para cada uno de los cuales se verifica la desigualdad f > a; 

se denomina rayo (—oo; a] el conjunto de todos los números reales 
t, para cada uno de los cuales se verifica la desigualdad 1 < a; 

se denomina rayo (---c00; a) el conjunto de todos los números reales 
t, para cada uno de los cualos se verifica la desirualdad t< ae. 

Señalemos que, a veces, cuando se dice «intervalo», se entiende 
un rayo, un segmento, el propio intervalo o un semiintervalo. En fín, 
algunas veces el conjunto Ri de todos los números reales se denota 
así: (—oo; +00). 

Unión e intersección de los conjuntos. 

Se llama unión de los conjuntos A y B al conjunto C compuesto 
de todos los elementos tales, que cada uno de ellos está contenido 
siquiera en uno de los conjunlos dados A y B. Para la unión de los 
conjuntos se Aa el símbolo 1% C=A yb. 

Ejemplos. 1. Si A = (1; 2; 3; 4] y B = (2; 3; 4; 5), entonces 
AUB=f; 2,3; 4; 5). 

2. N UYZ, U(0) = Zo; 3. Lt; 2H U(0; 3] = (1; 

4, a 23] UY l-2; 1) = |-—2; 2); 3, (2; 1) U (0; gi = ad: 3); 

6. Qt; JU(O; 4) = (—4; 4); 7. (0 0) U (1; +00) = 
= (—1; +00). 

Se llama intersección de los conjuntos A y B al conjunto L, cuyos 
elementos serán aquellos, y sólo aquellos, que pertenecen a la “voz 
tanto al conjunto A como al conjunto B, es decir, la intersección de 
dos conjuntos es la parte común de estos conjuntos. Para la inter- 
sección de los conjuntos se emplea el signo N): L = 4 N B. 

Ejemplos. 1. Si 4 = (0; 1; 2; 3)y B = (2: 2: 4; 5; 6], enton- 
ces A MB =(2; 3); 

2 NN NZi= NS. NnZz= ÑN; 

4. (4; 2133 43 N(2 33 435) =£2 3; 4); 

5. (—1; 2) N (0; 3] = (0; SN 

6. (—oa; 11 N (0; 3) = (0; 

1. (21, 3/06; +0) = 3. 

Conjuntos ordenados. Permutaciones y variaciones. Al estudiar 
un conjunto de números, se puede disponer los números pertenecien- 
tes a dicho conjunto en cierto orden. En esto caso tiene sentido hablar 
de un conjunto ordenado. Uno de los ejemplos del conjunto ordenado 
es la serie de números naturales. Si dos conjuntos ordenados contie- 
uen los mismos elementos, pero dispuestos en diferente orden, dire- 
mos que estos conjuntos ordenados se distinguon por cl orden de 
disposición de los elementos. Por ejemplo, operando con tres númo- 
ros 4, 7, 1, se puede componer seis diferentes conjuntos ordenados: 

(13 43 7), (157343 (4573 4), (43 15 7), (7; 134), (7 4; 1). 
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Esta cuestión la analizaremos más delaJladamente para los con- 
juntos finitos, es decir, para aquellos que se componen de un número 
finito de elementos, por ojemplo, de números. 

Definición. [il orden establecido en un conjunto finito recibe el 
nombre de permutación de los elementos del conjunto citado. El número 
de permutaciones es precisamente el número de diferentes conjuntos 
ordenados compuestos de los mismos elementos. El número de 
permutaciones de 2 elementos se denota con P,. Para dar la respuesta 
a la pregunta, ¿a qué es igual el número de permutaciones de n 
elementos?, examinemos el problema general. Sea dado un conjunto 
compuesto de n clementos. Escojamos m elementos (m < n) en este 
conjunto y dispongámoslos en cierto orden. Llamomos variación 
al conjunto ordenado finito obtenido. 131 problema general puede 
enunciarse ast: «¿Cuántas son las variaciones de n clementos tomados 
en grupos de 222». Mespondamos primeramente a la pregunta ¿cuán- 
tas son las variaciones de rn elementos tomados a dos? En el primer 
hogar de tal variación puede estar cualquier elemento de n elementos, 
en el segundo Jugar puede estar cualquiera de (rn — 1) elementos 
restantes. Supongamos gue el primer lugar lo ocupa el elemento a,, 
entonces en ed segundo lugar puede estar cualquiera de los elementos 
do. Ugo... Aj. Obtenemos (n — 1) variaciones. Si el primer lugar 
está ocupado por el elemento a,, en el segundo lugar puede estar 
cualquiera de los elementos 4,. 43, Ayy » + -, Gp, es decir, tendromos 
(n — 4) variaciones más. Al agotar todos los elementos a,, Az, ly. - - - 
-.., A, Obtendreomos rn grupos, en cada uno do los cuales se con- 
tienen (n — 1) variaciones. Por consiguiente, el núnicro de todas las 
variaciones de » elementos tomados a dos será n (n — 1). 

Si se requiere determinar el número de variaciones de n elemontos 
tomados a tres, se debe añadir, por turno, a toda variación de n ele- 
mentos tomados a dos un elemento de (1 — 2) restantes. Entonces 
obtendremos 2 (1 — 1) grupos, en cada uno de los cuales se con- 
tendrán (rn — 2) variaciones. Por consiguiente, el número de varia- 
ciones de n elementos tomados a tros será en botal n (n — 1) (n — 2). 
Si el número de variaciones de n clomentos tomados a m lo designamos 
con AP, podemos escribir las fórmulas siguientos: 


Al =n(n—A) Al= n(n — 1) (n — 2). (1) 
iscribamos las fórmulas (1) en otra forma: 
Az nIn—(2—4), 4% =nm(n— 1) ln — (3 — 1) (2) 


En Jas fórmulas (2) se observa cierta regularidad, a saber, el número 
de variaciones es igual al producto de números naturales sucesivos, 
empezando con n y acabando con [n — (% — 1)), donde k = 2, 3. 
Razonando análorzamente a lo anterior, obtendremos 


AP = nia—U)(n—2)...|In—-(m—41l, í<m<XRr. (3) 
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Ejemplo. En el 1% grado de una escuela hay $ asignaluras 4 
y 4 lecciones diarias. ¿Cuántos métodos pueden aplicarse para hacer 
el horario de un día de estudios (no se admite que a una asignatura 
se le asigne más de una Jección por día)? 

Para resolver este problema se debe delcrminar el número de 
variaciones de 6 elementos tomados a 4: Af -- 6:9:4-3 <= 360. Asi 
pues, son posibles 360 métodos para hacer cl horario de un día, bvi- 
dentemente, la permutación es una variación de r clemeatos tomados 
a r. De acuerdo con la fórmula (3) tenemos 


P, =nín—t (n=2... 2-1. (4) 


Si aprovechamos cl símbolo nm! (se lee: «factoria] de sn»), el cual 
significa el producto de + primeros números de la serte natural 
(mn =41-23 ....n), entonces la fórmula (4) puede escribirse del 
modo siguiente: 

P, =mi, (0) 


La fórmula (3) lara bién puede reducirse a otra forma, aprovechando 
este mismo simbolo: 


m_ nirn—1)... [a—tm—D]-[(R—m) -.. 2:44] ni á 
An — [le —m) ... 24] ta —eayl * (5) 


Para que Ja fórmula 6 coincida con la (5) cuando m = n, suele con- 
siderarse que 0! 4. 

Combinaciones y sus propiedades. Tropezamos frecuentemente con 
los problemas en que se pide formar, a partir de un conjunto finito de 
nr elementos, otro conjunto de m elementos (mn <, 1). con la parti- 
cularidad de que en el conjunto nuevo tiene importuucia sólo la 
presencia de los elementos y no el orden que ellos siguen. 

Por ejemplo, se pregunta cuántos son los métodos a emplear para 
Ja elección de tres alumnos, entre Jos diez, que realicen la limpieza 
de la clase. En este caso la ordenación del grupo compuesto par Lres 
alumnos no es obligatoria. Tales conjuntos compuestos de e clemen Los 
tomados a m. que se diferencian uno del otro sólo por los elemuntos 
y no por el orden de disposición, se denominan combinaciones, el 
número de combinaciones se denota con EF. Es evidente que el 
número de combinaciones de n elementos tomados a 2 es igual a la 
unidad: Cf == 4. Examinemos el caso general en que 1 << m << RN. 

Sean Jormadas todas las combinaciones Cf de » elementos loma- 
dos a m. Elijamos cualquiera de estas combinaciones y reordenemos 
en ella los elementos empleando con tal fin Lodos los medios posibles. 
Entonces, el número de toda clase de conjuntos ordenados obtenidos 
de n elementos tomados a m es igual a Ch?,,. Demostremos que este 
número coincide con el número de todas las variaciones de » elemen- 
los tomados a m. fectivamenbe, tomemos todas las variaciones 
posibles y escribámoslas reunidas en grupos. En cada grupo incluya- 
mos variaciones compuestas de elementos iguales. que se diflereucian 
por el orden de su disposición. De este modo, en cada gropo entrarán 
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tantas variaciones cuántas permutaciones puedan formarse de m 
elementos dados, es decir, m variaciones. Todas las variaciones que 
se disponen en un grupo y que se consideran como combinaciones, 
son iguales, puesto que conlienen elementos iguales. Por consi- 
guiente, el número de grupos no os otra cosa que el número de dife- 
rentes combinaciones de n elementos tomados a m, es decir, 


Am = Cum! (7) 


A partir de la igualdad (7) obtendremos la fórmula para calcular ol 
número de combinaciones 


o bien, hactendo uso de la fórmula (6): 


A (8) 


(1 —m)i mi 


Observemos que en virtud del acuerdo aceptado 0! = 1, la 
fórmula (8) es válida también para m = 0, a saber, €? = 4. 

Resolvamos ahora el problema enunciado más arriba sobre la 
elección de tres alumnos. El número de métodos posibles para escoger 
los alumnos será ifual a 


á 1-2-3:4:5-6:7-8-9-10 
Cs = 1234507 4-3:3) =128 


Si calculamos C7,, obtendremos el mismo resultado: 


(7 —1:2:3-4-5-6:7.8.9:40 


12313345067 1%. 


Mostremos on el caso general que Ci = Cp” 0 <m<m). En 
efecto, 


As >. (9) 


La fórmula (9) permite calcular con facilidad el númoro de combina- 
ciones de n elementos tomados a m, cuando m es próximo a n. Por 
ejemplo, 


C3=Cj= =09 


He aquí una propiedad más que es propia para el número de combhi- 
naciones: 


cra y Cm Cm, (10) 
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Efectivamente, haciendo uso de la fórmula (8), tenemos 


m+1 mae ni n) q 

Co + Cr = bn +1 (n — m — 1)! E ml (n—my 

YE nl dd n] q 

"mal m+D(n—m—D * miirn—m—Dln=m) 
nl 1 1 

==] (n —m —1)) m-+1 ES n—m )= 


nl (n +4) (a +41)! 
aa M+D "0 MN 4D (m DT * 


Empleando una vez más la fórmula (8), obtenemos «que la fórmula 
(10) es cierta. 


ijercicios 
Calcúlense (t ... 10): 
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ME 1,27) .2):35 
ds else ([s:(08—45)] [2 


<(08+3)]). 


8. ( (4,640 : 6,25) -14 ] 5] ] 2 dE 


AA RARE 
+(45-$:85) : (3.2527) ¿ 
0-4) 


9. A LL O __EE_ EE AAA 
ENT Tia 19 
| 100,21: (423 +)) : (1,3-1 ) 
0, 


(280) :25)+[657+(537— FT) :801]:5-5 
[ (10825) : 0,(571 428) | . [ (65-87) -2+7 ] . 


Demuéstrense las afirmaciones siguientes (fi ... 33): 

11. Para que el número natural a,8,.; . . - 4,49 Sea divisible por 5, es ne- 
cesario y suliciente que ay = 0, o que ay = 5. 

; 12. Para que un número natural sea divisible por 6, es necesario que se di- 

vida por 3 

13. Para que un número natural sea divisible por 3, es suficiente que se 
divida por 6. 

14. Para que el numero natural 2p4,-1 .. » 4%, rn > 1, sea divisible por 
4, es necesario y suficiente que el número ae,a, se divida por 4. 

15. Para que el número natural 2,74, 7 . - - 418g, n > 2, sea divisible por8, 
es necesario y suliciente que so divida por 8 el número 434,47. 

16. Un número natural es divisible por 11, si, y sólo si, la diferencia entre 
la suma de sus cifras, que ocupan los lugares os y la suma de sus cifras, 
quo se disponen en los lugures pares, es divisible por 11, 


17. Para cualquier número natural nr el número Md 2 (142) es natural. 


18. El producto de dos números naturales sucesivos dividido por tres da en 
el resto cero o dus. 

19. El número que es el cuadrado de un número natural, o bien se divide 
por tres, o bien, siendo dividido por tres, da en ol resto la unidad. 

20. E] número que es ol cubo de un número natural, al dividirlo por 9, da 
en el resto Ú, 1, o bien 8. 

21. Para Eo que n natural, el número » (n? 4- 5) es divisible por 6. 

22. La suma de los cubos de tres números naturales sucesivos es divisible 


3. 

23. El producto de tres númoros naturales sucesivos, entro los cuales el 
del medio es e] cuadrado de un número natural, es divisible por 60. 

24. Para cualesquiera rn y m enteros el número [nm (nr — m)] es par. 

25. Fl producto de dos números pares sucesivos es divisible por ocho. 
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26. La diferencia entre el cubo de un número impor y el propio numero es 
divisibie por 24. 

27. El cuadrado de todo tuúmero impar, disminuido en la unidad, cs divi- 
sible por 8, 

28. La suma de dos números impares sucesivos us divisible por 4. 

29. Dos números impares sucesivos son recíprocamente primos. 

30. Para cualquier numero natural » los números », n= 4 y 21 + 4 son 
reciprocamonto primos de dos en dos. 

31. La suma do cuatro números naturales sucesivos no yuiedo ser un nú- 


mero primo. 
32. Cada una de dos fracciones, An 3 v Bd E es irreducible 
7 lino o np 


cualquiera que sea » natural, 

33. Si una fracción dada es irreduciblo, será irrediucible también la frac- 
ción cuyo numerador es igual a lao suma del nunicrador y denominador de la 
fracción dada y cuyo denominador es igual al producto del ¿umerador por el 
denominador de la fracción dada, 

34. ¿Cuántas veces el número 2 figura como Jactor en la descomposición 
del número 100! en factores primos? 

35. ¿Cuántas veces el número 5 entra como factor en la descomposición 
del número 1980! en factores primos? 

36. Hállese el resto que queda al dividir el número. 

g) 21180. por 5; hb) 7100 por 3. 

37. ¿Cuál es la últisis cifra del número que se »btiene como resultado de la 
siguiente elevación a potencia: a) 21950; ph) 713807 

38. ¿Se podrá representar el número 101 010 en forma de la diferencia entre 
los cuadrados de dos números enteros? 

39. ¿Será divisible por 31 el número 14 ... 11? 

A Y 
81 vi cre: 

40. Mállose el MOD (247, 221, MCD (323; 187; 20m. 

41. lMállense los números a y b, si: el MCD (a; 4) == 13, e] MCM (a; d) = 
= 1y85), 

42. ¿Para que cifras re y el nimero 34754 se divide por 36? 

43. La diferencia de dos túumeros es igual a 5, y la suma de los cuadrados 
cs igual a 157. Jlállonse dichos números. 

44. Hállense todos los números de tros cifras, cada mo do los cuales sea 
12 veces mager que la suma do sus cifras. 

45, Hállose una fracción propa, superior a El , SI So sube que al aumentar 
su numerador en cierto número entero y al raultiplicar su denominador por el 
mismo número, la magnitud de la fracción no varía. 


a .. Q . . e 
46. La fracción a es irreducible. Aclárese si es reduerble o no la suma 


1 
a=+b "* 
47. Jlállense lodos los números naturales » tales que part cada uno 
n= 
5 
48. ¿Es cierta la afirmación de que la suma de dos números naturales, cada 
uno de los cuales no se divide por 7, tampoco es divisible por 7? 
49. Hállese el número natural mínimo, el cual, siendo dívidido por 7, da 
en el resto 6, y, dividido por 9, da en el resto 8. 
50. Hálleso ol número máximo de tres cifras, el cual, siendo dividido por 6, 
da en ol resto 5, y al dividivlo por 4, da el resto igual a 3, 
31. Hállense todos los números naturales, superiores a 200 e inferiores a 
pas cada uno de los cuales, sienda dividido tanto por 7, como por 21, da en 
el resto 2. 


, 4 
de dos fracciones lo 


de cllos cl número 3ca natural. 
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52. Hálleusc todos lus números haturalos, inleríioros a 150, cuda uno de los 
cualos, siendo dividido tanto por 6, como por 8, da en el resto 5, 

53. Sea p (p > 5) un número primo. Demuéstrese que ol numero (p* — 1) 
es divisible por 24. 

54. Sea p (p > 7) un número primo. Demuéstreso que el númoro (1? — 13) 
no se divide por 24. 
55. Hállense los numeros primos p oy q Gales, que p — 24? = 1. 

56. ¿Será primo ol numero (4p -F do, st se sabn que los numeros p y (2p--1) 
son primos y p 

37. ISállese el púmero p- si se sabe que p. (fl 2) y (4 — 4) son números 
primos. 

58. Demuéstrese que la suma (la dilerencia, el producto, el cocienter de «dos 
números irrucionales puede ser un Número raciunal, 

59. Demuéstrese Ja ieracionalidad de los números Y 5; Y 49; (Y 2+ y 3); 
Vi45 73). 
( os que uma fracción decimal infinila 0,1234567891U11 ..., 
donde tras la coma vienen seguidamente todos los números naturales, es aperió- 
dica. 


] E a b 
61, Sea az>b:>(h e>d > Demuestrose que a >< : 


62. Demuestres que [a] =|—a |; Jal =a; Jal => — a. 
Hállose el conjunto de todos los números, haba cada unu de los cuales es 
di la ci (63... 73): 
. ]—al| = 4. 64. A ATT. 
a 


67. a —T |4]. lx. 68. a|a | = —a?, 69. ros 

70. ATTE = 1. 1%, YPa=—ae 72. 2=— y 27. 73.) dal= —ay'3. 

74. ¿Cuáles de las siguientes desigualdades son válidas: 5 >2,3 > 3; 
ViS2%6< 14 y 38< y 512? 

Si dos números roales a y b son lales que a :> b, ¿serú válida la 
desigualdad (75, 76): 75, al > 6%; 76, Z “ - , 


Hállese el conjunto de todos los númeras, para cada uno de los cuales se 
verifica la desigualdad (77 ... 88): 


TT. |—a|<0a4.78.a| <—2.79.|]al <| —2].80.ae a] > e. 


8l. a < —1. 82, a >1. 83, Y 22< —a, 84, a Y 5< Y Tal. 
85.1 tiza 7. 86. Jal—a<0. 87. [a  +2<2a. 88. la] + 
ce 0 la imtersocción de los siguientes dos conjuntos (8Y ... 6): 
89. [ 2: 5] y [—86; 21. 90. LE mE E E: 
Vi+Y3 
==]. 


114321 y (1254). 92 18141 y 14 VTA. 


98, (s; - y a E (E pS : 2). 9%. (—00;3 2) y (—V 3; 101. 


A yy (GA y3-00 ; 400), 


02 


== on o Esa Le 
(VTA). 
Hállese la unión de los sigujentes dos conjuntos (97 . . . 100): 
97. [-1,5; 48 y [—2; 1]. 98. 1: 5) y (0; 6). 49. 12; 41 y 14; 71. 
100. (—1: 4) y (0; 3). 


101. (— 00; 2] y [—3; 5). 102, (0, 1) y (+ «E vo) 


103, (—o00; 2] y (4; y 17) . 164 (—4; 31 y 12; 4). 

105. i—1; 1) y (0,2; 2). 

Indiquese en el eje numérico el conjunto de todos los números que satisla- 
cen lu condición (106... 113): 

106. || =1.407.| +7 1 <23. 108. | | > 2. 100, l << 4.110. —3< 
Se 01M. (24 tr 2) =0. 02, (1 — Med 0 43. (a — 2)? X 
Xx (72 4 4) <£ 0. 

114. ¿Cuántos números diferentes de cualro cifras sepueden lormar emplean- 
do las cifras 1,2,3. 4, 5, si en la anotación de cada lel número ninguna de 
las cifras se repite? 

115. ¿Cuántos números diferentes del teléfono, compuestos de siete cifras, 
pueden marcarse con ayuda del disco dotado de diez orificios que tienen los 
números 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9, 0? | 

116. ¿Cuántos son los métndos can cuya ayuda se pueden elegir en un grupo 
de 25 hombres un responsable sindical, un responsable del deporte y un funcio- 
nario de la sección de culMura? 

117. ¿Cuántos sou los mótodos que puoden emplearse para seleccionar unos 
cuantos libros (no menos de un libro) entro $ manuales iguales de Algobra y 
4 manuales iguales de Geometría? 

118, Una compañía se compone de 3 oficiales, sargentos y 60 soldados. 
¿Cuántos son los métodos que pueden emplearse para formar la guardia de servi- 
cio que sea compuesta por un aficial, 2 sargentos y 20 soldados? 

119. ¿Cuántos son los métodos que pueden emplearse para poner ¿20 libros 
en un armarío de 3 anaqueles, si en cadu anaquel caben todos los 20 libros? 

120. Un hombre tiene 7 libros y otro, Y, ¿Cuántos son los métodos con ayu- 
da de Jos cuales ellos pueden cambiar de a dos libros uno con el otro? 


CAPITULO 


U 


EXPRESIONES ALGEBRAICAS 


$ 1. Definiciones y propiedades principales 


Expresiones matemáticas y algebraicas. En el capítulo anterior 
se han examinado números reales y algunas operaciones con éstos. 
Con ayuda de los números, los signos de operaciones y del paréntesis 
se componían diferentes expresiones numéricas. Aduzcamos ejemplos 
de ciertas expresiones numéricas: 


(27:9; V8+1. 


a) lr) 


2-10% + 7.10% + 10 — 5, 


Si en una expresión numérica se pueden realizar todas las opera- 
ciones indicadas en ella, el número real, obtenido como resultado de 
las operaciones complidas, se denomina valor numérico de la expresión 
numérica dada y, refiriéndose a la propia expresión, se dice que tiene 
sentido. En los ejemplos citados cada una de las primeras tres expre- 
siones numéricas tiene un valor numérico igual a 3, y la cuarta, 
a 2705. 

Si una expresión numérica cousta de un solo número real. su valor 
numérico será el propio número. 

A veces la expresión numérica no tiene valor numérico, puesto 
que no son realizables todas las operaciones indicadas en ella; refi- 
riéndose a tal expresión numérica. se dico que ella no tiene sentido 
lestá privada de sentido). Por ejemplo. las expresiones numéricas 
5373 , Y10— 8 y (2 — 2) están privadas de sentido. 

De este modo, cualquier expresión numérica o bien tiene valor 
numérico o bien está privada de sontida. 

La expresión numérica se usa frecuentemente para describir tal 
o cual propiedad de un número que representa el valor numérico de 
dicha expresión. Así, por ejemplo, la propiedad dol número (—17) 
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de dar, al dividirlo por 2, un resto igual a la unidad se escribe median- 
te una expresión numérica 2 (—9) + 1. Para describir la pro- 
piedad de todo número impar encerrado dentro del segmento [—2; 14] 
de dar, al dividirlo por 2, un resto igual a 1, se debe escribir la expre- 
sión numérica correspondiente para cada uno de los números —1, 1, 
3,5,7,9, 11 y 13, es decir, las siguientes ocho expresiones: 


2(AD)+ti 20+4; 24443 22+4; 
23>+435 24+4; 2544; 26-+141 


La misma propiedad se puede escribir, aplicando el simbolismo 
literal, de la manera siguiente: 21 + 1, donde ¿Ef—A, O, 1, 2, 3, 
4, 5, 03. 

El a aducido muestra que en lugar de las expresiones numé- 
ricas resulta, a menudo, más cómodo analizar las expresiones, en las 
cuales en algunos lugares figuran letras en vez de números. Toda 
expresión de esta índole se llama expresión matemática. Tos ejemplos 
de expresiones matemáticas son: 


29 sn; V3+4; arctg q; log, 24 si A . 


Observemos que el concepto «expresión matemática» es el más simple, 
por lo cual no se define, sino sólo se describe, lo que so ha hecho. más 
arriba. La expresión matemática en la cual con los números y las 
letras (que figuran en dicha expresión) se realizan operaciones de 
adición, sustracción, multiplicación, división, elevación a potencia 
natural y extracción de una raíz aritmética, recibe el nombre de 
expresión algebraica. 
Más abajo vienen los ejemplos de exprosionos algobraicas: 


a 
e 


2 y A R_4- y 3(0s—b%) 
a+ b; a— 0 B V 206 L; (m—wm+ Y zy -e0 


Una expresión algebraica se llama racional, si participan en ella 
(respecto de las letras que figuran en la expresión) sólo las operaciones 
de adición, multiplicación, sustracción, división y elevación a poten- 
cia natural (la expresión algebraica racional puede contonor cuales- 
quiera números, incluídos los irracionales). Los ejemplos de expre- 
siones algebraicas racionales son: 


10 = a—b 35 +m 
a +V 3 a” 7 o + Ty, 2x—mxab. 
Una expresión racional se llama entera respecto de la letra dada, si no 
contiene la operación de división por la letra dada o por una expresión 
en que figura esta letra. 

La expresión racional fraccionaria respecto de una letra dada es 
una oxpresión racional que contiene la operación de división por 
cierta expresión en la que figura esta letra, o por Ja propia letra. 
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Por ejemplo, la expresión racional A es entera respecto 


de la letra c, y fraccionaria respecto de las letras a y b; la expre» 


sión racional E A es entera respecto de a, pero fraccionaria 
respecto de b, 


Una expresión algebraica se denomina irracional, si en ella se 
prevé la operación de extracción de una raíz aritmética respecto de 
las letras que la integran. 

Los ejemplos de expresiones algebraicas irracionales son: 


Va+Vb+2ab; Vert; 2V314Y 3114. 


Operaciones con expresiones algebraicas. Sean dadas dos expre- 
siónes algebraicas que se denotan con las letras A y B. Definamos 
para ellas las operaciones aritméticas. 

Adicionar dos expresiones algebraicas A y B significa escribir 
formalmente la expresión algebraica A + B, denominada suma 
de las expresiones A y B 


Por ejemplo, la suma de las EN algebraicas > y 


será la expresión algebraica — A _ 


Multiplicar dos cone aleólzaicas ÁA y B significa escribir 
formalmente la expresión algebraica AB denominada producto de las 
expresiones A y B. 

Por ejemplo, el producto de las expresiones algebraicas a Er 

T+y 


y (a? — b?) lo representará la expresión algebraica E (a? — 12), 


Si hay necesidad de adicionar varias expresiones algebraicas, se 
suman primeramente les dos primeras expresiones y luego a la suma 
obtenida se le adiciona la tercera expresión, etc. Por ejemplo, la 
suma de cinco expresiones algebraicas es como sigue: [1(4 + B) + Cl+ 
+ D) Ea E. De modo análogo se define también el producto de varias 
expresiones algebraicas. 

Si en un producto una misma expresión algebraica A interviene 
como factor rn veces (n > 1, n € N), se escribe A” en lugar del pro- 
ducto AA... d. 


n veces 
Por ejemplo, en lugar del producto (a + b) (a +- b) (a + b) se 
escribe (a + b)?. En vez de A? se escribe, de ordinario, A. 
Sustraer de una expresión algebraica A otra expresión algebraica 
B significa escribir formalmente la expresión algebraica A — B, 
llamada diferencia de las expresiones A y B. 
Por ejemplo, la diferencia entre las expresiones algebraicas abc”? 


gira as 
y tendrá por expresión algebraica: abc? — 0 * 
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Dividir una expresión algebraica A por obra cxpresión algebraica B 
significa escribir formalmente la expresión algebraica A : B, deno- 
minada cociente de la división de la expresión A por la expresión B. 

Por ejemplo, el cociente de la en de la expresión algebraica 


(a — b3) por la expresión algebraica 1 5 será la expresión algebraica 


(a — b?) : h Indiquemos que el cociente de la división de la 
expresión algebraica A por la B se denota frecuenleimente en la 
forma 5 


Campo de valores admisibles de una expresión algebraica. listá 
claro que por campo de valores admisibles de una expresión algebruica 
se debe entender el dominio en que dicha expresión algebraica tiene 
sentido. Sin embargo, este concepto requiere una precisión. 

Sea dada una expresión algebraica, El conjunto de todas las letras 
que integran dicha expresión se denomina colección literal de la 
expresión algebraica dada. 

Si en una expresión algebraica entran » letras a,, Gy: - . -, Un, 
la colección literal de dicha expresión algebraica se escribe en la 
forma (a,, Q3, » . ., En). Cualquier letra, independientemente de la 
frecuencia con la que se encuentra en la expresión algebraica, se 
escribe en la colección literal sólo una vez. A) componer Ja colección 
literal de la expresión algebraica dada, el orden en que siguen las 
letras puede mantenerse cualquiera, pero fijo de una vez y para 
siempre. 

= Tb 

| | | ia ao 

literal puede servir la (a, b, c); para la E Dreción algebruica 
V2+ ab* —«a, la colocción (%, «, a, b). 

Si en la colección Jiteral (a, B, y) tomamos en lugar de da letra 


a un número, por ejemplo, (-3) , en lugar de f, el número 


Por ejemplo, para la expresión algebraica —— , de colección 


V2, y en lugar de y, el uúmero 0,3, entonces la colección de nú- 
7 , O LA .» .o. 

meros (+) , Y 2 y 0,3 se denominará colección nnmérica corres- 

pondiente a la Eneión literal dada (a, f, y) y se escribirá 


en la forma (+ VD: 0,3) . En este caso se dice que la colec- 

ción numérica (4 e ,V2, 0,3) corresponde a la colección litoral 
7 o e 

(2, p, y) parta a = — Ab? pB=VY 2, y=0,3. 


De modo análogo se determina la colección numérica correspon- 
diente a la colección literal (u,, 43, . . -, Gn) y para cualquier colec- 
ción de n letras (1 es un número natural cualquiera). 

Á una misma colección literal se le puede poner en corresponden- 
cia una infinidad de diferentes colecciones numéricas. 
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Dos colecciones numéricas se consideran diferentes, si al menos 
en un lugar y, además, cn el mismo en cada colección, por ejemplo 
en el ¿-ósimo lugar de dichas colecciones numéricas se disponen númo- 
ros no iguales (es decir, en vez de una misma letra dispuesta en el 
i-ésimo Ingar de la colección literal, en estas dos colecciones numé- 
ricas figuran números distintos). Por ejemplo, las colecciones numé- 


ricas (1, E E 3) y (1, Pe O A Y 3) corres- 


pondientes a la colección literal (a, b, c. d, e), 30n diferentes, puosto 
que en un mismo (tercer) lugar de ellas so disponen números desiguales 
(—5) y (—4) (es decir, en la primera colección c E —5, y en a segun- 


da.c = —4). Las coleccionos numéricas (—3, — >) y (— > —3), 


correspondientes a la colección literal (x, y), son E puesto 
que los primeros lugares de ellas están ocupados por números desi- 


guales (es decir, en Ja primera colección  = —3, y cn la segunda, 
0 


do =; además, son diferentes, porque en el segundo lugar de 
ellas figuran números desiguales (os decir, en Ja primera colección 
y=-— >, y en la segunda, y = —-3). 


Sean dadas una exprosión algebraica y su colección literal. Exa- 
minemos cierta colección numérica correspondiente a la colección 
literal citada. Esta colección numérica se denomina colección numé- 
rica para las letras de la expresión algebraica dada. Si en dicha 
exprosión algebraica sustituimos en lugar de cada letra, cualquiera 
que sea el lugar que ocupe, el número, que le corresponde, de la 
colección literal dada, obtendremos una expresión numérica, la 
cual o bien tiene sentido o bién está privada de sentido. Por ejem- 


. .. . b—3a . 
plo, examincmos la expresión algebraica Va Escribamos su 
.) 
colección literal en la forma (a, 5). Para la colección numérica (4, 5), 


correspondiente a la colección litoral (4, 6), (es decir, para a = 4, 
b = 5), esta expresión algebraica se oscribe en forma de la expresión 


algebraica e = y tiene el valor numérico (3). Para la colec- 
"2 


y 

ción numérica (—6, 5) (os decir para a = —6 y b = 5) esta expre- 
sión algebraica se escribirá en forma de la expresión algebraica 
A : 
— ==. la cual no tiene sentido. 
Y 36 

La colocción numérica correspondiente a la colección literal 
do la expresión algebraica dada se llama admisible para dicha expre- 
sión, siempre que ticne sentido la oxpresión numérica que se obtiene 
a pactir de la oxpresión algebraica dada, si en lugar de cada letra, 
independientemente del lugar quo ocupa en ella, sustituimos el 
númoro, que le corresponde, perteneciente a la colección numé- 
rica dada. 

La totalidiuul de todas las colecciones numéricas admisibles, 
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correspondientes a la colección literal de la expresión algobraica 
dada, se llama campo de valores admisibles ¡CVA) de la expresión 
algebraica dada. 

Observemos que existen expresiones algebraicas cuyo GVA os 
vacio. Por ejemplo, es vacío el CVA de la expresión algebraica 

] 
%—(a+a) , pue 
correspondiente expresión numérica no tieno sentido. Las expre- 
siones de esta índole se llaman expresiones privadas de sentido y no 
se tratarán en lo que sigue. ll CVA de una expresión algebraica se 
escribe, por regla general, en forma de la colección de conjuntos, con 
la particularidad de que se indica a qué letra corresponde cada con- 


b—3 
V Sta 
en la forma ((a, b) | a € (—5, +00); b € (—oo; -00)). 

Se llama valor numérico o magnitud numérica de una expresión 
algebraica para la colección numérica dada del CVA al valor numé- 
rico de aquella expresión numérica que se obtiene, si se sustituye en 
lugar de cada letra de la expresión algebraica dada, independionte- 
mento del lugar que ocupa, ol número, perteneciente a la colección 
numérica dada, que le corresponde. 

ÉS ejemplo, el valor numérico de lia expresión algebraica 


s para cualquier valor numérico de la letra a, la 


junto. Así por ejemplo, el CVA de la expresión se escribe 


Y 5+a 


el número 


y] 
para a=4 y b=5, será ol número < .y paraa=0,b= 4, 


- 


A menudo las expresiones algebraicas se analizan no en todo su 
campo de valores admisibles, sino sólo en una parte de él, a sabor, 
en cierta región .1f. 

Por ejemplo, cxaminemos la expresión algebraica vt El CVA de 
esta expresión os fív. () |v€ RA; ¿€ RM). Supongamos que dicha 
expresión algebraica v£ representa el camino recorrido durante el 
tiempo ¿a la volocidad 1. Enloncos, de acuordo con el sentido físico 
del problema, se deben imponer a e y £ las restricciones: v >0 
y ¿ >0. Con otras palabras, se debe examinar la expresión alge- 
braica vten la siguiente región 147 que forma parto del GVA de esta 
expresión: M = f(v. 1) |» € l0; +00); £ € [0; -/-00)). La expresión 
algebraica se da habitualmente junto con la región 1, en la que se 
analiza. Si la región M no está definida, la expresión algebraica ha 
de analizarse en todo el CVA que debemos previamonte determinar. 

Seau dadas dos expresiones algebraicas A y AB. El conjunto de 
todas las letras de estas dos expresiones se llamará colección literal 
de dos expresiones A y /3. La colección numérica, correspondiente 
a la colección numérica literal de dos expresiones algobraicas, se 
denomina admisible, si tienen sentido simultáneamonte ambas expre- 
sionos numéricas que se obtienen a partir de las expresiones algobrai- 
cas dadas, si en lugar de cada lobtra, no importa en qué lugar se dis- 
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ponga. sustilummos en éstas el númeto perteneciente a la colección 
numérica mencionada. que le corresponde a dicha letra. 

La totalidad do todas las colecciones numéricas admisibles, corres- 
pondientes a la colección literal de dos expresiones algebraicas, 
recibe el nombre de carpo de valores admisibles (CV A) de estas expre- 
siones algebraicas. 
sr 
Y +3 (a—2) b=-8 
estas dos expresiones algebraicas se escribe en la forma ((a, b) | a € 
E [-1; 2 U (2; +00); 9 € (—3; +00)). 

De modo análogo se determina cl CVA. de » expresiones algebrai- 
cas. lus expresiones algebraicas pueden analizarse no en todo el 
CVA, sino sólo en cierta parte de él. es decir, en cierta región M. 
En vista de ello, por región M, perteneciente al CVA de las expre- 
siones algebraicas, se entonderá en adelante o bien todo el CVA 
o bien una parte de él que se indica de modo explícito. 


Ejemplo. «4 -= 


$ 2. Igualdades y desigualdades 
de las expresiones algebraicas 


Igualdades de las expresiones algebraicas. Dos expresiones alge- 
braicas se llaman idénticamente iguales en la región M, si para cual- 
quier colección numérica de la región .94 son iguales los valores numé- 
ticos correspondientes de estas expresiones. | 

Por ejemplo, dos expresiones algebraicas (a ' 1) y (a? 4- 2a 4- 1) 
son idénticamente iguales tanto en todo el CVA de estas expresiones, 
es decir, en el campo ((a) | a € (—oo; -Foo)), como en cualquiera 
de sus partes. J)oy expresiones algebraicas m-p d+ e y 
dIi=+c)-F(a — 3 

34 < 

dos expresiones que se representa por el campo 

fía, bm, c,d)]aER.LER;¡mEdt eE (o; —3) U (—3; +00); 
d € Ht), sino sólo en una parte de él, es decir, en la región M, donde 
Mo= fía, db, m. cd) [a ER; bER; mE (0); c € (—oo; —3 UY 
U (3; -+o0); d € Ry. Para escribir una igualdad idéntica de dos 
expresiones algebraicas en la región M se emplea, a veces, el signo 
de igualdad, por encima del cual se pone la letra 1%, es decir, si 
ciertas expresiones algebraicas vienen debotadas con las letras 

ni 

A y Bi, la escritura 4 = B significa que las expresiones algebraicas 
A y BB son idénticamente iguales en la región A/, y la propia región M 
es una parte del CVA de dos expresiones A y %. 

Por ejemplo, la escritura 


son idénticamento iguales no en todo el CVA de estas 


apta o 
Be —— 3J+e +0 
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, «ps . . a— + a b 
1 S CXpre a Pd E ETA 
significa que las expresiones algebraica ( 7 ) y (n= 3+7 


son idénticamente iguales en el GVA de estas expresiones, cs decir. 
en el campo ((a, b, c)|a ER:LER,c E (—o; —3) 1) (—3; +00)) 
1 


—» 
y la notación Y a? = a, en la que M = ((a) | a € [0; -00)) significa 
que la igualdad idéntica de las expresiones »lgobraicas Y a? y a se 
confirma sólo en la región M. 

La sustitución de una expresión algebraica A por otra expresión 
algebraica B, idénticamente igual a A en la región 11. perteneciente 
al CVA de las expresiones 4 y B, se denomina ¿ransformación idén- 
tica en la región M de la expresión algebraica A. Si no se indica la 
región M, en la que se realiza la transformación idéntica, suele con- 
sidorarse que dicha transformación tiene lugar en el CVA do dos 
expresiones: la dada y la transformada. 

Por ejemplo, la sustitución de la exprosión algebraica (a + 1)? 
por la expresión algebraica a? + 2a «+ 1 será idéntica en el CVA 
de estas expresiones, es decir, en la región M, donde 17 = f(a) | a € 
ER). 

Será legítima la pregunta de si es posible la notación A =P 
sin la letra M por encima de igualdad y qué significa esta notación. 

Por supuesto, se puede escribir formalmente A = B, pero si 
junto a esta igualdad no hay palabras que expliquen cómo debe 
entenderse tal escritura, entonces la última está privada de sentido 
lógico alguno. Por consiguiente, la escritura de este tipo ha de uti- 
lizarse sólo acompañada de explicaciones doterminadas que puedan 
explicar cómo ella se debe entender. 

Jndiquemos ahora los casos, que se encuentran con mayor fre- 
cuencia, en Jos que la escritura A = B se acompaña de explicaciones 
correspondientes referentes a cómo se debe entender tal escritura. 

a) Supongamos quo se sabe que en cierta región 4, perteneciente 
al CVA de dos expresiones algebraicas A y B, estas dos expresiones 
son idénticamonte iguales. Entonces esta afirmación se escribe así: 
«Se sabe (o por hipótesis) que A = R en la región My». En este caso se 
dice también que en la región 17 viene dada la igualdad idéntica 
A =B. 

b) Supóngase que se necesita demostrar la validez de la afirma- 
ción: las expresiones algebraicas A y B son idénticamente iguales 
en la región M perteneciente al CVA de estas expresiones. En este 
caso se escribe: «Demuéstrese que A = B en la región M». Sucle 
decirse también que se necesita demostrar que en la región M es válida 
la igualdad idéntica A = HB. 

c) Supóngase que se necesita hallar una región .1/, perteneciente 
al CVA de dos expresiones algebraicas 4 y B, tal que para cualquier 
colección numérica de la región .M el correspondiente valor numé- 
rico de la expresión 4 sea igual al valor numérico correspondiente 
de la expresión B, y para cualquier colección numérica que no forma 
parte de la región M, pero sí pertenece al CVA de dichas expresiones, 


ul 


los valores numéricos correspondientes de las expresiones dadas 
sean distintos, Kn semejantes casos dicen: «Resolver la ecuación 
A = Eh. 

Observemos, ante todo, que la adición y la multiplicación de 
las expresiones algebraicas se realizan haciendo uso de Jas siguientes 
afirmaciones: 

1. En el CV A de las expresiones A y Íi se verifica la igualdad idén- 
tica A | B- BA. 

2. En el CVA de tres expresiones A, [3 y C se verifica la igualdad 
idéntica (A -) $) --C==A + (8 + C). 

3. En el CVA de dos expresiones A y B se verifica la igualdad 
idéntica AR - BA. 

4, Enel CVA de tres expresiones Á, E y C se verifica la igualdad 
idéntica (AB) € = 4 (85C). 

y. En ct CVA de tres expresiones A, HB y C se verifica la igualdad 
idéntica AIR | C) = AR +4 AC. 

Por cuanto la validez de estas afirmaciones se demuestra me- 
diante un mismo niáélodo, daremos a conocer aquí solamente la 
demoslración de la afirmación 4. 

Elijamos una colección numérica denlro del CVA de dos expre- 
siones A y /3 y denotemos con 4y y 4, respectivamente, los corres- 
pondientes valores numéricos de estas expresiones. EButonces, con- 
forme a la propicdad de conmutatividad de la adición de números, 
para los números 4, y By es válida la igualdad numérica 4, + M4, = 
= Bo + Ap. Quiere decir, se ha mostrado que para da colección 
numérica dada dentro del CVA de dos expresiones A y 43 los valores 
numéricos correspondientes de las expresiones A. + Bo y Bor Ao 
son iguales. Por cuanto este razonamionto puede aplicarse para cual- 
quier colección numérica del CVA de dos expresiones A y £B. queda 
demostrada la igualdad idéntica A +8 =$ +4 sen el CVA de 
estas expresionos. 

De todo análogo so demuestran también las alirmaciones si- 
guientes: 

6. En el CVA de la expresión Á se cerifican las igualdades idén- 
ticas A +0- A, O FA = 4. 

1. Enel CVA de la expresión A se terijican las igualdades idénticas 
A-1=A, A - 4. 

8. En el CVA de la expresión el se verifica la igualdad idéntica 
A + (4) =- 0. 

9. En la región M (una parte del CVA de la expresión A), donde 
no existe una colección numérica, para la cual el valor numérico corres- 
pondiente de la expresión A fuera igual a cero. se verifica la igualdad 


idéntica A + e 


Haciendo uso de Jas afirmaciones 1... Y, podemos mostrar 
que las operaciones de sustracción y división de Jas expresiones 
algebraicas son respectivamente inversas a las operaciones de adi- 
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ción y multiplicación de expresiones algebraicas. Á saber, son lícitas 
las siguientes afirmaciones. 

10. En el CVA de dos expresiones A y B se verifica la igualdad 
idéntica B + (A — B) = A. 

11. En la región M luna parte del CVA de dos expresiones A y B), 
donde no existe una colección numérica para la cual el valor numérico 
correspondiente de la expresión B fuera igual a cero, se verifica la ¡gual- 


dad idéntica B (5) = Á. 


Aduzcamos ahora las afirmaciones, empleadas frecuentemente 
al demostrar las igualdades de Jas expresiones algebraicas. 

12. Si en cierta región M. perteneciente al CVA de tres expresiones 
algebraicas A, 1 y C. se verifican simultáneamente las igualdades idén- 
ticas A = B y B =C, entonces, en la región M se verifica también 
la igualdad idéntica A = C (transitividad de las ¡gualdades). 

13. Si en cierta región M, perteneciente al CVA de cuatro expre- 
siones algebraicas A, B, CyD, se verifican simulláneamente las igual- 
dedes idénticas A =B y C = D, entonces en la región M se verifica 
también la igualdad idéntica A + C=B+0D. 

14. Si en cierta región M, perteneciente al CVA de cuatro expre- 
siones algebraicas A, B, € y D, se verifican simultáneamente las 
igualdades idénticas A =RB y C =0, entonces en la región M se 
verifica también la igualdad idéntica AC = BD. 

El método por el que se demuestran las afirmaciones 10 ... 14 
es el mismo que se emplea para demostrar las afirmaciones 1 ... 9, 
Demostremos, por ejemplo, la afirmación 42. 

Tomemos cierta colección numérica de la región 17. Denotemos 
los valores numéricos correspondientes de las expresiones A, £B y C 
con 47, Bo y Co, respectivamente. Del hecho de que en la región M 
se verifican las igualdades idénticas A =P y B = dl se desprende 
la validez de las igualdades idénticas Ay = Bo y Bo = Cp. En tal 
caso, de acuerdo con la propiedad de transitividad de las igualdades 
idénticas, se verifica también la igualdad numérica A, = Cy. De 
este modo se ha mostrado que para la colección numérica dada de la 
región M los valores numéricos correspondientes de las expresiones 
A y C son ipuales. Por cuanto tal razonamiento puede realizarse 
para cualquier colección numérica de la región M, la validez de la 
igualdad idéntica A = C en la región M queda demostrada. 

Se ha aceptado el siguiente convenio: si no se indica explícila- 
mente la región M4, en la cual se estudia la igualdad idéntica A == B, 
ésta se analiza en el CVA de dos expresiones A y /?. Por esta razón 
las palabras «se sabe que 4 = PB» significan que en el GVA de dos 
expresiones A y 8 se verifica la igualdad idéntica A =P. Las 
palabras «demostrar que 4 = /» significan que primcramente es 
necesario hallar el CVA de dos expresiones A y 2, y luego demostrar 
la igualdad idéntica A = B en el CVA dado. 

En particular, teniendo en cuenta lo expuesto anteriormente, 
las afirmaciones 1 ... 5, llamadas comúnmente leyes de adición 
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"y multiplicación de las expresiones algebraicas, se pueden escribir 
también del modo siguiente: 
“- * Son válidas las siguientes leyes de adición y multiplicación 
de las expresiones algebraicas: 

A1.A+B=B3+A (conmutatividad de la adición); 

2. (A +B)4C=A4A + (B +C) (asociatividad de la adición); 

3. AB = BA (conmutatividad de la multiplicación); 

4. (AB) C = A (BC) (asociatividad de la multiplicación); 

9. (A+ BC =AC- BC (distributividad de la adición res- 
pecto a la multiplicación). 

Antes de estudiar la aplicación de estas afirmaciones para demos- 
trar las igualdades, demos la definición de paso equivalente de una 
igualdad a otra. 

Si en cierta región M la validez de una igualdad idéntica prede- 
termina la validez de la segunda, y de la validez de la segunda igual- 
dad se deduce la de la primera, entonces se dice que estas dos igual- 
dades idénticas son equivalentes en la región M, y la sustitución de 
una de ellas por la otra se denomina paso equivalente en la región M 
de la primera igualdad a la segunda. 

En adelante omitiremos, para brevedad, la palabra «idéntica», 
siempre que ello no lleve a una equivocación. 

El paso equivalente en la región 4 de una igualdad a otra se de- 
nota con una flecha doble, por encima de la cual se escribe la letra M, 


M 
cs decir, la notación A = B<=> C = D significa que en la región M 
las igualdades A =B y C =D son equivalentes. 
Entonces, de la validez de las afirmaciones 13, 14 se desprende 
la validez de los siguientes pasos equivalentes. 
15. Sea M el CVA de tres expresiones algebraicas A, B y C, enton- 


M 
ces A=B=>A+C=B+C. 

16. Supongamos que la región M pertenece al CVA de tres expre- 
siones algebraicas A, B y C, y posee la propiedad siguiente: cualquiera 
que sea la colección numérica perteneciente a la región M, el valor numé- 
rico correspondiente de la expresión C no es igual a cero. Entonces, 


M 
4 =B <=AC= EC. 

Demostremos, por ejemplo, la afirmación 15. Por cuanto C =C, 
de la afirmación 13 se deduce que resulta legítimo el paso de la igual- 
dad A =B a otra igualdad A + C= B+C. Viceversa, dispo- 
niendo de las igualdades A + C=B+C y (-C) = (-C) y re- 
curriendo a las afirmaciones 13 y 8, llegamos a que resulta legítimo 
el paso de la igualdad (4 + C) = (8 +C) a la igualdad A = f. 
Por consiguiente, es válido el paso equivalente 


M 
A=B=SoA+C=B+C. 


Las afirmaciones aducidas 4 ... 16 permiten demostrar las 
igualdades entre expresiones algebraicas. Demostremos, por ejem- 
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plo, que en el CVA de dos expresiones A y B se verifica la igualdad 


En virtud de la afirmación 15, esta igualdad es equivalente a la 
igualdad 
A =B4B=A+(—bDB)+B. 


De acuerdo con las afirmaciones 41, 2 y 10 se verifican las siguien- 
tes igualdades: 


A-=B+B=B+(4-=B) y B-(4d—B)= 4. 


Por consiguiente, 4 — B--B=A, 

Análogamente, haciendo uso de las afirmaciones 2, 3, tenemos 
A + (-B)+B= 4. 

De este modo, queda demostrado que la igualdad A — B 
+B=A-(—-B) +B se vorifica en el CVA de las expresiones 
algebraicas A y B. Por consiguiente, en este GVA se verifica también 
la igualdad 4 — AB =A + (—B). 

Desigualdades de las expresiones algebraicas. Pasemos ahora al 
empleo del signo de desigualdad para las expresiones algebraicas. 
El signo de desigualdad >>(>, < 0<), al igual que ol signo de igual- 
dad, se usa para las expresiones algebraicas sólo con ciertas expli- 
caciones respecto a cómo se debe entender una notación de esta ín- 
dole. Demos a conocer algunos de los casos en que dichos signos se 
emplean con mayor frecuencia, 

a) Supongamos que se sabe que en cierta región .M, pertene- 
ciente al CVA de dos expresiones algebraicas A y A, para cualquier 
colección numérica de MM el correspondiente valor numérico de la 
expresión A es mayor que al vajor numérico correspondiente de la 
expresión B. Entonces, esta afirmación se escribe del modo siguiente: 
«Se sabe (o por hipótesis) que A > B en la región M». En este caso se 
dice también que on la región M se verifica la desigualdad ¡idéntica 
A>B. 

b) Supongamos que se nocesita demostrar la validez de la afir- 
mación: «para cualquier elección numérica de la región .41, perte- 
neciente al CVA de dos expresiones A y 2 el valor numérico corres- 
pondiente do la expresión A es superior al valor numérico corres- 
pondiente «le la expresión /?». Entonces se escribe: «/D)emuéstrese que 
en la región M A > HB». En este caso se dice también que se necesita 
demostrar la validez de la desigualdad idéntica A > ? en la región M. 

c) Supongamos que se necesita hallar una región :M, pertene- 
ciente al CVA de dos expresiones algebraicas A y A, tal que para 
cualquier colección numérica de la región M el valor numérico co- 
rrespondiente de la expresión A es mayor que el valor numérico co- 
rrespondiente de la expresión B, y para cualquier colección numé- 
rica del CVA, que no forma parte de la región M4, el valor numérico 
correspondiente de la expresión A es menor o igual que el valor numé- 
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rico correspondiente de la expresión 17. En estos casos se dice: «f2e- 
suélvase la desigualdad A > Bo, 

Al demostrar igualdades idénticas hay que emplear freenente- 
mente las afirmaciones siguientes: 

17. Si en cierta región M, perteneciente al CVA de tres expresiones 
algebraicas A, KB y C, se verifican simultáneamente las desigualdades 
idénticas Á 2 By 8 > C, entonces en la región M se verifica también 
la desigualdad idéntica A >C (propiedad de transitividad de una 
desigualdad). 

18. Si en cierta región Mi, perteneciente al CVA de cuatro expre- 
siones algebraicas A, H, Cy PD, se verifican simultáneamente las desi- 
gualdades idénticas A > By C >, entonces en la región M se veri- 
fica también la desigualdad idéntica A -- C>BqWy+D. 

19. Sí para cualquier colección numérica de cierta región M, 
perteneciente ul CVA de cuatro expresiones algebraicas A, B, Cy D, 
los valores numéricos correspondientes de estas expresiones A. B. C 
y D son positivos y si en esta región se verifican simulldneamente las 
desigualdudes idénticas A > HB y C>.D, entonces será válida también 
la desiguuldad idéntica AC > BD. 

Demos ahora la definición de paso equivalente de una desigual- 
dad a obra. 

Si en cierta región .M de la validez de 'a primera desigualdad 
idéntica se desprende Ja validez de la segunda, y de la validez de la 
segunda desigualdad se deduce la validez de la primera, suele decirse 
que estas dos desigualdades idénticas son equivalentes en la región M, 
y la sustitución de una de ellas por la otra se denomina paso equi- 
valente de una desigualdad a la otra. En este caso se emplea el signo 
de paso equivalente <>. 

La validez de las afirmaciones 17 ... 19 predetermina la vali- 
dez de los siguienles pasos equivalentes. 

20. Sea M el CVA de tres expresiones algebraicas A, B y C, enton- 


M 

ces, A>B=AFC>B+C. 
21. Supongamos que cierta región M pertenece al CV.A4 de tres 
expresiones algebraicas A, B y C y posee la siguiente propiedad: para 


cualquier colección numérica perteneciente a la región M el valor numé- 
M 


rico correspondiente de la expresión € es positivo. Entonces, A > B <= 


mM 
<> AC > BC. 

Existe el convenio siguiente: si no se indica explícitamente la 
región M7, en la que se analiza la desigualdad idéntica A > B, ésta 
se estudia cn el CVA de dos expresiones algebraicas A y B. Por eso, 
las palabras «ca A > Ba» significan que en el CVA de dos expresio- 
nes Á y £ se verilica la desigualdad idéntica Á > B: las palabras 
«demuéstrese que A > LB» signilican la necesidad de demostrar que en 
el CVA de dos expresiones A y / se verifica la igualdad ¡idéntica 
A > 5 (en este caso se sobreentiende que dicho CVA debe ser doter- 
minado obligatoriamente). Si se dla la desigualdad A > B, eutonces 
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el CVA de dos expresiones A y 43 se denomina, a menudo, CVÁ de 
la desigualdad A > PB. 

Cabe señalar que las afirmaciones 17 ... 2t quedan en vigor 
también en el caso de desigualdades no rigurosas. Por ejemplo, la 
propiedad de transitividad de las igualdades puede enunciarse así. 

17a. Si en cierta región M, perteneciente al CVA de tres cxpresio- 
nes algebraicas A, B y C, se verifican simulláneamente las igunldades 
idénticas A > By BB >C, entonces en la región AM se verifica también 
la desigualdad A > C. 

47b. Si en cierta región MM, perteneciente al CVA de tres expresio- 
nes algebraicas A, H y C, se verifican simultáneamente las desigualdades 
idénticas A > ByB—=>C, entonces en la región M se verifica también 
la desigualdad A >C. 

Si ambas desigualdades son no rigurosas, la desigualdad que pro- 
viene de ellas tampoco será rigurosa. Por ejemplo. en este caso la 
afirmación concerniente a la transitividad de las desigualdades se 
enunciará asf. 

17c. Si en cierta región 31, perteneciente al CVA de tres expresiones 
algebraicas A, B y C, se verifican simultáneamente las igualdades 
idénticas A > B y B > C, entonces en la región M se verifica también 
la desigualdad A >C. 

En adelante, la palabra «idéntica» se omitirá, como se hizo en el 
caso de igualdades. 

Examinemos ahora algunos métodos que se usan para demostrar 
las igualdades y desigualdados. 

1. Análisis de todos los casos posibles. Dermostremos, empleando 
dicho método, las propiedades de los valores absolntos de los núme- 
ros reales del tipo de igualdades y desigualdades. 


1. la+ o 1</1A [| =!10! 


2. Jal—|bi<le—=b)!; 


3. labl=Jjallb y; (1) 
a |_ laj ] 
4. lA 5 * S1 b=+H0,. 


Comencemos, por ejemplo, con la propiedad 3. Examinemos 
todos los casos posibles: 


a) f(a, b) |a € [0; +00); DEI; +00), 
B) [(as db) | a € [0; 00); b E (—oo; 0l), 
y) [(a, b) [a € (—o; 01, El0; +00)), 
0) ((a, d) 2 € (—0; Ol dE loo; —)) 
y realicemos Ja demostración en cada caso por separado. 


En el caso ax), por definición del valor absoluto, tenemos [a | = 
= a y |b]= b, por lo cual | ab | = ab. Quiere decir, en el caso a) 
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la igualdad | ab | = ] a | | b | puede escribirse en la forma ab = ab, 
después de lo cual se hace obvia. 
En el caso $) ab < 0, por lo cual según la definición de valor abso- 


luto, |Ja| =a, bj =—b, | ab |] = —ab. Por lo tanto, en este 
caso la propiedad 3 puede escribirse en la forma —ab = a (—b), 
o bien —ab = —ab, después de lo cual ella se hace evidente. 


En los casos y) o 9) la propiedad 3 so demuestra análogamente. 
Del hecho de que la propiedad 3 es válida en todo caso posible se 
infiere su valídez en la enunciación en que está escrito. 

Demostremos ahora la propiedad 1. Veamos los siguientes 6 casos: 


a)az>0; b>0; 

f6)a>0; ¿<0;, a+b>0; 
y az0; b<0; a+ b<0; 
0) a <0; b>0; a+b>0; 


1aZO b>0 a+0o<0; Ñ 
vwa<0;, ¿»<O0. 
En el caso x%) tenemos Ja + b]=a+b=]jal+]bl], por 
lo cual la propiedad 1 en este caso puede escribirse en la forma 
fa+b]=]|a] [bd], después de lo cual se hace evidente. 


En el caso fi) tonemos a +4 bl=a+b=4a=(—b) = | a ] — 
E, b |, por lo cual la propiedad 1 on este caso puede escribirse en 
la forma |Ja|—1b1:<|al +10 |, después de lo cual la propie- 
dad se hace ovidente. 

En el caso y) tenemos |a + b]= —(a + b) = (—b) — a = 
= |b|— Ja], por lo cual la propiedad 1 en este caso puede escri- 
birse en la forma |b|—J|a[<]lal+10 |, después de lo cual 
la propiedad se hace evidente. 

En Jos casos 0), A) y v) las demostraciones de la propiedad 1 son 
análogas a las anteriores. De la validez de la propiedad 1 se deduce 
en todos los casos posibles su validez en la enunciación en que está 
escrita. Las propiedades 2 y 4 de los valores absolutos (1) se demues- 
tran análogarente, 

2. Utilización de las leyes que rigen las operaciones sobre las 
expresiones algebraicas y de las propiedades (1—21) que se despren- 
den de ellas. Demostremos, empleando este método, una igualdad 
siguiente 

(a + b) (a? + b?% = a? + ab + ab? + dB, (2) 
Observemos que la igualdad (2) se demuestra en el CVA de tres 
expresiones (a + b), (a? + b3) y a? + a?b + ab? + B?, es decir, en 
el conjunto f(a, b) | a € 1t; bE RY. En razón de la ley de distribu- 
tividad do las operaciones con expresiones algebraicas podemos afir- 
mar que se verifica la igualdad 


(a + b) (a? + b%) = a (a? + db?) + db (a? 4 b?), (3) 
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En virtud de la ley de conmutatividad de la multiplicación se veri- 
fican las igualdades 


a (a? + 0?) = (a +53) a, (4) 
b (a* + b% = (a? + 0%) b, (5) 
En virtud de la ley de distributividad se verifican las igualdades 
(a? + 5%) a = ala 4 b?a, (0) 
(a? + b?) b = a?b + deb. (7) 


En virtud de las leyes de conmutatividad y asociatividad de la mul- 
tiplicación tenemos 


aa = a, (8) 
b%a = ab?, (9) 
ab = a?b, (10) 
bib = PP, (11) 


Por cuanto las igualdades pueden sumarse (véase la propiedad 13 
de las igualdades), al adicionar las igualdades (8) y (9) y, luego, las 
(10) y (11), constatamos que se verifican las igualdades 


ada + bw = a + abi, 
ab + b?*b = a?b + dB. 
Al adicionar estas igualdades y, luego, las (6) y (7), nos convencemos 
de que se verifican las desigualdades 
ada + ba + ab + bh = af + ab? + a? + 83, (12) 
(a? + 283% a + (a? + d%) b = ala + ba + ab bib (13) 
Sumando las igualdades (4) y (5), obtenemos la validez de las igual) 
dades 
a (a? + 52) + y (a? + b%) = (a? + 0?) a + (a? + 0? b. (14) 


Aplicando las propiedades de transitividad de las igualdades, 
de la validez de las igualdades (3), (14), (13) y (12) se deduce la vali- 
dez de las igualdades (2). 

Ha de notarse que todos los razonamientos precedentes se escri- 
ben en forma de la siguiente cadena de igualdades: 


(a + b) (a? + b%) = 
= 4 (a? + b?%) + d (a? 4 B?) = (ad + 03) a + (a? + 05 b= 
= da + ba + ab + Pb = al + a?h — ad? + PB? 


De la validez de esta cadena de igualdades se deduce la validez 
de la igualdad (2). En lo que sigue, empleando para la demostración 
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con este u otros métodos, escribiremos sólo la cadena de igualdades 
evidentes. 

3. Demostración directa, A menudo, al buscar la demostración, 
pasando de la desigualdad dada a la siguiente, se llega al final a una 
desigualdad evidente. Si, en este. caso, se realizan sólo pasos equi- 
valentes, es decir al realizarse un paso, se obtiene cada vez una 
desigualdad equivalonte a la anterior, de este modo se obtiene, pues, 
la demostración de la desigualdad de partida. Demostremos, emple- 


ando dicho método, la desigualdad siguiente: > > V ad en la 


región M = (ía, b) | 4 € (0, +00); b€ (0;, +00)). Escribamos la 
cadena de pasos cyuivalentes en la región MM: 


a. 


7 A ME A M a 
- 2 Y ab <= a+b—2Y ab>0 <= (V a)? — 


FE E afí M DE y 
—2 Ya Vb (VH>0 = (Y a—YV b?>0. 


Por cuanto la validez de la última desigualdad os evidente, la equi- 
valencia entre la primera y última desigualdades predetermina la 
validez de la primera desigualdad. 

La desigualdad domostrada se enuncia con frecuencia del modo 
siguiente: la media aritmética de dos números positivos no es menor que 
su media proporcional. 

4. Método por reducción al absurdo. Este método ya se ha usado 
en el capítulo 1 a) demostrar el teorema sobre la infinidad de núme- 
ros primos. Puede aplicarse también en la demostración de las igual- 
dades y de las desigualdades. 

Domostremos, por ejemplo, empleando dicho método, que para 


cualquier número positivo a se verifica la desigualdad a + > 2. 


Supongamos Jo contrario, es decir, supongamos que existe al menos 
un número positivo a tal que para él se verifica la desigualdad a — 


rs 2. Por cuanto « es un número positivo, dicha desigualdad 
será equivalente, en virtud de la afirmación 21, a la desigualdad 
(a + Ja < 2a. es docir, a la desigualdad a? + 4 < 2a, la cual 
conforme a la atirmación 20, es equivalente a la desigualdad (a? + 
+ 1) — 24 < 2a — 2a, es decir, a la desigualdad a? — 2a +- 1 <0. 
Reescribamos la última desigualdad en la forma (a — 1)? < 0. 
Llegamos a una contradicción con el hecho obvio de que el cuadrado 
de cualquice número real es no negativo. La contradicción obtenida 
habla de que la suposición admitida no es cierta. Por consiguiente, 
la desigualdad a + =2">2 se cumple para cualquier a positivo. 


5, Utilización de la propiedad de transitividad de las desigual- 
dades. Supongamos que se pide demostrar en la región M la desi- 
gualdad A < C. Si se conoce o se ha demostrado que en la región ¿MÍ 
se verifican las desigualdades A <B, BC. o las desigualdades 
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A<5B,B<C.o bien las desigualdades 4 < 1%, 13 <. €, entonces, 
de acuerdo con la propiedad de transitividad de las desigualdades, 
será válida también la desigualdad de partida. 

Demostremos. empleando este método, la siguiente desigualdad 


E no 
+++ ..» Y EL 


en el conjunto 41 -= ((n) [ne Nj. 
Para n=1 la desigualdad es evidente. Examinemos ahora cual- 
quier número natural n>>2. Todo sumando de la suma. comenzando 
Do delas - 1 t 1 
por el segundo, lo sustituimos por otro mayor: == p< 
<+"* donde 2Zk<nm. De este modo tenemos la desigualdad 


válida A, Bn, donde A+ GALA 4 y B= 


y 2 
los. A 1 1 
242-7723 La 3:2 Foot n (n—1) 
dad 4, <B, es rigurosa, cualquiera que sea n2>2. 
La expresión algebraica B, se puede simplificar si cada sumando, 


. Cabe notar que la desigual- 


a partir del segundo, se sustituye por la suma algobraica El poa 


o 
k-—1 k” 
Obtendremos 
O A 
+= )=2%- 


Es fácil observar que la desigualdad B, < 2 se verifica para cual- 
quier »n natural. Por consiguiente, de acuerdo con la propiedad de 
transitividad de las desigualdades, tenemos 4, < 2, lo que se 
trataba de demostrar. 

Demostremos en conclusión Jas propiedades de clovación a poten- 
cia natural de las expresiones algebraicas; estas propiedades son de 
amplio uso al resolver ecuaciones y desigualdades (véase el cap. 11D). 

Teorema 1. Supongamus que una región M pertenece al CVA 
de dos erpresiones algebraicas A y £B, y posee la siguiente propiedad: 
para. cualquier colección numérica de la región M los valores numé- 
ricos correspondientes de las expresiones A y B son positivos. Entonces, 
en la región M para cualquier número natural n (n > 2): 

a) las igualdades A = B y A” = B” son equivalentes, 

b) las desigualdades A > B y A” > 1” son equivalentes. 

Demostración. Denotemos con € la expresión algebraica AY 
+ AMB... LS AB2A4 BH En el $ 6 se demostrará la 
validez de la siguiente igualdad de las expresiones alychraicas: 


Ar — 5” =(d —B)C. (15) 
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Es obvio que para cualquier colección numérica de la región M el 
valor numérico correspondiente de la expresión C es positivo. 

Demostremos la afirmación a). Supongamos que A = B en la 
región M. Entonces, en virtud de la afirmación 15, en la región M 
se verifica la igualdad A — B =0, y de aquí, según la afirma- 
ción 16, tendremos que en M se verifica la igualdad (4 — B) C = 0. 
De acuerdo con la propiedad de transitividad de las igualdades, de 
la última igualdad y de la (15) se deduce que 4” — B” = 0, de 
donde se desprende, conforme a la afirmación 15, que en Ja región M 
es válida la igualdad 4” = B”. 

Hemos demostrado pues, que en la región M la validez de la 
igualdad 1 = B predetermina la validez de la igualdad 4” = B”. 

Sea dado ahora que A” = B” en la región M. Entonces, en la 
región M se verifica, según la afirmación 15, la igualdad A” — 
— B”" = (0. De aquí y de la igualdad (15) cn la región 17 tenemos, 
en virtud de la propiedad de transitividad de las igualdades, 
(4 — B)C =— 0, de lo cual se deduce, según la afirmación 16, que 
4A — B == 0, y, por fin, según la afirmación 15, resulta que 4 = 65. 
Quiere decir, en la región M la validez de la igualdad A” = B” 
predetermina la validez de la igualdad A = B. La afirmación 
a) queda así demostrada. 

Demostremos ahora la afirmación b). Sea dado que en la región M 
tenemos A >> B. Entonces, en virtud de la afirmación 20, en M se 
verifica también la desigualdad A — B>>0, y de aquí, según la 
afirmación 21, obtenemos la validez de la desigualdad (4 — B) € > 
> 0. Tomando en consideración que la igualdad (15) se verifica, 
llegamos a que 4” — B” >>0. Por fin, de acuerdo con la afirma- 
ción 20, resulta que en M se verifica la desigualdad 4” > B”. 

Así pues, se ha demostrado que en la región 4M4 de la validez de 
la desigualdad A > B, se desprende la validez de la desigualdad 
A" >B”. 

Sea dado, ahora, que A” >> B” en la región M. Entonces, de 
acuerdo con la afirmación 20, en la región M se verifica la desi- 
gualdad A” — B”>>0. De aquí y do la igualdad (15) resulta que 
(4 — B) C > 0 en la región M. Al aplicar, ahora, la afirmación 21, 
encontramos que A — B>>0 en M. Por fin, couforme a la afirma- 
ción 20 tenemos en M que A > B. Asi pues, en la región M se pre- 
determina la validez de la desigualdad A > B, puesto que es válida 
la desigualdad A” >> B”. La afirmación b) está demostrada y queda 
completamente demostrado el teorema. 


$ 3. Polinomios 


Una expresión racional en la que se prevén solamente dos opera- 
ciones respecto de las letras que lo integran, a saber, multiplicación 
y elevación a potencia natural, se llama monomio. 


; ¿ 
Los ejemplos de monomios son: 3a. 2abe ma abe, e : 
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Una expresión racional se denominará polinomio, si es entera 
respecto de toda letra que figura en dicha expresión. 

Por ejemplo, la expresión racional Y 35 abe — 1 - + 0,3dc es un 
polinomio, puesto que es entera respecto a las letras a, b, e y d. 

En particular, una expresión racional que contiene una sola letra 
y que es entera respecto de esta letra, se llama polinomio entero 
respecto de una letra. 

De la definición de polinomio y de las reglas que rigen las opera- 
ciones sobre expresiones algebraicas se desprende que la suma, la 
diferencia y el producto de dos polinomios serán polinomios. 

Si en un polinomio entran r letras, éste iiene sentido para cual- 
quíer colección numérica de n números. Es por eso que, al analizar 
un polinomio, no se habla, corrientemente, de su CVA. Por regla 
general, los monomios se transforman idénticamente conforme a las 
leyes de operaciones aducidas en el $ 2, reuniendo juntos todos los 
números que integran el monomio y escribiéndolos ante las letras del 
monomio, y también, reuniendo juntas las letras iguales que inte- 
gran el monomio y escribiéndolas en forma de una potencia natural 
de dicha letra. Realizada tal transformación, un monomio se con- 
sidera escrito en la forma estándar, mientras que el factor numérico 
que precede a las letras del monomio se denomina coe,¿iciente del 
monomio dado. 


Por ejemplo, el monomio Babe2ch + ac se reducc a la forma 


estándar abre, y el número - es su coeficiente. 


Según las reglas de operaciones sobre las expresiones algebraicas, 
todo polinomio siempre puede transformarse en una forma en la que 
el polinomio se componga de varios monomios escritos en la forma 
estándar y unidos entre sí mediante los signos de adición y de sus- 
tracción; por esta razón se dice habitualmente que un polinomio es la 
suma algebraica de monomios. 

Los términos semejantes de un polinomio son sus monomios escri- 
tos en forma estándar y que se diferencian en nada más que los 
coeficientes. Reducir los términos semejantes de un polinomio signi- 
fica sustituir Ja suma algebraica de los términos semcjantes por un 
solo término idénticamente igual a dicha suma. 

En virtud de las reglas de operaciones con las expresiones aJge- 
braicas, podemos concretar las leyes que rigen las operaciones sobre 
los polinomios del modo siguiente. 

Para adicionar dos polinomios, se deben escribir todos los tér- 
minos seguidos del primer polinomio y, Juego, todos los términos 
del segundo polinomio, conservando para cada monomio el signo que 
está delante de su coeficiente, despues de lo cual es necesario reducir 
los términos semejantes. 

Por ejemplo: (20d + 5a) + [12 + Ya — 40d) = 20d +4- da + x + 
+ Ya — 4ed = 1lla + 2 — 2ed. 


Para sustraer de un polinomio otro polinomio, se deben escribie 
todos los términos seguidos del primer polinomio, conservando 
inalterable el signo de cada monomio que está delante de su coefi- 
ciente, a continuación se escriben todos los términos del segundo 
polinomio, cambiando por opuestos todos los signos que están delante 
de los coeficientes de los inonomios del segundo polinomio, después 
de lo cual es necesario reducir los términos semejantes. 

Por ejemplo: (12 — y?) — (72? + 81? — 5q) = *— y + 
+ Tx? — 8y? + 5a = 8x? — Qy? + 54. 

Para multiplicar un monomio por un polinomio, se debe multi- 
plicar dicho monomio por cada término del polinomio, escribir los 
términos seguidos del producto con aquellos signos que tenían los 
términos del polinomio, si delante del coeficiente del monomio 
está el signo más, y con los signos opuestos, si el coeficiente del mono- 
mio tiene el signo menos, a continuación se debe escribir en la forma 
estándar cada monomio del producto y reducir los términos semejantes. 

Por ejemplo: (-—4ab) (3ab — 2 +- 3a*b*) = —(4ab) (Sab) + 
+ (4ab) -2 — (4ab) (3a*b?) = —12a?b? + Bab — 12a*b9; 5c (Lab + 
+ 1 — 3b) = (50) (2ab) + (50) -1 — (5c) (3b) = L0abe + 5e — 15be. 

Para multiplicar un polinomio por otro polinomio se debe multi- 
plicar cada monomio (junto con el signo que está delante de su 
coeficiente) del primer polinomio por el segundo polinomio, escribir 
todos los productos seguidos, escribir en la forma estándar cada mono- 
mio obtenido y, luego, reducir los términos semejantes. 

Por ejemplo: (ab — cd) -(ab + cd) = (ab) (ab) + (ab) (cd) — 
— (cd) (ab) — (ed) (ed) = a?b? + abed — abed — cid? = atb? — ei. 

Haciendo uso de las reglas de adición y multiplicación de poli- 
nomios y de las propiedades que poseen las igualdades de expresiones 
algebraicas, obtendremos igualdades idénticas, las cuales se deno- 
minan a menudo fórmulas de multiplicación reducida. 

Empecemos con la multiplicación de polinomios iguales del tipo 
la + b). Usando las leyes de las operaciones sobre expresiones alge- 
braicas, podemos escribir la siguiente cadona de igualdades idénticas: 


(a + By = (a + b) (a + b) = (a) (a) + (a) (b) + (b) (a) + (b) (b) 

= 2 + ab + ab + b3 = a? + 2ab + B?, (1) 

La fórmula (l) seo enuncia del modo siguiente: el cuadrado de la 

suma de dos números es igual al cuadrado del primer número, más 

el producto duplicado del primer número por el segundo, más el cua- 
drady del segundo número. 


Ahora, haciendo uso de la fórmula citada, se puede escribir la 
siguiente cadena «dle igualdades idénticas: 


(a + DF = (a + b) (a + dy = (a + b) (a? + 2ab 4 db") = 
= (a) (a?) + (a) (2ab) + (a) (0%) + (b) (a) + (b) (Lab) + 
+ (bd) (6% = a3 + 2a?b + ab? + ab + 2ab? + b3 = 
= 4 + 34% + 3ab? + b3. (2) 
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La fórmula (2) se enuncia del mudo siguiente: el cubo de la suma 
de dos números es igual al cubo del primer número, más el producto 
triplicado del cuadrado del primer número por el segundo, más el pro- 
ducto triplicado del primer número por el cuadrado del segundo y más 
el cubo del segundo número. 

Escrihamos una cadena más de igualdades idénticas: 


(a + b)? = (la + b) (a + b)? = (a + 0) (a? + 3a?h |- 3ab? 4- y?) = 
= (a) (a?) + (a) (3a”b) + (a) (3ab”) 4 (a) (5%) + (b) (a?) + 
+ (5) (3a*b) + (b) (3ab*) + (b) (0%) = a* + 3a%b + 3atb? + 
+ ab3 + ab + 340? + 3ab? + bl! = al + 40d + 
+ Gatb? + 4ab? 4- B*, 


Las fórmulas aducidas permiten observar cierta regularidad con 
ayuda de la cual podemos escribir la fórmula para (a + db)", donde n 
es un número natural cualquiera. A saber, es fácil ver que habrá en 
total (1 + 1) términos: el primer término es el primer númeco a la 
potencia 2; on cada término subsiguiente la potencia del primer 
número será en una unidad menor que su potencia en el término 
antecedente, y on cl último término la potencia del primer número 
es nula; el segundo número tiene en el primer término la potencia 
nula, en el segundo término, la primera potencia, en cada término sub- 
siguiente la potencia del segundo número será en una unidad mayor 
que su potencia en el término antecedente, y en el úllimo término el 
segundo número figura a la potencia n. 

El coeficiente de cada término puede hallarse con ayuda del 
«riángulo de Pascal»: 


0 1 

1 1] 

2 12.1 

3 11.3 3 1] 

4 14 6 4 1 

5 ls 10 010 35 1 
6 11.6 15 0 15 6 1 


7 í 7 21 35 35 2t 7 1 
8 J] 8 28 56 70 56 28 8 1 
9 1 9 36 84 126126 84 36 9 1 


Es simple la regla conforme a la cual se forman las lineas del 
«triángulo de Pascal». Cada línea puede obtenerse de la linea supe- 
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rior anterior del modo siguiente. En el intervalo entre cualesquiera 
números vecinos de la línea superior (pero más abajo) se escribe la su- 
ma de éstos, y en los extremos se ponen las unidades. El número de 
la línea enseña a qué potencia se eleva el binomio (a + b), mientras 
que Jos números de dicha línea son los coeficientes de los términos 
correspondientes escritos en el orden estudiado más arriba. 

Por supuesto, si se necesita escribir la fórmula para (a + b)”, 
donde r es un número grande (100, por ejemplo), está claro que el 
cálculo de los coeficientes del segundo miembro con ayuda del trián- 
gulo de Pascal será engorroso, razón por la cual resulta deseable 
conocer otra fórmula para calcular (a + by". Tal fórmula existe 
y lleva el nombre de binomio de Newton, teniendo por expresión 


la + dy" = Cha” + Claro... + Oda ARA, 

e. F+Cnó”, (3) 
donde As , DU=4, kl=1-2-3-...+k para cualquier k€ 
€f1, 2,3, ..., n). 

La demostración de la igualdad (3) se realizará en el $ 6. 
Apliquemos la fórmula del binomio de Newton para calcular, 
por ejemplo, (a + b)*: 


(a + b) = Cla3 + Clatb +4 C%adb? 4 Cla*b3 4 Clabt + C?05, 
Calculemos los coeficientes C7”, donde m € (0, 1, 2). Para el cálcu- 
lo de los coeficientes restantes hagamos uso de la igualdad 


da PA: - A en para OE mEn, 


“R=A=D—m1 — ml(n—m) 


demostrada en el cap. I. 
De este modo, 
CG=Cf=1, Ci=Ci==5, Ci=C= 3h =10. 
Por consiguiente 
(a + db) = a5 + Sab + 100%b* + 10a*b? + Sab! + B3. 
De la fórmula para el binomio de Newton se deduce fácilmente 


la fórmula para (a — b)”. Denotemos d = —b y apliquemos la fór- 
mula del binomio de Newton: 


(a — by? = (a + dy” = Cia” + Charid+... 
+ Chas... +Cag”. 
Sustituyendo (—b) en lugar de d, obtenemos 
(a — by" = Clar— Chato... + (107 o. 
e... + (1) Cab”, 
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Los casos particulares de esta fórmula para n = 2 y n = 3 son: 
(a — dY? = a? — 2ad + db”, 
(a — b)? = a? — 3a bh + 3ab* — 09, 


La fórmula para el binomio de Newton (a + by” y la que se 
deduce de ella, (2 — bh)”, son fórmulas de multiplicación reducida, 
en las cuales el producto de polinomios iguales (binomios) se toma 
NR Veces. 

Demostremos ahora algunas fórmulas en las cuales se toma el 
producto de diferentes polinomios. Es evidente la siguiente cadena 
de igualdades idénticas: 


(a — b) (a + b) = (a) (a) + (a) (b) — (b) (a) — (b) (b) = 
= 4 + a4b—ab —b = a? — E, 


Esta fórmula se recuerda, habitualmente, en una escritura, donde se 
cambian de lugar los miembros segundo y primero: a? — bi = 
= (a — b) (a + b). He aquí su enunciación verbal: la diferencia 
entre los cuadrados de dos números es igual al producto de la diferencia 
de estos números por la suma de los mismos. 

Deduzcamos la fórmula para la diferencia entro los cubos de dos 
números (a? — P3). Por cuanto 


(a — b) (a? + ab + b%) = (a) (a*) + (a) (ab) + (a) (5*) — 
— (b) (a*) — (b) (ab) — (b) (b”) = a? 4- ab 4 ab 


= 4h a Ya ab, 
entonces 


a — PP? = (a — b) (a? + ad + b3), 


Aduzcamos la enunciación verbal de esta fórmula: la diferencia entre 
los cubos de dos números es igual al producto de la diferencia de estos 
números por el cuadrado incompleto de la suma de estos números. 

Las fórmulas mencionadas permiten ver una regularidad con ayuda 
de la cual resulta fácil escribir la fórmula a” — bd” para cualquier 
número natural rn. Esta fórmula tiene por expresión 


ar —b" = (a — b) (a Yan... + ab 4 bp, 


La demostración de esta fórmula se dará en el $ 6 por el método de 
inducción matemática. 
Por fin, deduzcamos la siguiente fórmula: 


a += (a + b) (a* — ab + b2). 
(a + 5) (a? — ab + b?) = 


= (a) (a*) — (a) (ab) + (2) (0%) + (b) (a?) — (6) (ab) +- (0) (6%) = 
= 2 — ab + ab? + ab — abi + Y = 04 b, 


En efecto, 
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La enunciación verbal de esta fórmula es la siguiente: la suma de 
los cubos de dos números es igual al producto de la suma de los mismos 
por el cuadrado imperfecto de la diferencia entre ellos. 

Demos a conocer algunas fórmulas que han de recordarse: 


(a + b)? = a* + 2ab + b?, 
(a + b)9 = a? + 3a?b + 3ab? + 89, 
la — db? = a? — 2ad + B2, 
(la — DY = a3 — 3a?b + Bab? — PB, 
a — bh? = (a — b) (a + db), 
ad — Y? = (a — db) (a? + ab + 0), 
ad + 39 = (a + d) (a? — ad + d*). 


Las fórmulas, demostradas en este párrafo, son válidas para cua- 
lesquiera valores numéricos de la letras a y b. A veces dichas fór- 
mulas se emplean en los casos en que con las letras a y b se han desig- 
nado ciertas expresiones algebraicas, mas en estos casos las tórmulas 
serán válidus ya en el CVA de dos expresiones algebraicas a y b. 

En una serie de problemas, al operar con polinomios, resulta más 
cómodo examinarlos no cn la forma estándar, sino en forma de un 
producto. 

La transformación idéntica de un polinomio en la forma de un 
producto de polinomios se llama descomposición del polinomio en 
factores. Hablando en general, todas las fórmulas de multiplicación 
reducida son precisamente fórmulas que rigen la descomposición 
del polinomio en factores. 

Además de la aplicación de Jas fórmulas de multiplicacón redu- 
cida existen también otros procedimientos para descomponer los 
polinomios en factóres, por ejemplo, la agrupación o procedimiento 
consistente en sacar el factor común del paréntesis. Para descomponer 
un polinomio en factores son útiles todos los procedimientos. 

Analicemos un ejemplo de descomposición de un polinomio en 
factores. Agrupando, sacando el factor común del paréntesis y em- 
pleando la fórmula de multiplicación reducida, obtenemos una cadena 
de igualdades idénticas: 


ad 4 2abe + be + (a + bd = Cc (a? + 2ab + 5%) + q (a + db) 
= ( (a + dy? +d (a + db)? = (a + bY (e + d). 


$ 4. Fracciones algebraicas 


Se llama fracción algebraica una expresión racional fraccional 
que es el cociente de la división de un polinomio por otro. 

La fracción algebraica que representa el cociente de la división 
del polinomio A por otro polinomio B se escribe, corrientemente, 
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A ; E a 
en la forma 3» “on la particularidad de que el polinomio Á se deno- 


mina numerador de la iracción algebraica, y el polinomio /, deno- 
minador de la misma. 
Los ejemplos de fracciones algebraicas son: 


dJatb . abob_, att my-/6y 
ad41 ?*  dya”? ab? “r4+8y”" 


El CVA de una fracción algebraica S, en la que figuran » letras, 
es un conjunto de todas las colecciones numéricas correspondientes 
a la colección literal de la fracción > a excepción de aquellas, para 
cada una de los cuales el valor numérico correspondiente del poli- 


nomio B es igual a cero. 


aS-. pS 
cs el con- 
n— y 


Por ejemplo, el CVA de la fracción algebraica 
junto ((a, b)|a€R; DER; a 4d). 


Demostromos algunas afirmaciones sobre la igualdad de las 
fracciones algebraicas. 


4. Si se designa la fracción algebraica a con una sola letra C, 
en el CVA de dicha fracción son equivalentes las igualdades idénticas 
C=>3 y A4=CB. 


La validez de esta propiedad se desprende de la de la afirmación 14 
del $ 2. 


2. Las igualdades : _ - y AD = BC son equivalentes en el CVA 


de la primera de ellas. 
Esta propiedad se enuncia a menudo del modo siguiente: dos 


fracciones 5 Y 5; Son identicamente iguales en el CVaA. st, y sólo st, 
en dicho CVA se verifica la igualdad AD = BC. 


dé a xr * k A 
Demostración. Sea la región 47 el CVA de dos iracciones 


y +. Examinemos cl caso en que A=0 cn M, Entonces, 2=0, 

y de la igualdad +=+ se dednec que lambién 5=0 en M*M. 
Por eso, C =0 en Mí. y esto significa que AD = BC cn M. 

Al contrario, sea AD = BC y A =0 on M. Por cuanto D +0 

C 


yB3+0 en M, entonces € =0 en AM. Por consiguiente, > = 5: 


Examinemos ahora el caso en que no existe ninguna colección 
de la región ¿M, para la cual el polinomio A no se reduce a cero, es 


' ana € E 
decir, el caso en que A +0 en Af. Sea 5= p- entonces de aquí se 


desprende que C 30 en M. Designemos con « la fracción S 
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y con f, a Según la propiedad 1 de las fracciones algebraicas, 
A =uB y € = PD. De acuerdo con la afirmación 14 del $ 2, tenemos 


APD = CaB. (1) 


Por cuanto a = f +0 en M, resulta que, conforme a la afirmación 14 
del $ 2, de (1) se deriva que AD = CB, 
Al contrario, sea AD = BC, entonces, por cuanto A +0,D 40 


y B+<0 en M, tendremos € +0 en M. Por lo tanto, a =35 y 


p = 5 no son iguales a cero en M. Multipliquemos la igualdad 
dada 4D = BC por «f. Obtendremos una igualdad equivalente 


aBAD = apBC. (2) 
Pero aB = A, PD =C, y la igualdad (2) adquiere la forma 
aAC = BAC. (3) 


Haciendo uso de la afirmación 14 del $ 2, llegamos a que « = f, 
lo que se trataba de demostrar. 

De este modo queda demostrada la propiedad 2 de las fracciones 
algebraicas. 


3. En el CVA de la fracción algebraica + severifican lasigual- 


; ; Á — A A — A 
dades idénticas F4==5=-TE=-p- 
Cada una de estas igualdades se hace evidente, si hacemos uso 
de la propiedad 2 que acabamos de demostrar. 
4. Para cualquier polinomio K, que no se reduce a cero en el CVA 
de la fracción algebraica S se verifica la igualdad ¿idéntica = = 5 
Por cuanto en el CVA de la fracción 5 esta igualdad es equiva- 


lente, conforme a la propiedad 2, a la igualdad A (BK) = B (AK), 
la cual es obvia, entonces será evidente también la validez de la 
propiedad 4. 


5. En rl CVA de la fracción algebraica L se verifica la igual- 


B 
iaa e A 4 
dad idéntica F=4 7. 
En efecto. de acuerdo con la afirmación 9 del $ 2 tenemos 
Á A 1 
F=3 (8-35) 


Tomando en consideración la asociatividad de la multiplicación de 
expresiones algebraicas, tenemos 


+05) =(40) + 
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Aplicando] la afirmación 11 del $ 2. llegamos a que 


1 
AN de 
6. En el CVA de la fracción algebraica 7 wr vertfica la 
A A! 
igualdad idéntica —5+ y 


ón efecto, en el CVA de la fracción es evidente la validez 


de la cadena de igualdades idénticas 


A 0) 0) (dh 


35 


1. En el CVA de dos fracciones algebraicas 5 y Z se yeri- 
E O 
fica la igualdad idéntica EST: 
A 


Efectivamente, al aplicar primeramente la propiedad 5 de las 
fracciones y, luego, las propiedades de las operaciones sobre expre- 
siones algebraicas y, por fin, las propiedades 6 y 5 do las fracciones, 
tenemos una cadena de igualdades idénticas 


A 1 1 to 1 1 1 1 1 
id E q) (+) Eds rs a 
A A A CA 


Recordemos el siguiente convenio: si no se indica explícitamente 
la región 34M, en la que so estudia cierta igualdad idéntica, entonces 
ésta se examina en el CVA de dos expresiones que figuran en los miem- 
bros primero y segundo de la igualdad. Por ello, en adelante no se 
indicará explicitamento la región en la cual se verificará ina igualdad 
idéntica, tomando en consideración que ésla es valida en el CVA 
de dos expresiones que figuran en los miembros primero y segundo 
de la igualdad. 

Haciendo uso de las propiedades de adición y multiplicación 
de las expresiones algebraicas y de las propiedades de fracciones 
algebraicas, resulta fácil mostrar que se verifican las siguientes 
igualdades idénticas: 


AE ARBOL ZA 
B D "BD CB DL Bu" 
Efectivamente, aprovechando la propiedad de las fracciones algo- 
braicas. obtenemos 
C AD CR | 1 E 1 
53 +5 D “BD + == 54D: BD +4. HD" 


Al aplicar ahora Jas propiedades de adición y multiplicación de las 
expresiones algebraicas y, luego. otra vez, las de las fracciones 


6-D352 el 


algebraicas, tenemos: 
4 a tí __ AD+CB 
AD 5 +CB 57 =MD+ CA , 


lo que se trataba de demostrar. 
De modo análogo se demuestra la segunda igualdad: 


o. is HN. 404 1 AC 
HU (4-5) (c. D ) =AC. B SD =>4A => 
De la misma manera se demuestran también las igualdades: 
1 € _AD-BC_ A _C_ AD 
BO NT BD" >* BD "BC" 


A menudo se requiere reducir a un denominador común las fracciones 
algebraicas, es decir. escribirlas de un modo tal, que todas estas 
fracciones tengan un mismo denominador. Para esto existe el proce- 
dimiento siguienle: es menester descomponer cada denominador en 
factores y, a continuación, multiplicar el numerador y el denomi- 
nador de cada fracción por el producto de aquellos factores de los 
denominadores de las fracciones restantes que no figuran en el deno- 
minador dado. lo que no los hará variar, según la propiedad de las 
fracciones. 

Ejemplo. Redúzcanse a un denominador común las siguientes 
íracciones algebraicas: 


. oz d 
ab? aqi=bi?  ai+abybe* 


Descomponiendo los denominadores en factores, escribamos las 
fracciones en la forma: 


a . c , d 
(a—blatpaeb+ 4?) ? ia—biia=b) ? a+abyb3 * 


Ahora, al multiplicar el numerador y el denominador de la primera 
fracción por (a -+ b), el de la segunda por (a? 4- ab +4 0?) y el de la 
tercera, por (a — b) la + b), obtenemos 


0(a +5) c jat4ab+03) 
(+ arab 0% * (ad) (a Pb) (at ab4-d3) >? 
d (a—b) (a +5) 
CIPF CFI * 


Dichas fracciones ticnen denominadores iguales, es decir, las 
fracciones originales se han reducido a un denominador común. 

En una serte de casos se necesita representar una fracción en 
forma de una suma «de fracciones con denominadores más simples. 
Esto puede realizarse sólo en el caso cuando el polinomio en el deno- 
minador de la fracción se descompone en un producto de polinomios 
de grado menor. Mostremos con un ejemplo cómo se hace esto. 
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Supongamos que es necesario descomponer la fruceión algebraica 


en fracciones simples, Por cuanto el polimemio »2—1 se 


1 
a—t 
descompone en el producto de polinomios ¡e—J1 y (0711 Ja 
tarea es renlizable. Con este fin se deben encontrar las Fracciones 


A B ¡ | eds ada 

algebraicas e e] tales, que se verifique la igualdad iedén- 
A “17 
1 «1 B F A o 
a ——-=-——— + —-. Fxaminemos la suma OS 

tica ree ido e ena 0 Muda. PT 
De acuerdo con las reglas recién enunciadas, lenemo- 

A) Bo Ate Bla ly) 11 Br Bn 


at Tozd ¡i—1tiqx—11 SN TT 


Por cuanto esta fracción debe ser idénticamente ignal a la fracción 


21 (indiquemos (ue estos razonamientos se realizan para z 


cualquiera. salvo x = l y y = —1), entonces. según la propiedad 2, 
las dos fracciones citadas son iguales sólo en el caso en que 
[((4 + B)x — (A — BM (x — 1) (zx + 1) = (2 — 11 tx + 4). Como 
esta igualdad ha de verificarse para cualquiera zx, a excepción de 
a=l y x= —1, entonces, suponiendo, por ejemplo, x= 0, y, 
Juego, x = 2, llegamos a que esto se satisface sólo cuando 4 — £B == Í 
y 54 + B = 1 simultáneamente. Mientras tanto las últimas dos igual- 


ófe a ? dl 4 
dades se verifican simultáneamente sólo en el caso en que 4 =- 


1 : 3 ; 2 
y B «<= — 7. Quiere decir, la fracción dada se ha descompuesto en 
fracciones simples, a saber. es válida la siguionte igualdad idéntica: 
A A 
A : ¿ 
A 


Este método de descomposición de una fracción en Ja suma de frac- 
ciones más simples lleva el nombre de método de coeficientes indeter- 
minados. Efectivamente, suponiendo desconocidos al principio los 
números 4 y LB, obtenemos en el CVA la igualdad de ¿os polinomios, 
uno de los cuales tiene coeficientes conocidos, y el otro, descunocidos, 
expresados a través de 4 y £B. Esto nos presta la oportunidad de 
escribir igualdades algebraicas respecto de los coclicientes descono- 
cidos (en el caso dado, 4—B=i1, 34 — B= 1). Hallando los 
valores numéricos de los coeficientes lesconocida: que reducen las 
igualdades algebraicas dadas en ciertas igualdades numéricas, resol- 
vemos, de este modo, el problema planteado sobre la representación 
de una fracción en jorma de Ja suma de fracciones mas simples. 
Desigualdades de las fracciones algobraicas. Demostremos dos 
afirmaciones que son de amplio uso al analizar fracciones algebraicas. 


8. En el CVA de la fracción algebraica > son equivalentes las 


siguientes desigualdades: = >0, y AB>0. 
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Demostrenos que de la validez de la primera desigualdad se des- 
prende la validez de la segunda. 

Demostración. Dosignemos con la latra € la fracción algebraica 
A 7 j en YT E - > - 
q es decir. O -: E Un el COVA de la fracción algebraica dada la 
expresión algelmalca € es positiva, pues cualquier valor numérico 
de la expresión algebraica C es un número positivo. De acuerdo 
con la propiedad 4 de las igualdades entre expresiones algebraicas, 
tenemos: en el CVA de la fracción dada A = CB. Por consiguiente, 
la expresión algebraica 4/ es igual a CB*: AB = CB?, Por defi- 

O 2. .. A ». . 

nición, cn «l CVA de la fracción 37 la expresión algebraica B no se 
reduce a coro. es decir. la exprosión algebraica BA? es positiva en el 
"UY s .. «3 ; . 
CVA de la fracción e El producto de las expresiones algebraicas 
positivas € y 3? será también positivo. 1)e modo análogo se demuestra 


que en al CVA de la fracción algebraic: 5 de la validez de la desi- 


gualdad 18H 7>0 sigue la validez de la desigualdad +F> 0. 
9. En el CV A de las fracciones algchraicas = y e. son equi- 


| a : 
valentes las destgualdades: +>+$ y 4D?B >CB?D, 
Demostración. Valiéndonos de la afirmación 20, obtendremos 
De eun a o AE E CA: E 
las desigualdades equivalentes: F>p53%=5 > 0. 


Anteriormente ha sido demostrada la igualdad 


A Co _ ADBC 
BO DET BD? 


la cual permite realizar un paso equivalente más: 


4. Cc AD — BC 
BR => Gn >!. 


De acuerdo con Ja afirmación 8, la última desigualdad es equiva- 
Á 


lente en el CVA de las fracciones algebraicas F y 5 a la desigualdad 
(4D — BC) RD > 0, que es equivalente a la desigualdad ADB > 
> CB*D. La afirmación 9 queda completamente demostrada. 

Las afirmaciones $ y 9 se emplean también para demostrar otras 
desigualda dos. 

; ; a+b a—b 

Por ejemplo, demostremos que las desigualdades pa > =15 F5 
y a > b son equivalentes para cualesquiera números positivos a y h 
que no son iguales uno al otro. 

En eiccto. de acuerdo con la afirmación 9, son equivalentos las 
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siguientes desigualdados: 


b —b A %, ES ” - CS 
A > 5 y (at— 13) [(a + b— ia — hi0 
Por cuanto (a -i- bd) — ía — b)* =. 4ab, la última desigualdad es 
equivalente a la desigualdad (a — b) (a + 6) tab >> 0, la cual, es 
equivalente, en virtud de que son iia ay b.a la desigualdad 


dd ah —b 
a>b. Por consiguiente, —. >= 5 >> b para cuales- 


quiera a y b positivos no 1guales. 


$ 5. Polinomios enteros respecto 
de una letra 


Un polinomio, entero respecto de una letra x, biene monomios de 
diferentes grados, pues en el caso contrario se pueden reducir los 
términos semejantes. Los monomios de dilerenles grados pueden 
ordenarse con relación al crecimiento o decrecimiento de las polen- 
cias de la letra x. Por regla general, un polinomio entero respecto 
de una lelra se escribe en el orden de decrecimiento de las potencias. 

Un polinomío escrito en la forma ayz" - aja toto art 

. + 4-2 + €, $e denomina polinomio ordenado. Si r q O, 
suelo decirse que dicho polinomio es de grado ». 

AJ desconocer. si es nulo o no el coeficiente de ay, se dice que el 
polinomio os de grado no superior a n. 

De esta definición se desprende, en particular, que los polinomios 
de grado nulo son números distintos de coro. El número cero también 
se considera un polinomio, con la particularidad de que es el único 
polinomio cuyo grado no está determinado. Para la dosteneción 
abreviada «de los polinomios se usan, de ordinario, las siguientes 
nolaciones: 


P(D, 00, T(d. H(ad píd. qde.  r4x), 


F. 


y, si hace falta subrayar que 2 (2) es un polinomio de griudo », se 
escribe 2, (2). 

Para encontrar la suma de los polinomios PP, (x) y Qu (1) se 
deben escribir todos Jos términos seguidos de estos dos polinomios 
y luego realizar la roducción de los términos somejantes. 

Para encontrar el producto de los polinomios P., tr) y On (1) 
es necesario multiplicar cada monomio del poliromw 2, dx) por 
cada monomio del polinomio Q,, (£), sumar los productos obtenidos 
y reducir los términos semejantes. 

Teorema 1. Dos polinomios. enteros respecto de «. son idéntica- 
mente iguales, si, y sólo si. son iguales sus grados y los cueficientes 
que tienen lus potencias iguales de zx. 

En esta obra se omite la demostración de este teorema. 

En el parágrafo preseyte. paca denotar la igualdad iJéntica entre 


Da 


dos polinomios P (x) y Q (1) se empleará la notación P (2) = Q (2), 
es decir, el signo «=» que liga dos polinomios sa entenderá en el 
sentido de igualdad idéntica de estos polinomios. En particular, la 
notación P (1)-- Ú significará que el polinomio P (2) es idénbica- 
mente igual a cero, es decir, es el número cero. 

El teorema 1 puede ser aplicado para descomponer un polinomio 
en factores. Hagamos uso del método de coeficientes indeterminados. 
La esencis de la aplicación de este método consiste on lo siguiente. 

Saa dado 11m polinomio P, (2) de grado n y se necesita repre- 
sentarlo en forma de uy producto de polinomios de grados + y (n — k), 
donde k < nr. Entorces se escriben dos polinomios Pa (2) y Pa-a (2), 
el primero de grado k y el segundo, de grado (n — dh). con los coefi- 
cientes designados con ciertas letras, digamos, Ly, % +» - ., “La 
para el primer polinomio, y Po, f,. . -- fPp-n. en el segundo. Al 
multiplicar los polinomios 2; (2) y P,-, (2), obtenemos el polinomio 
T,, (2) de grado n cuyos coeficientes dependen de 2, ( =0, 4, ... 
co hyB(0=0,14..... n—k). Partiendo de la condición 
de que los polinamios P,, (1) y T, (2) son idénticamente iguales, 
obtenemos n + 1 igualdades, en las cuales participan rn + 2 coefi- 
cientes A, y f), que han de ser determinados, Suponiendo, por ejem- 
plo. que «y, 1, llegamosa nr + 1 igualdades, de las cuales se deben 
hallar 7 -;- 1 coeficientes 0% (i==1, 2, ....kvBG=0.4,... 
e... R— kk). Al determinarlos, hallaremos también los polinomios 
Pr (2) Y Pur 11) 

Ejemplo. Descompóngase el polinomio + — 3x + 4 en factotes, 
entre los cuales uno sea un polinomio de primer grado y el segundo, 
un polinomio de segundo grado. lduscaremos los polinomios (x + a, ) 
y (Ppr? =- fx + Po) tales que se verifique la igualdad idéntica 
iz + 2) (ppt =BrerfBd=%*% - 3-4. Ál aplicar el teo- 
rema 1, obtenemos 4 igualdades: fp — l, Bpa, + PB, =0. Pa, + 
Po 3. ap, =4. A estas igualdades les satisfacen fp = 1, 
% =1. B, —= —J, Pf, = 4. Quiere decir. el polinomio z* + 3x + 4 
<e descompone en los factores (x + 1) y (1? — xr + 4). es decir, 


Rd dla +4 = (xr + 1b( — zx + 4). 


Observemos que no todo polinoraio puedo descomponerse en fac- 
tores. Por ejemplo, el polinomio q% + x — 1 no puede ser descom- 
puesto en un producto de dos polinomios de primer grado. 

Teorema 2. Si el producto de dos polinomios es idénticamente 
igual a cero, por la menos uno de dichos polinomios será idénticamente 
igual a cero. 

Se omite la demostración de esta afirmación. 

Sustraer de un polinomio P (+) otro polinomio 7 (x) significa 
hallar un polinomio Q (x) tal que £ (2) «: 7 (2) -? O (2). 

No es dific:l comprobar que para cualesquiera dos polinomios 
P (2) y 7 (4) semejante polinomio Q (1) existe y es único. Se llama 
diferencia de los polinomios P (x) y T (2) y se designa Q (1) = P (a — 
—T (0, 


Dividir exactamente el polinomio P (x) por el polmomio 7 (2), 
distinto de cero, significa hallar un polinomio Q (x) tal. que se veri- 
fique P (2) = T (73 0 (2). 

Si tal polinomio Q (7) existe, se dice que el polinomio 7 (1) es 
el divisor del polinomio 2 (+), y el polinomio Q (+) se llama cociente 
de la división del polinomio P (x) por el 7 (x). El polinomio 2 (x) 
no siempre se divide exactamente por el polinomio 7 (2). Por ejem.- 
plo, el polinomio x? + 1 no es divisible por el polinomio x + 1 
exactamente. Quiere decir, en el conjunto de polinoiios la división 
exacta no siempre es realizable. Sin embargo. como se demostrará 
a continuación, en el coujunto de polinomios es siempre realizable 
la división cntera (inexacta). 

División entera (inexacta). Dividir enteramente (con resto) un 
polinomio P (2) por otro poliuomio 7 (+), distinto «de cero, significa 
hallar dos polinomios q (x) y r (x) tales que se verifique 


P (2) =T7 (0) g (2) + r (1), (1) 


con la particularidad de que o bien el grado del polinomio r (x) 
es estrictamente menor que el grado del polinomio 7 (x), o bien 
r (x) es cero. 

Cuando se verifica la igualdad (1). se dice que el polinomio 
P (x) se divide por el polinomio 7 (x) con resto r (x) y cociente 


q (zi): sir (1) = U, es decir, si el resto es el número cero, se dice que 


el polinomio P (+) se divide por el polinomio 7 (x) con resto nulo, 
o el polinomio P (r) se divide exactamente por el polinomio 7 (x). 

Ejemplo. Sca (P x) = 17 —* + 242 T(x ix +2, 
En este caso se ve con facilidad que P (1) = T (tx) (13 -- 4) + xr — 2, 
es decir, ol polinomio 2” (2) se divide por el 7 (xj con resto r (1) = 
= 2— 2 y cociente x + 1. Indiquemos que de la igualdad P (xr) = 
= T (1) 5 — x* no se deduce que el polinomio P (1) se divide por 
T (x) con resto z?, pues está perturbada la condición de que la poten- 
cia del resto r (%) ha de scr estrictamente inferior al grado del poli- 
nomio 7 (1). 

Teorema 3. Para cualesquiera dos polinomios P (a) y Y (x=). donde 
T (13 4 0, existe un par de polinomios q (1) y r (1) tales. que P (1) = 
= T (1) q (2) — r (2), con la particularidad de que o hien el grado del 
polinomio r (1) es estriciamente inferior al grado del polinomio T (2), 
o bien r (x) es el número cero. | 

Demostración. Supongamos que P (x) = U y 7 (<) es un polino- 
mio cualquiera distinto de cero; entonces los polinomios q (2) -= U 
y r (xj =0 satisfacen las condiciones del teorema. 

Sea P (2) < ( y supongamos quo el polinomio 7 (xj cs de grado 
superíor al del polinomio P (z), entonces los polinomios q (1) = 0 
y r (1) = P (x) satisfacen las condiciones del teoreina. | 

Por fin, sea P (1) +0 y supongamos que el polinomio 7 (1) 
es de grado inferior o igual al del polinomio P (<). Si f (2) =<, 
donde c es una constante distinta de cero, entonces los polinomios 
q (2) =2 (nie y r (2) = 0 satisfacen las condiciones del teorema. 
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Queda analizar el caso en que el polinomio P (x) es de grado n, 
siendo n > 1, y el polinomio 7 (+) es de grado m, siendo Ú <m < n. 
Sea P (2) =P, (2), 7 (2) =T. (2), donde O<cm<xn, n>í, 
es decir, 

Palio) =P +arrA o... + pt +4, 

y ¿a (1) = Diz + Dn e... l. JOE + Bm» 
donde a7 40, by 750. Construyamos una sucesión de polinomios 
Qn, (1) del modo siguiente. Hagamos 


Ona (13 =P (1 di E 


Entonces, o bien Q,, (1) = 0, o bien Q,, (2) puede escribirse en la 
A k 
forma 
On (1) —a Pm + aqui +... + a ¡+ o 

con la particularidad de que a;” +0 y el grado del polinomio 
Qu, (1) es menor que n, es decir, n, < n; si as que n, < m, 
0 Qr, (1)= 0, entonces los polinomios q (1) = a rn y r (7) = 
= Gn, (2) satisfacen las condiciones del teorema; en cambio, si 
n, > m, realizamos el paso siguiente: hagamos 


Ono (1)= On, (1) — E a EE A 


Está claro que o bien On (2) =0, o bien rn¿< n, < ñ, y Qu, (2) 
puede escribirse en la forma 
2 2 2 
Qu (2) =0 PM a Panta a, 
con la particularidad de que eel, Si resulta que nm, 0 
0 0 ú a a» an 
Qn, (1) = 0, entonees los polinomios q()= 1" o mes qgu-=m y 
0 0 
r (2) =0n, (2) satistacen las condiciones del teorema; si, en cambio, 
Ro => m, realizamos el paso siguiente y continuamos este proceso. 
Por cuanto en cada paso la potencia va disminuyendo: nr > n;, > 
>mnm,..., entonces en cierto k-ésimo paso el número natural rn, 
se hará inferior al número natural m, o Q,, (x) = 0, y el proceso se 
dará por terminado. Obtendremos como resultado: 
(R- 1) 


A a E 
m (2) +05, (0). 


ed 
Entonces, los polinomios r(1)=0Qp, (2) y 9(1)= (par LE bo 
axe - 1) 
id E pie o arm) satisfacen las condiciones del 
0 
teorema, 
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Así pues, la afirmación del teorema acerca de la existencia de los 
polinomios q (1) y r (x) queda demostrada. 

Teorema 4. Un par de polinomios q (x), r (x) que satisface las con- 
diciones del teorema 3 es único. 

Demostración. Supongamos Jo contrario, cs decir, que existen 
dos pares de polinomios q (x), r (x) y q, (2), r, (1) tales, que P (2) = 
=T (0H) +rimDy?(5=7 (0) (2) +5, (2). Maciendo uso 
de la definición de igualdad de los polinomios, tenemos 


T (2) lg (2) — q, (2)] = 7, (2) — 7 (1). (2) 


Son posibles dos casos: ó r, (1) —r (2) =0, 0 r, (2) -r (14) 40, 
En el primer caso, ya que 7" (1) % 0, entonces q (1) — q, (1) = 0, 
y la unicidad tiene lugar. 

En el segundo caso, por cuanto la potencia de r, (1) — r (x) no 

es mayor que la de r, (1) y de r (1), entonces la potencia de r, (2) — 
— r (z) os inferior al grado del polinomio 7' (x). Al mismo tiempo el 
grado del polinomio 7 (1) lg (xx) — q, (x)] o bien es superior o bien 
igual al del polinomio 7 (x). Quiere decir, en la igualdad (2) los 
polinomios que figuran en los miembros primero y segundo tienen 
grados diferentes lo que contradice el teorena 1. La contradicción 
obtenida significa que r, (2) — r (1) = 0, y la unicidad en este caso 
ya está demostrada. Al wnir los teoremas 3 y 4, obtenemos el siguiente 
teorema válido. 

Teorema 5. Para cualesquiera dos polinomios P (x) y T (x), donde 
T (x) 40, existe un par de polinomios (y este par es íinico) q (x) y 
r (2) tales, que P (2) = T (2) q (0) + r (2), con lu particularidad de 
que o bien el grado del polinomio r (x) es estrictamente inferior al grado 
del polinomio T (x), o bien r (x) es el número cero. 

Para determinar los coeficientes de los polinom:ros 3 (x) y r (2) 
existen varios métodos. El de mayor uso es el método de eneficientes 
indeterminados, ya estudiado anteriormente. 

Sean dados los polinomios P, (2) y Pm (2), donde n > m, Ha- 
gamos 

7 (x) => a” de ENAUAL o E Canis 


dz) =da qt. dto 


donde los coeficientes e; y d, no están por ahora determinados (obser- 
vemos que en total hay n + 1 coeficientes y Cp == 0). lóxijamos que 
se verifique la igualdad 


Pax) = Pm (2) 9 (2) + r 40). 


Al abrir los paréntesis y al igualar los coeticientes de las mismas 
potencias de z en los miembros primero y segundo. oblendremos 
n +4 igualdades, en las cuales intervienen + 3-1 cuelicióntes 
Cor Cia Cas + + Cnmi Apo Era dor +. os dns Al delerminarios, Ja- 
llaremos, de este modo, los polinomios q (1) y r (e). 


$5) 


Ejemplo. Sea P (1) = 214 — 50 L 2, T (7) = 22* — 3x. Supo- 
miendo q (2) = eya? >i- 02 + Ca (co o r (2) = dez + d,, escriba- 


mos la igualdad 
e 
= (2? — 31) (eya? + ex + co) + (edyz + d,), 
que puede escribirse también en la forma 
2d — 53 + 2 = 2egrt - (20, — 30p) * + 


— (29 — 3c,) 1* + (dy — Seg) x + d,. 


De acuerdo con el teorema 1, son válidas las igualdades 


Í EIA 

2e, — 30, = — 5, 

] Ze 2 — 30, =0, 

| dy — 30, = 1) 

d, = 

De estas ¡igualdades encontramos ec) =1Í, == —Í1, t4= =>3 y dyan 
== — > y, d,=2, y eun este caso resulta que did 
bs 142, 


Esquema de Horner. Analicemos la división de un polinomio 
por el binomio (x — a) 
Sea dado el polinomio 


LN ETS e PA RE 


donde 4, 3 U. n= 1, y sea dado el hinomio (+ — a), De acuerdo 
con cl teorema y, “existen un polinomio q (x) y un número r tales, 
que Pr (2) = lx: —a)q lx) — r. El grado del polinomio q (x) es 
igual a (n — 1). Por eso, q (2) = bye? bt 0. + dy - + 
+ bn... donde b, + U. Determinemos los números by, by, ba, -.. 

. «y Dn.y y r, empleando el método de coeficientes indeterminados. 
Sustituyamos 9 (x) en la igualdad P (2) = (1 — a) q (x) + r, y ob- 
tendremos 


pr" Me. dq” 1 L TO Ad a .... =- o + Gn = 
ye bt p qe io, cad 20) yal + (ba a ab) > da + .. . 
. cp (0, — by) r+ ( lá Aba). 
Según ja rerla de igualdad de los polinomios, obtenemos de aquí 


1) 


AA, 


a, ==), —abo, 


(ln — ba —0b,, 


42 = Br. — 0D n.-2 
A, ==? —2b,_,, 


de donde 
da = 4p- 


b, =47 + aby, 
b, == 0) +2xb,, 


OO E EOCOC >S»2Mm 


E Op 4H GU 2, 
r=4, Ob; 


Así pues, los coeficientes del cociente q (1) y el resto r se expresan 
en términos de los coeficientes del polinomio P (+) y del número a 
con ayuda de las operaciones de adición y multiplicación según las 
fórmulas (3), de donde se deduce: 

a) Si lp, %j: la .... €, Y A son números racionales, entonces 
Do, bis Dar - . + On-1 y 7 son también números racionales; 

b) Si Ag, Cjo la... Opa Y 2 son números enteros, entonces 
Dor Dí, das -- Bn-. y r son también números enteros. 

De las fórmulas (3) proviene la siguiente regla para calcular los 
coeficientes bo, bi, Us. . .. Pp-, y el resto r, 

Escribir en una línea todos los coeficientes seguidos dol polino- 
mio P, (x), partiendo de a,. En la segunda línea escribur, debajo 
de ap, el coeficiente by que es igual al coeficiente 4p. Multiplicar a 
por by y, adicionando el producto aby a a,, obtener el coeficiente b,, 
escribiéndolo en la segunda línea debajo de a,. Multiplicar « por b, 
y, adicionando el producto xb, a a.,, obtener el coeficiente ba, escri- 
biéndolo en la sogunda línea debajo de a,. Obtener. continuando este 
proceso, el coeficiente b,-, y escribirlo en la segunda Jinea debajo 
de á,-,. Multiplicar, por lin, x« por b,-, y. sumando cl producto 
Gb,-, COM Uy, obtener el resto »”, escribiéndolo en la sexrunda línea 
debajo de a,,. 

Esta regla se escribe en forma de la siguiente tablu que <e denomi- 
na esquema de Iforner: 


24 ( 


” % £ 

do | adyte 
fi 
d, 
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El esquema de Horner pernute dividir con facilidad el polinomio 
P (x) por el binomio y — x, es decir, hallar los cocficientes de) co- 
ciente q (1) y el resto r. 

Ejemplo. Hallemos, aplicando el csquema de Horner, el cociente 
g (x) y el resto r, al dividir el polinomio P (2) — 245 — al — 34% + 
— x —3 por el polinomio 7 (1) = x — 3. 

El esquema de Florner tiene la siguiente forma 


De este modo. 22524384 +2—3=(2— 3) Qu? + S1* + 
cb 12a? 0-3 > 100 P 324. 

Teorema (6 (de lezoul). £l resto de la división de un polinomio 
P (2) por un binomio (x — a) es igual al valor del polinomio P (x) 
para x= a, es decir, r - P (a). 

Demostración. Al sustituie en da igualdad 2 (7) = (r—a) < 
Xx q4a) -Er el valor de %, en lugar de x, obtendremos P (2) = 
= (a —a)q (2) + r, de donde se desprende precisamente que 
r = P (a). 

Teorema 7. El polinomio P (x) se divide por el binomio (x — «u) 
exactamente. si. y sólo st, el valor del polinomio para x = a es iguul 
a cero, es decir. se Pa) -: 0, 

Demostración. Necesidad. Supongamos que el polinomio P (.x) 
se divide por el binomio (x — a) exactamente. Usto significa que 
el resto r es igual a coro. De acuerdo con el teorema de Bezout, el 
resto r = / (7%). Por consiguiente, E (2) . 0. 

Suficiencia. Sea P (a) = 0. Por otra parte, según el teorema 
de Bezout, r 2 (a). Quiere decir. r 0, es decir, P (1) se divide 
exactamente por x — (L. 

Demos a conocer algunos corolarios de este teorema. 

3. El polinomio P, (x) = ai — au se divide exactumente por el 
binomiv (1 — a) con n natural cualquiera. 

En elccto, PP, 4x) +- a —a” -. (0 

2. El polmomia E, (a) —- 27% — a se divide exactamente por el 
binomio dr -«) con r par cualquiera les decir. con n - 2m). 

En efecto. Po, loa) o (aji — 4%? U, 

3. El poliranmio P, (1) — 2% 00 se divide exactamente por el 
binomio (e : «) come impar cualquiera tes decir, con n= 2m |- 1). 

En electo, Pay (2) = (97! 1 0%! = 0, Veamos ahora 
cómo se aplican estos corolarios. 

Se necesita demostrar que para cualquier » par natural el número 
(20 - 16 — 5% - 1) se divido por 19. Por cuanto n -= 2m, donde 
mE N, entonces aprovechemos las fórmulas de multiplicación cedu- 
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cida: 
20% = 467 — 3 = 1 = 0 — 1) € (16% 3% = 
= (20 — 4) (207 + 4) + (167 $ 3%) (16 — 3%), (4) 


En el pe sumando el primer factor se divide exactamente. para 
cualguior m € Y, por el número (20 — 1), es decir, por 19, En el 
segundo sumando el primer factor se divide exaclaraente, para 
m =2hk=+=4, REN. por el número (16 :-3), es decir, por 19. 
Cuando m == 24, el segundo factor puede ser representado cn forma? 
de un producto de factores 116* — 3%) (46* — 3%). Si k es impar, la 
descomposición del segundo sumando en factores se da por termi- 
nado. En cambio, si 4 es par, Ja descomposición contiiúa. Realiza- 
dos un número finito de pasos, que no exceda de (n — 1). la descom- 
posición se acabará y uno de los factores de esta descomposición 
tendrá por expresión 16* - 3*, donde s es un número impar. Koton- 
ces, dicho factor es divisible por 19. De este modo, los sumandos 
en la igualdad (4), tanto el primero como el segundo, se dividen 
por 19, cualquiera que sea m € N, y, por lo tanto, también se divide 
por 19 el número (20” -+ 16” — 3* —4), siendo a un númeco natural 
par cualquiera. 

Raíces de un polinomio. Un número a se denomina raíz del 
polinomio P (x), siempre que P (a) = 0. Asignaremos al teorema 7 
otra enunciación, haciendo uso de la definición de raiz de un poli- 
nomio. 

Teorema 8. Un número xa es la raíz del polinomio P (2), si, y sálo 
si, el polinomio P (x) se divide exactamente por el binomio x — a. 

Demostremos el teorema sobre la búsqueda de las raicos enteras 
de un polinomio. 

Teorema 9. Si todos los coeficientes de un polinomio de grado n, 
donde n > 1, son números enteros y la raíz a de dicho polinomio es Lam- 
bién un número entero, entonces el número a es el divisor del término 
independiente del polinomio. 

Demostración. Sea dado ua polinomio de grado nr, (nm > 1) 


Pa (2) = Ay? =a Apart... 
.o. — En - 8 e An (2) + 0) 


y supongamos que q es la raíz de este polinomío. IRealicenmos la divi- 
sión entera del polinomio ?,, (7) por el binomio lr -- a, entonces el 
cociente será el polinomio q (7) == byte ai ri» 
y el resto, el número r. Según se ha mostrado más arriba. se todos los 
coclicientes del polinomio P,, (1) y a son números enteros, entonces 
serán también enteros los números Lo. dj. . . «+ Brn-, y Y. Conforme 
al esquema de Horner. r == q, l x%b,-,. y. según el teorema 8, si 
o. es raíz del polinomio, entonces» = 0. Por eso, lenesnos la igualdad 
Ga Eb, =0, de donde a, -x(—b,-). Por cuanto 4,, 2, 
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(—b,-y) son todos números enteros. de aquí proviene que zu es el 
divisor del número a,. quedando demostrado el teorema. 
Corolario. Pueden ser raices enteras de un polinomio con coeficientes 
enteros sólo los divisores del término independiente del polinomin., 
Este corolario permite determinar todas las raíces enteras de un 
polinomio con coeficientes enteros, aplicando para ello el esquema 
de Horner. 
Ejemplo. Aclárose si tiene raíces enteras el polinomio 
P.ta) = 2* + 24 — 24? — 62 + 5. (5) 


Los divisores del término independiente son: 4, —1, 3, —Ue 
Determinemos los valores del polinomio en estos puntos: 
Pi) =1-2-2+6+=8=>3%0, 
P. 15) = 625 + 250 — 00 — 30 + 3 = 800 +0, 
P. (5) = 625 — 250 — 50 + 30 + $ = 360 X 0. 
Así pues. el] polinomio (5) tiene una raiz entera zx, = 1, mientras 
que los números 5, —3 y —1 no son sus raíces. Aplicando el esquema 


de Horner, descompongamos el polinomio (5) en factores. El esquema 
de Forner tendrá la siguiente forma: 


Por consiguiente, 4 4 20 — 21? — bx 5 = (2 — 1) (4 + 
+ 3? +u-- 3. 

Buscaremos ahora las raíces del polinomio Py (1) = 4 + 3a? + 
+2 — 3. Los divisores de su término independiente son: 1, —f, 
5, —5. No hay necesidad de buscar el valor del polinomio P; (z) en 
los puntos —1. 3. —¿, puesto que estos números no son a ciencia 
cierta las raíces del polinomio P, (+) y, por lo tanto, del polinomio 
Py (x) debido a que el polinomio P, (x) no se anula en estos puntos. 
Comprobemos, por eso, solamente ce] número Í. 


Aplicando de nuevo el esquema de Horner: 


obtendremos P; (2) = (x — 1) (1? 4- 4x2 + 3). por lo cual el poli- 
nomio P, (x) puede ser escrito en la la Pta oz la — 1 x 
Xx (22 + 4z + 0). 

Como el trinomio de segundo grado 24 — 42 -+ y no tiene raíces 
enteras, entonces, por consiguiente, el polínomio 2, (1) tiene dos 
raices enteras: 1, =1, 2, = 1. En estos casos resulta conventente 
introducir la noción de multiplicidad de la raiz. Si un polinomio 
P,, (x) so divide exactamente por (x — a)*, donde: / es un número 
natural fijo, pero no se divide exactamente por (1 — a1*!, entonces 
a se denomina raíz de mnltiplicidad A del polinomio 2, (1). Las 
raíces de multiplicidad unidad se llaman raíces simples del poli- 
nomio. De este modo, el polinomio P, (7) en el ejemplo (5), aducido 
más arriba, tiene una raiz « = 1 de multiplicidad dos. 

Observación. Si queda determinada una raíz x, = 4 del poli- 
nomie P (x), dicho polinomio puede ser escrito en la forma P (2) = 
= (2 — 44) q (2), donde los coeficientes del polinomio 7 (x) se cal- 
culan con facilidad por el esquema de Horner. Para hallar otras raices 
del polinomio P (+), hay que encontrar las raices del polinomio 
g (x). Es importante subrayar que el polinomio q (21 puede tener 
como raiz el mismo número x, el cual se determina también por el 
esquema de Horner. 

Si no se buscan las raíces del polinomio q (2) y se buscan, en lugar 
de ellas, las raices del polinomio P (x). entonces la raíz, ya deter- 
minada, no se revelará por segunda vez mediante el mismo método. 
Por esta razón, después de determinar una rajz, se deben buscar 
las raices del cociente, es decir, las raíces del polinomio q (x). 

Teorema 10. Si un polinomio 


Pra (2) =P + aro y apor 2... + lp 1 + An) 


cuyos coeficientes son enteros y el mayor de ellos equivale a la unidad, 
tiene raíz racional, esta raiz será un número entero. 

Demostración. La demostración de este teorema se realizará 
por reducción al absurdo. Supongamos que el polinomio P, (x) 
tiene una raíz Y = pg, donde p y q son números enteros recípro- 
camente primos. Por cuanto el número p/g es una raíz del polinomio 
P.! (1), entonces se verifica la iS igualdad numérica 


peo! . 
+ a gh-1 Larra hr qua 1 sd id = 0, 


la cual E escribirse en la forma Alida 


ni 
L=- (a += + Es qu En a GE $ » 
Multiplicando esta igualdad por gq", ici la igualdad 
equivalente 


n 


q —apri—ap q... Op pg 0, q". 
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Puesto que lus números p y q son reciprocamente primos, el número 
¡1 pa . , e 
E no es entero. mientras que en el segundo miembro de la última 


q 
igualdad figura un júmero entero. Tal igualdad no es posible, por 
lo cual Ja suposición no es cierta y el toocema queda lícibo. 

Corolario. Se todos los coeficientes de un polinomio son números 
enteros y el mayor coejtciente es igual a la unidad, entonces todas las 
raíces racionales de dicho polinomio son números enteros. 

Examincmos el polinomio P, (x) =ayr" +ax tar t+... 
coo Ay ra, de coeficientes enteros, y el polinomio 


Q) (el = ag=1P, (2) = (ago)? + a) lar 4... + apapat, 


Está claro que los polinomios P, (1) y Q, (7) tienen raíces iguales. 
Denolemos y = dor, entonces 


Q, 10 = 1, (y) = y" + ayy" + agay"* + 
+ aaay As. aa rol, 


En virtud del teorema 10, el polinomio T,, (y) tieno solamonte raíces 
enteras que pueden ser determinadas. Supongamos que dichas raíces 
sean los números y,, Yz, - - -» Ymi entonces los números zp = yn/2o, 
donde k € (1, 2; ...; m), y sólo ellos, során raíces racionales del 
polinomio P,, (1). Así pues, para todo polinomio con coeficientes 
enteros pueden determinarse todas sus raíces racionales. 

Si los cueficientes del polinomio son números racionales, enton- 
ces, después de reducirlos a un denorninador común, se pueden buscar 
sólo las raices del numerador, que es un polinomio con coeficientes 
enteros. 

Ejemplo. Háltense las raíces del polinomio Py(1)=x+ 

4 1 1 Sn] . . . 
+3 %=_q q. Examinemos el polinomio Qy(z) =8P, (1) = 
= (217) + (22)? — 22 — 1, 6 Pa (1) = 4 + —t— 1, donde t = 
= 22. Los divisores del término independiente del polinomio 7; (1) 
son +1, —1. Determinemos los valores del polinomio 7 (t) en estos 
puntos: 


T¡d)=11t—1-—1=0, 

Pi) =-1+1+1-1=0, 
Al aplicar el esquema de Horner, obtendremos Ta (1) = (t — 1) - 
x"(8 + 2 -- 1) El polinomio (t* — 2£ + 1) es el cuadrado per- 


fecto del binomio (1 + 1). Porc consiguiente, el polinomio Ty (t) 
tiene tros rafces: ly -- 4, t, = —1, /, -- —1. mientras que el poli- 


E A : 1 
nomio 2, (1 las tres talces rospectivas: 2, = ir == — 7) la > 


tai 


1 , . . 
+ —-=+. 0 len dos raíces diferentes: una simple x, =>5 y otra, 


e. 1 
de segundo orden de multiplicidad 1, = — 7. 


J6 


Detendrémonos, en conclusión, en las raices del binomio 2, (1) = 
= 2” — q. Según se deduce del $ 5 del capítulo anterior, para n 
par el binomio P,, (1) tiene: dos raíces Y a y — Ya, siempre que 
a > 0, y una raíz 0, cuando a = 0; sia <0, el polinomio no tiene 
raices. Si n es un número impar, el polinomio P,, (7) tiene: una raíz 


Ya, si a >0, y también una raíz (—Y | a |), sia < 0. Por ejemplo, 
el binomio x* + 14 tiene una sola raíz (—Y 11). 


S 6. Método de inducción matemática 


Existe una inmensidad de afirmaciones que dependen de un uú- 
mero natural rn. ¿Cómo se deben entender tales afirmaciones? 

Por cuanto hay una infinidad de números naturales. cada afir- 

mación contiene, de hecho, un número infirito de afirmaciones. 

Por ejemplo, la afirmación: la suma de los primeros n números natu- 
; n(n-+1) 3 % á E a 

rales es igual a =5— , contiene en sí las afirmaciones siguientes: 

para n = 1: el primer número natural, es decir, la unidad, es 


E 1 
igual a A 
para n = 2: la suma de los primeros dos números naturales, es 
decir, la suma de los números uno y dos 


es jgual a 2; 


para n =3: la suma de los primeros bres números naturales, es 
decir, la suma de los números, uno, dos y tres, es 
á 3(8+1) 
igual a A; 


.o . .0.2.oopA s o o 6 a , e . e e e o . » . - o < . . a « o . 3 y 4 


para n = 10 000: la suma de los primeros diez mil números 
naturales es igual a A 
etc., es decir, la afirmación que se considera 
realmente contiene una infinidad de afirma- 
ciones. 

Análogamente, cualquier otra afirmación, dependiente de un 
número natural nr, es, de hecho, la forma simplificada de escritura 
de un número infinito de afirmaciones. 

Surge la pregunta: «¿cómo podemos convencernos de la validez 
de una afirmación dependiente de un número natural?» 

Con el fin de demostrar las afirmaciones dependientes de un 
número natural n se emplea, a menudo, el método general de demos- 
tración, el método de inducción matemática completa. Este método 
está basado en los axiomas de los números naturales. Mas, por cuanto 
dichos axiomas no se han mencionado anterivrmente, cl método de 
inducción matemática completa se acepta aquí sin demostración. 
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Para demostrar ta] o cual afirmación dependiente de un número 
natural n, se haco lo siguiente: 

1. Se comprueba la validez de esta afirmación para n = 1. 

2. Se supone la validez de esta afirmación para n = k. 

3. Se demuestra la validez de esta afirmación para n =k-+, 
tomando en consideración su validez supuesta para n = k, después 
de lo cua) se saca Ja conclusión de que la afirmación es válida para 
cualquier número natural ». 

Haciendo uso de este método, demostremos que para todo núlne- 
ro natural x= se verifica la igualdad 


A (1) 


Comprobamos la validez de la igualdad (1) para n —= 1. Para 
n= A la igualdad se escribirá en la forma: 1 = ES y, es 
obvio que la igualdad se verifica. Supongamos que la igualdad (1) 
se verifica para n -- k, es decir que es válida Ja igualdad 


1424340. 4 DD (2) 


Con ayuda de la igualdad (2) demostremos que la igualdad (1) se 
verifica para n =k +4, es decir, demostremos la validez de la 
igualdad 


142434... +(641)= DIANA (3) 


En efecto, estudiemos la suma 1 4-24+ 3+ ... + (+1). Al 
emplear primeramente la propiedad de asociatividad de la adición 
y. luego, la igualdad (2), obtenemos realizando las transformaciones 
más simples: 


¡A AI A ES 
a kÑ<+1) +(k+1)= ALE => EDI) : 


ES fs 
es decir, confirmamos la validez de la igualdad (3). A base del método 
de inducción matemática completa llegamos a la conclusión de que 
la igualdad (1) es válida para cualquier número natural n. 

Veamos un ejemplo más. Demostremos que para cualquier nú- 
mero natural n se verifica la desigualdad 


AE a (4) 


Demostración. Cuando rn = 1, la desigualdad (4) se convierte 
en una lícita desigualdad numérica 1 < 2-1, Supongamos que la 
desigualdad (4) se verifica para n = k, es decir, que es válida la 


desigualdad 
ae (5) 
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Recurriendo a la desigualdad (5), demostremos la validez de la des- 
igualdad (4) paran = k + 1. es decir, demostremos que se verifica 
la desigualdad 

+41) < 20D, (6) 


Efectivamente, es obvio que £ -— 1 < 2k. De aquí. aprovechando la 
desigualdad (5) y la propiedad de transitividad de las dusigualdades, 
resulta que k+41< 2-2%-1. 11 segundo miembro de la última 
desigualdad puede ser escrito en la forma 2:41. de donde precisa- 
mente se desprende la validez de la igualdad (6). Á basa del método 
de inducción matemática completa Hegamios a la conclusión de que 
la desigualdad (4) es válida para todo uúmero natural ». 

Método generalizado de inducción malemática completa. El 
método de inducción matematica completa se emplea frecuente- 
mente en la demostración de las afirmaciones que son válidas no para 
todos los números naturales », sino sólo para » superiores o iguales 
a cierto número natural p. Entonces, la esencia del inétodo de induc- 
ción matemática completa es casi la misma. pero se cambia el punto 1 
por el punto 1a): «Se comprueba la validez de esta afirmación para 
n = p». En este caso, con el fin de demostrar la validez de una afir- 
mación para cualquier n natural (rn > p) se hace lo siguiente: 

1. Se comprueba la validez de la afirmación para » +: p. 

2. Se presupone la validez de esta afirmación para n — k (donde 
k > p). 

3. Se demuestra la validez de esta afirmación para n =: k +, 
tomando en consideración la validez de la misma para » = k. Des- 
pués se saca la conclusión de que la afirmación es válida para todo n 
natural (nr > p). 

Demos un ejemplo de demostración de una desigualdad con ayuda 
del método generalizado do inducción matemética: demostremos que 
si a es un número fijo tal, que 4 >> —1 y o. < (, entonces para cual- 
quier 2 natural (2 > 2) se verifica la desigualdad de Bernoulli 


(1 + M1" > 1 + ar. (7) 
En efecto, cuando rn = 2, la desigualdad (7) tiene por expresión 
4 + a) > 1 +2. (8) 

La desigualdad (8) es equivalente a la desigualdad 
a? > 0, (9) 


La desigualdad (9) es obvia para a +0. Por consiguiente, la desi- 
gualdad (8) se verifica para los números a: en consideración. Supon- 
gamos que para los e en consideración con n = de (kz;> 2) la desi- 
gualdad (7) es válida, es decir, 

(1 +0) > 1 +ak. (10) 


Demostremos, haciendo uso de la desigualdad (10), que la desigual- 
dad (7) se verifica para n = k + 1, es decir. demostremos la desi- 


6 
7e 1) 


gualdad 
(1 + aye > 1 + ask + 1). (11) 


Para la demostración multipliquemos ambos miembros de la desi- 
gualdad (10) por un númoro positivo (1 + «) (por cuanto 4 > —1, 
entonces, 1 + a > 0). Obtendremos la igualdad 


(1 + 0941 > (1 + ak) (1 + a), (12) 


que es equivalente a la desigualdad (10), es decir, obtendremos que 
la desigualdad (12) se verifica. 
Demostremos ahora la validez de la desigualdad 


(1 + ak) (41 + 0)>1 + í(k + 1). (13) 


Trasladando todos los términos de la desigualdad (13) a una parte, 
abriendo los parénicsis y reduciendo los términos semejantes, obte- 
nemos una desigualdad equivalente ak > 0, la cual se verifica, 
puesto que a => 0 y k > 2. Por consiguiente, la desigualdad (13) 
es válida, pero entonces, aprovechando la validez de las desigualdades 
(12), (13) y la propiedad de transitividad de las igualdades conclui- 
mos que es válida también la igualdad (11). De este modo, la desi- 
guoldad de Bornoulli queda demostrada pata cualquier n natural. 
n > 2. 

Tiene sentido que sea retenida en la memoria esta igualdad, pues- 
to que cón su ayuda se puede demostrar la validez de muchas otras 
desigualdades, por ejemplo, la validez, para cualquier r natural, de 
la desigualdad 


n+1 


1 < (14 7). (14) 


En efecto, realizando ciertas transformaciones elementales, obte- 
nemos una cadena de desigualdades equivalentes: 


tar 7 4 yn+1 (n 4-2y%+1 gn 
Mi < (A Sar 


n-+2 [ n(n+4 2) ]” n+2 1 n 
Smile >! 05 


Con el fin de demostrar la desigualdad (15), para n.>2, apliquemos 
la desigualdad de Bernoulli (7) a la expresión li)" 


> io 


considerando a = Obtendremos 


NN 1 
(n+ 4). * 


1 n n 
+ (+) >> 
Muiltiplicando ambos miembros de esta igualdad por un número 
242 obtendremos 
n+1"' i A 
n-+2f. 1 ds n-|-2 a 
n-+4 | de qa 1)? )] > +1 [ds (n +1)2 )- 
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positivo 


Por cuanto 


| o  n ] HE 1 
n+1 (n+1) ERE TRE parar ; 


entonces, empleando la propiedad de transitividad de las igualdades» 
tenemos: 


ale > lt) >! 


De este modo la desigualdad (5) queda demostrada. 

Como la desigualdad (15) es equivalente a la (14), ésta última 
también se verifica paran 2. Por cuanto es obvia para n= 1, 
la validez de la desigualdad (14) queda demostrada para cualquier 
n natural. 

Resolución de los problemas de divisibilidad. El método de induc- 
ción matemática se emplea también para resolver problemas de divi- 
sibilidad. 

Demostremos, por ejemplo, que para cualquier 1 nalural el nú- 
mero N (n) = n3 + ón es divisible por 6. 

Demostración. Cuando n = 1, el número N (1) = 6, y, por eso, 
N (1) se divide por 6, es decir. la afirmación es válida, sí mn = l. 
Supongamos que la afirmación es legítima para n = k, es decir, 
que N (%) = (* + 5k) se divide por 6. Aprovechando el hecho de 
que el número N (k) se divide por 6, demostraremos la validez de 
la afirmación para n = A + 1, es decir, demostraremos que el nú- 
mero ÑN (k +41) = [(k + 11 + 5 (x + 1)] se divide por 6. 

Efectivamente, haciendo uso de la propiedad de asociatividad 
y de conmutatividad de las operaciones sobre los números y las oxpre- 
siones algebraicas, tenemos: 


N(k+4)=l(E+ 19 (ER) = +34 3k+4+ 
+ 5k+5= (6% +54) +6 +34 + 3k = 
= Nk) +6 + 3k (e +1). 


Por cuanto k y k + 1 son dos números naturales seguidos, uno de 
ellos es par, por lo cual el número 3k (k + 1) se divido por6. Te- 
niendo en cuenta que el número Y (k) se divide por 6 y el número 6 
se divide por 6, obtenemos que será divisible por 6 también el nú- 
mero N (k + 4). A base del método de inducción matemática com- 
pleta se saca la conclusión de que el número ÑN (n) - n3 + ón se 
divide por 6 para cualquier número natural », 

Analicemos la resolución de un problema de divisibilidad inás 
complejo, cuando el método de inducción matemática completa ha 
de emplearse varias veces. 

Se pide demostrar que para cualquier » natural c] número 
(32" —— 1) no es divisible exactamente por el número 2"+, 

Cuando n = Í, la afirmación es evidente, puesto que $ no se 
divide por 46. Supongamos ahora que la afirmación resulta válida 
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para n = k, €s «decir, que el número (3** — 1) no se divide exacta- 
mente por el número 2*+. Demostremos entonces que el número 
(3% — 1) no se divide exactamente por el número 2%+% es decir, 
la afirmación es válida para n = £ + 1. Representemos la expresión 
(32% 31) en forma de un producto: 


gahtl E (ga a 1) (ga + Del 


Por hipótesis, cl primer factor del producto no se divide exactamente 
por el número 2*+, es decir, en la representación del número com- 


puesto (32%. 1) en forma de un producto do números primos el 
número dos se repite no más de (e + 2) veces. De este modo, para 
demostrar que el número (3%** — 4) no se divide exactamente por 
el número 2**, se debe demostrar que el número (3% + 1) no es 
divisible por 4. 

Con ol fin de demostrar dicha afirinación demostremos una afir- 
mación auxiliar. para cualquier r natural el número (327 + 1) no 
se divide por 4. Guaudo rn = 1, esta afirmación es evidente, puesto 
que 10 no se divide por 4 sin resto. Suponiendo que (32% + 41) no 
es divisible por 4, demostremos que tampoco (324+*D + 4) se divide 
por 4. Representomos la última expresión en forma de una suma 
3290 44 = (32 + 1) + 8:32, El segundo sumando de la suma 
se divide por 4 exactamente, mientras que el primer sumando no se 
divide. Por consiguiente, Loda la suma no es divisible por 4 sin resto. 
La afirmación auxiliar queda asi demostrada. 

Ahora está claro que (3? + 1) no se divide por 4, puesto que el 
número 2* es un número par. Oblenemos en definitiva, en virtud del 
método de deducción matemática completa, que el número (3%* — 1) 
no se divide exactamente por el número 27**, cualquiera que sea n 
natural. 

En conclusión deraostremos por ol mélodo de inducción matemá- 
tica dos afirmaciones aducidas anteriormente ($$ 2, 3, cap. II). En 
el $ 3 se expuso la fórmula del binomio de Newton: 


(arrolla Can AR Oro”. 1(16) 


Aquí, C% sou loz ensficientes binomiales que se calculan según 


4 Lá ; tn e n! 
la fórmula € — =p 


Demostremos la igualdad (16). 

Cuando » = 1, la lórmula (16) se escribirá en la furma (a + b) = 
= Cal + Cib!. Vomando en consideración la regla para el cálculo 
de los coeficiontes binomiales, oscribamos esta fórmula en la forma 
(a + bl = 04 + bl, os decir, nos convencemos de que la fórmula 
(16) es válida paran = 1. Supongamos que ella es válida para n = k, 
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es decir, que se verifica la fórmula 
(a+ bye =Cja? + Cja be Co aio y 
A A A AS AN, Y) 


Demostremos, haciendo uso de la validez de la fórmula (17), que 
la fórmula (16) os ciorta para n = k + 1, es decir, demostrcmos que 
se verifica la fórmula 


(ayy O anat O ati 


ECO Ca a Cbr (18) 


En efecto, utilizando sucesivamente, al principio, las propiedades 
de la potencia con exponente natural, luego, la fórmula (17) y, por 
fin, la regla para multiplicar polinomios, obtendremos 


(a+ =(a4+b) (a+ bY=(a4+D) (Chat + Crab 4 Cra... 
PO apa Can Rp, 
co PO ao y Cb = Chat y Clatb+ Chabbro. 
EC arpa Cat AA gp, 
co PACTA Cab RR Cato Ca RC ai. 
PECAR y Chablpl 4 CPP tar 
POR da Cp, (19) 
Reduciendo los términos semejantes en esla suma, llegamos a que 
(a+ by =Cra + (04H Ca) ao (CR RC a) ab... 
o (CAE y at CRU Ca 
TS SA OO 


Por cuanto el coeficiente Cf es el número de combinaciones de nr 
elementos tomados a k (véase $ 7, cap. 1), entonces 


mt "a __ gn+l 
Cn + Ch =Chste 


Hactendo uso de esta igualdad y también de las igualdades evi- 
dentes Cf =1 =Ci,j y Ch=1=Chilis oblenemos la validez 
de la fórmula (18) que se predetermina por la de la fórmula (20). 
A base del mélodo de inducción matemática completa se saca la 
conclusión de que Ja fórmula del binomio de Newton (16) es lícita 
para cualquier número natural »r. 
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En el $ 2 se ha aducido la igualdad de las expresiones algebraicas 
(A — BAT GP APABR ¿4 AB? 4 B9L) = 4? — Br, 
(21) 

Con el fin de demostrar esta igualdad para n > 2, recurriremos al 
método generalizado de inducción matemática completa. 

Para n = 2 tenemos la siguiente cadena de igualdades: (4 — B)X 
Xx (4 + B) -- 44 + AB — BA — B? = A? — B?, es decir, la igual- 
dad (21) es justa. 

Supongamos que para n = k (k > 2) la igualdad (21) se verifica, 
es decir, cs lícita la igualdad 


(A —= BA?" Y AMB ARIBRp 
ABRI BA A BS, (22) 


Aprovechando la igualdad (22), demostremos la validez de la igual- 
dad (21) para n = k + 1, es decir. demostremos la igualdad 


(4 — BAR Y AMABA RBA 
e HABLA 4 B*) = 44 — Br, (23) 
Efectivamente, haciendo uso de las propiedades de las operaciones 


con las expresiones algebraicas y de la igualdad (22), obtenemos una 
cadena de igualdades idénticas 


(ABLA! AMABA RG. ABRA By 
=(A— PMA? Y AMABA Bl AB) 4(A—B)B*= 
=(A— BAM A MRBR AP ABU) AR (AB) BA 
=(Af— BR) AH (AB) B= AM BRA Y AB? — Brun 443 — Ben, 


De este modo queda demostrada la gualdad_ (23) y, por lo tanto 
también la igualdad (21) para cualquier n >> 2 natural. 


Ejercicios 
0 el valor numérico de las siguientes expresiones algebraicas para 
a = —0,1 (1 . E 
y La —2a- E 1 [ (a +2)?—a? 3 ] 


a—3 401—4 a? —a 
2 6 4 [y a+ 
e ( 2a—4 ' T=40  2a+1 (1 412—4 ) 
a—2 í ad—a 2 
de ar, "aaa )- a+1 + +oiart * 


“e +1) A A e 
A A o 


A NS 


401 " a3+p8B daa] " ar+2a 3—6a * 
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Ue el El Pr de las siguientes expresiones algebruicas para: 
a y b a — (6 


6. a? (a-+ b%) (a?-—b9) (a? —b) 7 a+ y b14 dai— 4 
(a? + b2) (24 — 3b?) aa —b+Hb0d 24) * 
at+ 64 
b(a+22—4 (a—b)—al—8 * 


(oo [o— o: (Ea) 


b 4,75 TA 


Hállese el valor numérico De a feia expresiones algebraicas pare 
m=dt0, n=4yp=5 (11... 15): 


11. de (n+5)]"— p (m— 139. (a Bn —3 im? gara) : 41 x 


eya 
mn+>10 


12. (m2?4- pr41.2m-1g3nt1.9 3 y: [(20—4n)-59 (Qn-+2/M-5], 
10=8n 
(2 (p—4)29-1.(3p7-12) 2  +45-n30-2) .(m—4y2+p-5 
GmM+5.(2 (n —5))P+5 4-(32 —4p)20-1 E: 

5:43P.(2m — 11398 —4 (p— 41-327. (2n)? 
14, 5201 GEI 7 (mm —8)2M40.27I0R + 

(m + 26) -(3m — 1232042 — 8. 1.(p4-n)3— 384. (m —4)P 

(2n + 4m — 2217-2 i 

Hállese el valor numérico de las siguientes expresiones algebraicas para: 


8, 


13, 


15. 


a=—Y3,b=1,ce=3B, r= --3 (16 ... 20): 
2 a 118 E En == »— 
16 (z aj" E br” q b—e e e de a 
ab a (a —b) bia—.b) be ne ab 


_1 1 4 erj al e 
nd 2(z—a 2(2+a) Ta Hr 5) ba: 
18 ad—á a—iI E Sab? 15b%c4 35 E 2 
"CBA ad leal BE ad A RL ol 
re 19 — ir — 199 


[ DICEN Hao taa) a 
A 


Hállese el CVA de las siguientes exprosiones algebraicas (21 ... 25): 
21 a? p? e? 
á e (a—c) + (b—c€) (b—0) E (e — q) (cb) : 
, Bb 4 al 
de (== 2a—b E pbiáa? ¡za +b) " 4ad—p3 * 
23 a—2la+i 1 (a+2*—al A ] 
] a—3 i a*—1 ai—a ]' 
: a b Y, 9t—bi 3. m—4 
lá. L m (b-— e) A n (a—c) ) " abíim—c) ]" (m—2 ta-p1) * 


19. 


20. 


==] 
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: a+! a e—t abit? pr 
2. E tati? 2 A (tae lata al 
Hállese el GVA de las siguientes expresiones algebraicas (26 ... 30) 
2. 4atW3 1la-j 9 e Za 3 
lao ES i ES " 
Qu at— 


ai * Cab a FDO? a TT: 


| 4 pd 4 1 b 

a (3) (+) 1 2 
eb. lie y4 4 1 

si ¿4 ? (m—a(b+1) Ta * 


be 2. 


pay), ff 2-5412,,1. ini atea . arte? 
sl L a--b dl j L ++) +4]: 5 gi ? rta * ¿dio gd * 
Hállese el CVA de las de expresiones algebraicas y simplifíquese 
estas expresiones en sui CVA (31... 40): 


31. (Jair H+.t1-—-AKnir): (F-F+.- = de 
32. (213?8yx By? (ray?) : (— 32 iy 4ryozy). 

33, [3atb*?x? Sade ¡—60%22)) : (15az -2yza Tayx). 
34 ¿ely ap, 21xaly3y? 

"  3yz ixy3 * Aley?z * 

(e Sah . ubhe Di 15a%b*e 


ns 12b%0 * dht Sabe 


pt? gay adi a 
30: (E db 7): NT 


y (E ¡6 . ai—áa+/3 )- a+ 3a—4 
aida 4 * 2a24+344-1 “—da 2” 
b2-.104 _ 5-10 a—ib Pad 
abi " a—h 5 a+ 2abr db?” bib * 
39 E fer2 _8e3 )]: c+ 2044 
"Lega * he et ac 2b (a —ce) 
a?-—-ab-¡ b? a +2lab—3b2 xy. 1 
bd az —d4ab—:10? ad—p3 ) " a—ib + 
np ¡¿a+l  2a—2I 
VE "Sade "1041 acó l 
Simplifiquese las siguientes axpresionos algebraicas (41 .. . 65): 
41. 3 1-2 —217—1). 
42. 18--S (x+2)—3i2+4). 
43. biz—2—4131r—3)—21 44. 
4. Biz -41—4ix—3)—5 (£—2) —Y (B8— 7) +20. 
45. 2r—5]|7- ¡7 —f)+3x] —21. 
46. 1A—x-+213--2 [142 [2—2) —x). 
47, 24 5[2-—4(1—we8] —2—((1—11—3 [+2 12 —11] —22). 


O E IR 
20 


49. = (=—-3)- ces (+ e. 
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x 1 :S TN BE 
0 4 y (1) + (71). 


0,75—x 2r+4 1 
dí. MEE 
52, 0,512—3+ Mr e 

¿A e 

dz +5 1 h 4 

í : Y 
5 E 404 (+8) 

11+2 4x—á 0,752 


54. —¿— 1 o a E 
+0 522 1040, ue 


8 z oz z 
A A 
57. a—(2a— [3b —2 (4c — 2a)] — 3 (b— 23 
58. 274 [52 —(14y —32)] —3 [5y —2 (32 — 6y)] 

59, 3y —(16y — 2 [3x2 (— 12y) —5)] +2). 
60. —2 [a—2 (b—a)] —3 [»>—4 (22 — 3b)] + 2a. 
61. 6(2a—3[b—2(c +01] —3b)—4(0—2 fa—4 1e—a1—20] 4-30). 


62. 0503 (— 050) — llos 125) ]-(F-2). 
le 16—c)—20]-1 (0,5 (5— y 5)- 520, de (+-5))). 


OA ES Ed 45) —2| 0,4 (<- za 2 02 (7) 21 


Es 
CU 


815 15 4 8. 4D 3 4 
E b a-++b—1 
65. 0,2(3) +a—05|2 (F—+) F (+0. a) ]-E2. 
Descompóngase los polinomios que siguen en el preducto de por lo menos 
dos polinomios (66 ... 85): 


66. 5mzx + 3ny — a — 3nz1. 07, 5 + 214 +50y +0. 

68. ax — da + by + ey — ex — ay. 69, 34% — Galh 4 3a3b2, 
70. 36:x?y? — 100. 71. 25 — 4Y9a?b8?. 72, 4p?gl — 8ta2 

73. (2a — 3») — (3a — 20), 74. (m H 2n? — 4 (3m — 13*. 
75. 9 (a — 30)? — 16 (b — 2a)?. 76. al — c2 |- My? — Guty. 
77. * — 608 — ed — 2er — 2 79- 9, 78. a bd — 27:19", 

79. 1 + 1000 y. 80. m?b8c% — 8k%. 81. 1251 — 34307. 

82. 834? + (5 — 2a). 83. 64 (m — ny + 1. 

84. (2a — db — (3) — aP. 85. 8 (xr — y? + 27 (y — 2]. 


Descompóngasoe los Ps que siguen en el produuto de cuaten polino- 
mios por lo menos (88 ... 100): 


86. 2501.81y*%z? — (21ar. 81y22? — 25b1.1690? + 1210? L0a? 

87. 1440?b8 25410 — 490% 25410 — 144a?p8 + 49d, 

88. 1257 «(a 4- b)? — 12323 .(3a — 2b) = (8 (a -|- 1»)? + 3 (3a — 25), 

89. 25 (130 (a+ dy — 1257 y? (a—31).4 2 y? (a+ 7b)?. 

90. 167? .64a%b% — 225 (3m — ny? .li4atb! + 167? — 225 (3m — nm). 

91. 9 (1+1N2-272'1*-46 (242y)?.-640%094-0 (14-y2-125m? —46 (242y)2125m3. 
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92. 2a1y5 + aby? — aby? — 2aty?. 

93. 13x*y?.3a — 39y*-3a — 13x%y?.9a? + 39y1.9a1, 

94, 364? -49,.:? — Yad?.4972 + 364? Try — 9ab? -Try + Ba? -14x — 
— Yad? -1á4z. 

95. 15) -4a* + 45mb?.4a3 +- 15b .f6ab +- 15mb* .16ab. 

96. (1 — 12) (y2 — mi) + (6x — 9) (y? — m2) — (1 — 2?) (2mn + m2) — 
— (6x — 9) (2mn + n. 

97. (25:12 -/- 13) (a? + tab) + 9 (25722 4 19) (B2 — e?) — 9 (y3 + 107b) x 
X (b% — a3) — (y? + 1020) (a? + 6ab). 

98. (2 + y) qué + 05) — ab? + (2+ y (a + b) — (a + b). 

99. (yY—y? y y) (121 — 2522 —107)— (121 — 2511 — 107) — (y —y4 941. 

100. 16 (ua? — 14 — d) (Oy — 4xy*) +- 168 (9 y — 4xy?). 

Redúzcanse « un denominador común las siguientes tres fracciones algebrai- 
cas (101 ... 110), 


1 1 ES. ME 
101. Tapar , in yl Ñ 21d-—2ry * 
1 1 e 
2 O? AO IA 
1 1 e 
10 ATT ATA? IA 
4 A: A 
IA ERE IAE? RA 
4 E: 
rr a ri o rs 
- Wox+4by * 18cx412cy * 8ta?—46y? * 
de at 
a? PE a 
1 4 - 
1. a AED CE 
1 to 1 
109, i2aT— Baby? ¡40 — Gb)? d 4a3—Qp? * 
110. — - : 


ai— y ' 2114 21y4+2y? * axi—ay? * 


dr el CVA de las expresiones algebraicas y simplifiquese éstas en su 
CVA (111 ... 130): 
111 a% — atb— ab? —- 23 
* ad Bath 3abi4-2p3 * 
á4b*-4-110? +25 
4bi —Yb? + 30 —-25 * 
3a2+ a ai — La 
arl-ha- 4 aia 4 * 
—ób  . dadb+y 1002? 
be—Aab—5 * 3aihH46abi 
234 yt-pay , ad —209 4 40b —21+1 
a—y  * aiH+8 4 7 T—10 * 
b3— 17h 4-12 bi. 3 D48 
— BD  —" y—8—9 * dEp4p—5 * 


112, 


113. 


114, 


115, 


116. 


11K5 


Af pt" eqe—2 "lex 20 Cc 4-3 
Exy — 14y 1i—á ár—i . 3Iui—I—id4 
2—2 zp 4ári44 " 4ad “rar 
a—ía—65 . a—tlii—451 / bs b4411 
at—tta—45 * a—6a8 —27 " b2-421 " 52 ). 
124842? . at+2a El i0ai—49 |. 2Z2aia—1 
táal—Ta * 2a—-1 1 "NX dal4+a—14 * 245 +2 ). 


c2—e«—20 ee , e e? —3c— 15 


199, Gar áBa? | ade 
TOA a a 
A 
2430427 (241) (245240) " 
" (a—b)(a—c) bota) | (e=ajte=bi * 
b—ce e—a a—b » 9 2 


ss ta —bi [a —<) la 


(0 — e) La za tle=b, a—=b be e—a” 


DA E 1 EN , ña 4 
ata "CERA AA AAA 
127 a*— p* a 4- p$ at—y1 
* "aa—b2 213 tay ai ta—b) 
4 FA 4 
128. (+3) e —yP4zyl + (-7) [(1+y)—xy] 


129 T+HY_ t—YY. ( I+HYy _ Ip 
"Nay a4+y! Vi=y 24+yj]' 
1 z+y ys, iy 
Er a Er 
Hállese el CVA de las siguientes dos expresiones algebruicas A y B, y de- 
muéstrese que en este campo se verifica la igualdad idéntica 4 =B (131 ... 160): 


ai—2 48b* ES 
131, 4= Bab * sai— 41002 * BS 543 * 
_  a—p a?— y a ab 0? 
A a 
ai=1b6 205 , 3(a—3) 
(33. A= 5 as Pa" 


134 ¿4 Ep da. ar 70440 y, 
CE a+ 4” a+ 302-2 AD 
135. A= 2a—3 dad—da— 7 04-504 


a+ 3ab—258 — aé—8p3  2at—5ab4-2b 


or oa OS 
a—9 (a+3 20-86 
O O 
138 4=( m+áóimin+ámna? | (m-+2n)? )- m3i—án? gp” 
j 3min—5mn?—2n3 * 2Zimi4pn3 ) YImi—3mn+n2 ” n * 
1390. A= e—á4m? — c%42em—ém? dim? 
E BRE 3 2 —4m? "7 e de 2m) * 
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l-Lai—a a—al 1 


10: Aa le l—an ” ds ii—iao * 
pa je Es í 2 
144. A A, BIE B=1. 
xi 2? — 34 yr—y 
A 30+5 1 
Mc Y a Mo” 
5 12b—% TU 12:39+4) 1 
18 Ar PFI Maa PA: 
A: al Apia E ay E. | q DA =f 
A a de a 
d E A E e de 43 
MO A TS CAT CTA 
, ¿dl da 1 z 
MAS is Si rm —_— 
sii Md io ej a? ar —2a? empre ¡aut * 
E A A AA O 
ir y) (r—z) y—Di—x ' lat —y 
3 minr n3mr rimn e 
rr ir ver rei rar 
149 _lac | buy) — tam +bdcJ  (acH+bmy' 4 lam A: be)2 
e la — hice —mh (a+ db emi , 
B= Zu |-bmi ¡am + bc). 
AH dep AS 2 1Bi2e +15) 
ii 42 +0 2043 '” B1—1ñet ia 
151. 4 cada ip los” ra di 412 B=2 
ai a 10 rip Pr ro 
z Lar ia—o . A— Y O | 
SA a Ct TA 
A Pl — | Pta—2 PP _ lr—y 2 va, 
153 A= ETA | Eto uta? B=1. 
15% 4 5 Pirro 2? y ar y? 
Cr Ay > ay : 
2? , 434-p* za? 12 3 y2 
155. A Arlt) ' B= (= y (E ) a 
ES, a+ , a+ 9 ai+5 a 
156. A A) Bet 
a tf ti—3 b—3 Tb—4 bi—tá 
TIPS E am a ll a A o er = — 4). 
a a e ES 
_ (Ao Bac oy. 1 1 
158, 4=( Bear L2e—a ) “Vai  — di+2uc+4e2 d 
B=1—2c+a. 
250, q A q 20m, 2 E B6Y4_ pb 
A Nr UT TA 
Jm 12m* — Qm 9 _ 
100: —(G— my (1 =3+ 27 — mi? as yo)» ERES 


Demuéstrose, para eun a icra números positivos a y b, que se verifican 
las desigualdades (161 . 65): 
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161. (a1—Y2 > 4ab (a—b12. 162. ad4-0 > abHab?. 


a+db a b 
163. (a+) < 8at4-8b*, 164. IE a > 
165 ad y? > (3 a+b y 


2 


Demuéstrese, dd uso do la desigualdad sobro la medi aritmética y la 
media proporcional, que qdo en números positivos a, b y e se verifican las 
igualdades siguientes (166 ... 168): 


166, E 2; atb+e. 

167. (a+0) (b+ c) ed c) =8abe. 

168. a+ 524 e? > ab+ be+ ae. 

169. Demuéstrese que para cualquier número real u se verifica la desi- 
gualdad 


tio 


170. Demuéstrese que siaz>b>c>> 0, entonces 
E 3. 


171. Demuéstreso que si 2, >0, 2, >0,...,4>0ya+a+... 
+ an = 1, entonces 


aa... ad . 


Demuéstresa m0 para cualquier » natural se verifican las siguientes desi- 
is A . 173): 


1 1 
2. Artt <2. 


4 1 1 
A ars? 


Demuéstrese que Dn cualquier m y p natural se verifican las siguientes 
desigualdades pS 


4 1 


os e e 
PRENSFAAO SRF: 
17, A prtrerprt: dd A >. 


Demuéstrese que para n > 2 (n es An número natural) se verifican 
las siguientes desigualdades (177. . 184): 


o Les (3) 
177. (ni? >n". 178, CS EE 179. An 3 7) 


104 4) (2n +4 
180. <> 16 al [MAA 


i+n yr 1.035 2n—1 1 
182, i<(=32) . 183, DARA 3 aní 
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1. 4 
e a le A E 
a 


Descompónganso, según la [órmula del binomio de Newton (183 ... 187): 
6 mn qe a 
185. (a <+) . 186. (a—V 2". 187 (a—Y 32+(0+Y 3). 


dde ps Aa séptimo término en la descomposición del binomio de Newton 
4188 ... 191): 


3 12 
188. (24-b19. 189, (Sa—2)10, 190 ta?—2a)U, 191, (+3) 
Hállense todos los «, para cada uno de los cuales el coeficiente de a* en el 
desarrollo del binomio de Newton es un número racional (192 ... 194): 
192. ($ 34] 2-43, 193, (Y 24 3-ay. 194. (y 3-a+'7 2), 
Hállese el coeficiente de ró de los siguientes polinomios (195 ... 200): 
: 14 
195. (2 y] . 196. (2234), 197. (14 x—28)4, 


198. (1— 22 +22) 199. (1—:2)2.(242)9. 200. (14+20)1-(x —4)?. 

Escójause los números A, B, C de tal manera que se verlfiquen las siguien- 
tes ignaldades idénticas (201 ... 205): 

201. 124. 22?— 1022 —22 + 15 =(24+1) (194 12? 4 Bx4-C). 

202, 3:c% -—ré-—3r 4 1 =(124+14) (3224 4124 Br4+-C). 


gl +4r—1 qn A B , C 
E ci era 
724 A B C 
A A E A 
204 A+ dir 0 rd + +3 + (2-3) ” 
. 4d A BIC 
rr e e er 


lHállenso, aplicando el esquema de Horner, el cociente y el resto al dividir 
por (z + 1) los siguiontes polinomios (206 ... 211): 

206. r* -+ 03 + 327 + 16. 

207. t4x — 4 + 272% — 927, 208. 3 — 7 — 6. 209. x* + 1951 -- 30, 

210. 4 (x + 5) (x + 6) (z + 10) (zx + 12) — 322. 

211. (12 + 47 + 18)? + 3x (2? = 4x + 8) + 3, 

Cercióroso, aplicando el esquema de Horner, de que tanto el número (—2) 
como el número 1 son raíces de los siguientos polinomios (212 ... 214): 


212. (124 n+ 4 (24 41) —12. 213. (12 + 2 + 1) (1? + 2 + 2) — 12, 
214. 224 + 773 — 271 — 131 + 6. 
215. Cerciórese, aplicando el esquema de Horner, de que el polinomio 


(1? + 42 + 3) (12 + 121 + 35) + 15 


se divide por el polinomio (x + 2) (zx + 6) y hállese ol cociente. 
216. Corcióreso, aplicando el esquema de Horner, de que el polinomio 


6 + 1677 — 3228 + 482 — 32 


se divide por el polinomio (1 — 2). 

247. ¿Se dividirá el polinomio (2% — 1072 + 16) + (2% — 11? + 24) por 
el polinomio (1? — 8)? 

218. Demutstrese que la suma de potencias iguales rx + cM no es divisible 
por la diferencín entre sus bases z — c. 

219. Demuéstrese que la diferencia entre potencias iguales impares z*htl — 
— eM+ no es divisiblo por la suma de sus bases x + c. 


112 


220. Demuéstrese que la suma de potencias iguales pares 12% +- c3A no es 
divisible por la suma de sus bases z + c. 
221. Hállense las raíces enteras del polinomio 2? — 23 — 2124 4x — 24. 
Daibin. empleando el método de inducción TU que para 
cualquier r natural sa verifican las siguientes igualdados (222 ... 241): 


222, 14243+...+n A 

223. O O ES 

24, E A E IC 

225, 10430454 en LTD 

226. 1-24-2-343-44-...+n 44) EEN 

227. 1-2-342.3:443-4-5+...bn(n+1) (14-2)= En, 
228. poro pm PAE 


229. o ap 


230. 34324394... 43800 LA 
231. 2.204 3-21. 44-214... Pp(n+4):29-1=p-2?. 
ae tata te ADA TR 
2 o nr, 
an Pi Pe m3 203 
ex a+ + +30 m FET ICE IÓ HH: 
236, tantas” sd FAT 
23d. El TArar o MATA E 173 + a 
238 rstastarr + 
ESTE ES TE 
en mrtatate- Aur > 

=3 (+: "+9.72)- 
4 rta t TAPIA 


e nta+1) 
— 2(2a+-1)í2n +3) * 


8-0382 145 


Demuéstrese (por el método de inducción matemática) que para cualquior a 
natural se verifican las siguientes desigualdades (242 .. , 244): 


1 1 1 1 4 

A E er E 

243. 2 E e sl L —_— 1. 
Yn+ NV >? n+ 


n 

244, (ab) > (+) : 

245. Demuéstrese que para tudo n > 5 (n es un número natural) se verifica 
la desigualdad 2% > n*, 

246. Demuéstrese que para todo nr natural (n > 3) se verifica la desigual- 
dad nl > 2%. 

Demuéstreso que para cualquier n natural: 

247. Tl numero nó -+ 5n es divisible por 6. 

248. 15] número n3 + (n + 1) + (n + 2)? es divisible por 9. 

249. Fl número 47 -- 158n — 1 es divisible por 9 

250. El número 3%” -— 4 se divide por 2?+2 y no se divide por 2%+*, 

251. El número 5 — n se divide por 30. 

202. El número 4%" — 3279 — 7? se divide por 84. 

253. El númoro 62" 4 192 — 294 se divide por t7. 

254. El número 4392+1 4 3942 se divide por 13. 

255. £l númore »? pe — 1) se divide por 60. 

256. El número 6n5 -+ 15n1% + 10n3 — n se divide por 30. 

257. Li] número 207%! + 489+1 — 39+1 — 1 se divide por 323. 

258. El número (2n)* + 20 (21) se divido por 48. 


CAPÍTULO 


IU 


ECUACIONES ALGEBRAICAS 
Y DESIGUALDADES 


Sean dados dos polinomios A y B. Si se plantea el problema 
(cap. 11) de resolver la ecuación A = B, se dice que está dada la 
ecuación algebraica A = B. Si, en cambio, se pide resolver la desi- 

gualdad A > B (4 <B,A>B,AS< B), se dice que está dada la 
desigualdad algebraica A > B (A < -B, A>B,AS< B). 

En este capítulo se estudian solamente as ecuaciones y desi- 
gualdades algebraicas. Por eso, en lugar de Jas palabras «ecuación 
algebraica» escribiremos simplemente «ecuación», y en Jugar de Jas 
palabras «desigualdad algebraica», simplemente «desigualdad». 


$ 1. Ecuación con una sola incógnita 


Conceptos principales y definiciones. Supongamos que se pide 
resolver la ecuación 
R(a) =0 (0, (1) 


donde R (x) y Q (2) son polinomios enteros (véase el cap. Tl) res- 
pecto de la letra zx; entonces, z se denomina letra incógnita o, sim- 
plemente, incógnita, y la ecuación (1), ecuación algebrarca con una sola 
incógnita. 

Por cuanto el CVA de los polininiios R (2) y O (x) se compone 
de todos los números reales. el problema sobre la resolución de la 
ecuación (1) puedo enunciarse así: hállense todos los valores numé- 
ricos de la incógnita x, cada uno de los cuales convierte la ecuación (1) 
en una igualdad numérica justa. Todo número de cste género se llama 
raíz o solución de la ecuación (1). Por eso, resolver la ecuación (1) 
significa determinar el conjunto de todas sus raíces. 

Si el conjunto de todas las rajces de la ecuación (1) consta de k 
NÚMEeros Z,, La, - . ., Z4. entonces se dice que la ecuación. (1) tiene 
sólo k raíces x,, Za, . . .. Ta, es decir, el conjuuto de todas las solu- 
ciones de Ja ecuación (1) es el conjunto M = (2,, Za, ..., tp). 
Si el conjunto de todas las raíces consta solamente de un número z,, 
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se dice, además, que la ecuación (1) tiene la única raíz o la única 
solución x,. 

En el caso en que el conjunto de todas las raíces de la ecuación (1) 
es un conjunto vacío se dice, que la ecuación (1) no tiene raíces. 

Por ejemplo. os evidente que la ecuación 2? + 4 = —(x2* + 4) 
no tiene raíces, pues la ecuación no se convierte en una igualdad nu- 
mérica que se verifica, cualquiera que sea el valor numérico de la 
incógnita x. 

Examinemos ahora la ocuación alzobraica más simple con una 
sola incógnita 

e —= 0, (2) 


donde a os un número fijo determinado. Es obvio que esta ecuación 
elemental tiene la única raiz, que es el número «a, por lo cual el con- 
junto de todas las raíces de la ecuación (2) consta de un solo número au, 

Sin embargo, uo on toda ecuación algebraica con una incógnita 
la cuestión sobre el conjunto de todas las raices de la misma es tan 
evidente como en los dos ejemplos examinados más arriba. Por regla 
general, para determinar el conjunto de todas las raices de una ecua- 
ción, osta última se reduce mediante los pasos equivalentes (véase 
más abajo la definición de paso equivalente) a una ecuación o al con- 
junto (sistema) de varias ecuaciones (véase más abajo la definición 
de conjunto de ecuaciones), cada una de las cuales es o bien una 
ecuación elemental del tipo (2), o bien una ecuación de la cual pode- 
mos decir que a ciencia cierta no tiene raíces. 

En esto párrafo se estudian los ojemplos de pasos equivalentes. 

Sean dadas dos ecuaciones algebraicas con una sola incógnita 
R (0) =0 (0) y S (1) = 7 (x). Estas ecuaciones se denominan equi- 
valentes, si cualquier—raiz de la primera ecuación es raíz de la segunda 
ecuación y, viceversa, si cualquier raíz de la segunda ecuación es 
raíz de la primera. En virtud de esta definición, son equivalentes 
cualesquiera dos ecuaciones que no tienen raíces. 

La sustitución de una ecuación por otra, equivalente a la pri- 
mera, se llama paso equivalente de una ecuación a otra. El paso 
equivalente de una ecuación a otra se denota mediante una flecha 
doble <>. La notación 


R()=0()=S (0) =7T (2) 


significa que las ecuaciones R (1) = Q (x) y S (x) = T (2) son equi 
valentes. 

Demos a conocer algunas afirmaciones, con ayuda de las cuales 
se realizarán los pasos equivalentes. 

1. Las ecuaciones R (1) = Q (2) y R (1) — Q (2) =0 son egui- 
valentes. 

2. Las ecuaciones R (12) =0 (2) y R(x) + a =Q (21) + a son 
equivalentes para cualquier número real í. 

3. Las ecuaciones R (x) =0 (2) y af (2) = 00 (x) son equiva- 
lentes para todo número real a distinto de cero. 
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4. Supongamos que se sabe que para cualquier número real z se 
verijica la igualdad R (x) = T (2), entonces serán equivalentes las 
ecuaciones R (2) = Q (2) y T (2) = Q l(z). 

Las demostraciones de la validez de estas afirmaciones son 
semejantes, razón por la cual deraostraremos, por ejemplo, sólo 
la afirmación 2. Sea el número x, una raíz de la ecuación R (x) = 
= Q (x). En este caso será válida la igualdad numérica A (r,) = 
= Q (x2,). Por cuanto la validez de la igualdad numérica no se per- 
turba al adicionar a ambos miembros de ella un número real cual- 
quiera (véase el cap. 11), entonces queda lícita la igualdad numé- 
rica R (2,) + a =0 (2,) + a. La validez de esta igualdad numé- 
rica significa que el número x, es la raíz de la ecuación R (1) 4 a = 
= Q (2) + au. Por cuanto tal razonamiento puede realizarse para 
toda raíz de la ecuación R (x) = Q (7), entonces con ello queda 
demostrado que cualquier raíz de la ecuación R (x) = O (x) es tam- 
bién raíz de la ecuación A (2) + a =Q (1) +4. 

Mostremos ahora lo conirario. Sea el número x, una raíz de la 
ecuación R (2) + a = Q (2) + a. En este caso será válida la igual- 
dad numérica R (x3) + a = Q (x,) + a. Sumemos a ambos miem- 
bros de esta igualdad numérica el número (-—-«) y obtendremos que 
se verifica la igualdad numérica R (x,) = Q (x,), de donde se des- 
prende que zx, es la raíz de la ecuación R (2) = Q (2). Como tal razo- 
namiento puede realizarse para toda raíz de la ecuación R (2) + 
+ au =0Q (2) + a, entonces queda demostrado que cualquier raíz 
de la ecuación R (2) + a = Q (2) + a es también raíz de la ecua- 
ción R (2) = Q (2). 

De lo demostrado se deduce que si la ecuación R (1) = Q (2) 
no tiene raíces, tampoco las tendrá la ecuación R (1) 4- a = Q (2) + 
+ a. Efectivamente, supongamos que la ecuación R (x) = Q (x) 
no tiene raíces, mientras que la ecuación R (1) + 0=0Q (1) +u 
tiene por lo menos una raíz. De la condición de que la ccuación 
R(23+0=0Q (0) +0 tiene una raíz proviene, de acuerdo con 
lo demostrado más arriba, que también tiene raíz la ecuación R (1) = 
= Q (2). lo que contradice la suposición. Quiere decir, si la ecuación 
R (2) = O (x) no tiene raíces, tampoco las tiene la ecuación R (x) + 
— a = Q (1) + a. 

Do modo análogo se muestra que si la ecuación R (x) + a = 
= Q (2) + a no tiene raíces, la ecuación R (1) = Q (z) tampoco 
tiene raíces. 

Así pues, se ha mostrado que en este caso las ecuaciones R (1) = 
=0 (2) y R(x) + a = Q (2) + a son equivalentes, con lo cual 
queda demostrada completamente la afirmación 2 
A Sea dado un polinomio 2 (x) de grado n, entero respecto de la 
etra z: 


Pla)=ar*+arl+... +4 2 +0. (a+%0), (3) 


donde con las letras Qy, %1, - + +) Gn-1, Gh Se denotan ciertos núme- 
ros reales fijos que se denominan coeficientes del polinomio P (x). 
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De las afirmaciones 1 y 4 se deduce que cada ecuación algebraica 
con una sola incógnita puede reducirse a la forma P (+) = 0, y por 
esta razón será suficiente examinar sólo la ecuación 


P (1) =0, (4) 


donde P (x) es un polinomio de tipo (3). Toda ecuación de este género 
se llama ecuación algebraica de grado n. 

De la definición de raíz del polinomio P (x) (véase el $ 5, cap. IT) 
y de raíz (solución) de una ecuación algebraica se desprende que 
cualquier raíz del poliuomio P (2) será raíz (solución) do la ecua- 
ción (4). Por consiguiente, la determinación de todas las raíces (solu- 
ciones) de la ecuación (4) se reduce a hallar todas las raíces del polí- 
nomio P (<). Sólo se debe tener en cuenta que durante la determi- 
nación de las raíces de la ecuación (4) no se toma en consideración 
la multiplicidad de la raiz del polinomio P (zx). Por ejemplo, el 
polinomio P (rc) = 2? — 22 + 1 tiene la raíz x, = 1 de segundo 
orden de multiplicidad, mientras que la ecuación x? — 2x + 1 = 
tione la única raíz (la única solución) x, = 1. Sabemos bien que la 
determinación de las raíces de un polinomio es un problema com- 
plejo. Es por eso que se analizarán aquí sólo aquellos casos en que 
se logra hallar todas las raíces del polinomio, es decir, resolver la 
ecuación (4). 

Ecuación de primer grado. Analicemos el caso en que P (x) 
es un polinomio de primer grado, es decir, examinemos la ecuación 


ar +y+0a=0 (a, +0). (5) 


En virtud de la afirmación 2, la ecuación (5) es equivalente a la 
ecuación 


Agr = —4y (a, 40). (6) 


Por cuanto a, + 0, de acuerdo con la afirmación 3, la ccuación 
(6) es equivalente a la ecuación 


¿TS (a) + 0), (7) 


Todos los pasos equivalentes de la ecuación (5) a la (7) pueden ser 
escritos más brevemente en forma de la cadena siguienle de pasos 


equivalentes: 
8/7 + 4, = O (ay 40) => a4,24= —a, (ay 40) == o (a, 5 0). 
La ecuación elemental z= == tiene una raíz única que es el 
D 


» y .. E ' .. 
número (-3) . Como la ecuación (53) es equivalente a la ecuación 


0 
elemental (7), entonces la ecuación (9) también tiene una sola raíz, 
e a 
que es el número (— Z) 
0 
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De este modo, la ecuación de primer grado (5) con una sola 
a 
incógnita tiene una sola raíz x= a 


Para resolver ecuacionos algebraicas de grados más elovados se 
necesitará el concepto de conjnnto (sistema) de ecuaciones. Sean 
dados m polinomios P, (2), P, (1), ..., Pm (2). Se dice que está 
dado el sistema de m ecuaciones algebraicas con una sola incógnita zx: 


P,(2)=0, P,(9=0,..., Pn(0.0, (8) 


si se necesita encontrar todos los valores numéricos de la incógnita z, 
cada uno de los cuales es la raíz de por lo menos una ecuación de 
dicho sistema (8) (las ecuaciones del sistema se escriben, habitual- 
mente, en una linea). 

_De este modo, resolver un sistema de ecuaciones (8) significa re- 
solver cada ecuación P; (x) = 0, donde ¿ =1, 2, ..., m, es decir, 
encontrar los conjuntos N,, N,, . . ., Nm de todas las raíces de cada 
una de las ecuaciones y luego tomar la unión de estos conjuntos. 
Esta unión N = N,U N,U ... U Y, será el conjunto de todas 
las raíces del sistema de ecuaciones (8), y todo número, perteneciente 
al conjunto Y, se denominará raíz o solución del sistema (8). Si el 
conjunto N se compone de k números: x,, Za, . . ., 2;, Suele decirse 
que el sistema de ecuaciones (8) tiene sólo k raíces %,, La, - .., Th; 
si, en cambio, el conjunto /V se compone de un solo número z,, se di- 
ce que el conjunto de ecuaciones (8) tiene la única raiz x,. 

Surge frecuentemente la necesidad de realizar el paso equiva- 
lente de una ecuación al sistema de ecuaciones Diremos que la 


ecuación 
P(13=0 (4) 
es equivalente al sistema de ecuaciones 
P, (2) =0, P, (7) == 0, o. .y Pe (2) = 0, (S) 


siempre que cualquier solución (cualquier raíz) de la ecuación (4) sea 
solución (raíz) del sistema (8), y, viceversa, cualquier solución 
(cualquier raíz) del sistema (8) es solución (raíz) de la ecuación (4). 
La sustitución de la ecuación (4) por el sistema (8), equivalente a 
(4), se llama paso equivalente de la ecuación (4) al sistema (8). 

Por ejemplo, la ecuación 


(3244) (—72+2) (22—V5) (12716) =0 (9) 
es equivalente al sistema de ocuaciones 
3 4=0, —Ti+2=0, 2e—-Y5=0, —12r—16=0. 


En efecto, cualquier raíz de la ecuación (9) roduco a cero por lo 
menos uno de los polinomios (3x + 4), (-77 +2), (Qx — V5), 
(—12zx — 16), es decir, es la raíz de al menos una de las ecuaciones 
del sistema y, viceversa, cualquier raíz del sistema reduce a cero por 
lo menos uno de estos polinomios, es decir, satisface la ecuación (9). 
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El sistema de ecuaciones tiene solamente tres raíces: x, = 3, 
2 f5 e : ; 

Ta =3 1 3 = e. Por consiguiente, debido a que el paso es equi- 
valente, las raíces citadas, y sólo ellas, son raíces de la ecuación (9). 
Estudiemos una ecuación algebraica de segundo grado, es decir, la 


ecuación 
ad+bi+c=0 (a 40). (10) 


Se ha acostumbrado llamar estas ecuaciones cuadráticas. El po- 
linomio ax? + bz + e, donde a =* O, se denomina, corrientemente, 
trinomio de segundo grado; el número a (a + 0) que precede a a? se 
llama primer coeficiente; el número b, que precede a zx, segundo coefi- 
ciente y el número c, término independiente. Además, el número 
D = b? — ánc se lama discriminante del trinomio de segundo grado 
y, también, discriminante de la ecuación cuadrática (10). 

Efectuémos una transformación idéntica del trinomio de segundo 
grado. Por cuanto a < 0, se verificará la siguiente igualdad idéntica 


arttlio=a (242242). 


Apliquemos ahora la transformación idéntica que lleva el nom- 
bre de «formación de cuadrado perfecto»: 


ati e 


O A A E IN 
A 
- hb y2  b3i—L4ac by? D 
=(14+2) GS (1+327) 3. 
En definitiva llegamos a que resulta válida Ja siguiente igualdad 


idéntica: 
arttbtrlea 1€ +2)-3] (a +0). 


En virtud de la afirmación (4), la ecuación (10) es equivalente a la 
ecuación 


al (r+2) 2% ]=0 (00) (11) 


y, en virtud de la afirmación 3 (tomando en consideración que a % 
3 0), resulta que la ecuación (11) es equivalente a la ecuación 


(243) — Zr=0, (230), (12) 
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En una forma más breve esto puede escribirse así: 
art+bisco=0 (a 0), 


a[(=+23.) — 7. ]- Y O 


(2+ +3) -37=0 (a320). 


Según sea el discriminante D, son posibles tres casos. 
a) Ss 0. Por cuanto para cualquier valor numérico x, el número 


P 
( To +5 24 2) es no negativo y el número (— dar , positivo, entonces 


2 dls 
el número (+) - -G será también positivo, por lo cual no 


puede ser igual a cero. Esto significa que la ecuación (12) no tiene 
raíces reales. Por cuanto la ecuación (10) es equivalente a la (12), 
ella tampoco tendrá raices reales. 

b) D =0. La ecuación (12) toma en este caso la forma 


by2 
(2 +3) =0 (a3%0). 

Esta ecuación es equivalente a una ecuación de primer grado 

b E j 

+3 =0 (a 30). 
Por consiguionto, si Dw=0, la ecuación (12) tendrá la única raíz 
L, = — —. 
2a 


c) D>0. Entonces, D=(Y D)” y, por esta razón, la expresión 
en el primer miembro de la ecuación (12) puede ser considerada 


como la diferencia entre dos cuadrados (2+=3) y (52) : 
Haciendo uso de la fórmula para la multiplicación reducida, obten- 
dremos la ecuación 


[(2+2)4+ 427 [(242)-227]=0 (00), 


que es equivalente a la ecuación (12). Esta ecuación es, a su vez, 
equivalente al sistema de dos ecuaciones 


5 E 
LL =0 (00), 24 —L2=0 (10). (13) 


b 
z-+ a 
Cada ecuación en este sistema es de primer grado y, por tanto, según 


lo demostrado más arriba, tiene una sola raiz. Resolviendo cada una 
de las ecuaciones del sistema (13), llegamos a que el sistema de ecua- 
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ciones (13) tiene tan sólo dos raíces 


O (a 0) == (a 0). (14) 


Por ser equivalentes los pasos, si D > 0, la ecuación (10) será equi- 
valente al sistema (13), por lo cual tiene solamente dos raices, xr, 
Y T¿, que se calculan por las fórmulas (14). 

Asi pues, le ecuación cuadrática (10) no tiene raices reales, si su 
discriminante es negativo, tiene tan sólo dos raices reales, si el discrimi- 
nante es positivo y tiene una sola raíz real, si el discriminante es igual 
a cero. 

Notemos que si el discriminante do la ecuación cuadrática (10) 
es positivo, las fórmulas (14) para hallar las raíces de esta ecuación 
se escriben, a menudo, en forma de una sola fórmula 


ES bi—áae 
r9= MY te (a 0). (15) 


Observación. Si D = 0, se puede considerar quo la fórmula (15) 
queda válida, mas debe retenerse en memoria que en este caso la 
ecuación cuadrática tiene una sola raíz. 

Ecuación cuadrática reducida. Un lrinomio do segundo grado, 
en el cual el primer coeficiente es igual a la unidad se denomina 
reducido. Se ha convenido generalmente denotar con p el segundo 
coeficiente del trinom1o reducido, y con q, su término independiente, 
es decir, un trinomio reducido de segundo grado tiene por expresión 
+ p+q 


La ecuación cuadrática de la forma 
?+pr+g=0 (16) 


lleva el nombre de ccuación cuadrática reducida. 
Es obvio que la ecuación cuadrática (10) es equivalente a la ecua- 
ción reducida correspondiente, a sabor, 


atylr4o=0 (140) >2024214=0 (a 40). (17) 


Si el discriminante de la ecuación reducida (16) es positivo, la fór- 
mula (15) para hallar las raíces de esta ecuación toma la forma si- 


guiente 
a = —y + V (4) 4. (18) 


Teorema (de Viáte). Si una ecuación cuadrática reducida x* + 
+ pz +q=0 tiene discriminante positivo, entonces la suma de las 
raíces de dicha ecuación es igual a su segundo coeficiente tomado con 
signo opuesto, y el producto de las raíces es igual al término indepen- 
diente, es deicr, sí x, y 1, son las raíces de la ecuación 2? + pz + q =0, 
entonces 1, + Xa = —Pi Y¡Lg = Q- 
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Demostración. Por cuanto D > 0, entonces, aplicando la fórmu- 
la (18), obtendremos 


El teorema está demostrado. 
Observación. Como se deduce de la demostración, el teorema 


de Vióte queda lícito para D = O, siempre quo la raíz x, == — 350 


considere como dos raíces coincidentes x, = —L£ y 1, = — 5 El 


teorema de Viete tiene lugar también para D < 0, mas, en este 
caso, a título de raíces de la ecuación cuadrática intervienen números 
conjugados complejos (véase el cap. XT). 

El teorema de Viéte es de amplio uso en la resolución de distin- 
tos problemas. Veamos uno de ellos. Se require hallar el término 
indepeniente desconocido q de la ecuación cuadrática 1? Lrx+q= 
= (0, si se sabe que esta ecuación tiene dos raices reales, 1, y La, Y 
la suma de los cuadrados de dichas raíces es igual a la unidad, es 
decir, 17 + x5 = 1. Para encontrar q, apliquemos el teorema da Vié- 
te. Resulta válida la cadena de igualdades idénticas 


a + 13=3+ 22,22 + 2j — 2u,t), = (2, + 52)? — 22,7, 


y, por consiguiente, zi + x] = 1 — 2q, es decir, 1 — 29 = 1, de 
donde q = 0. 

Ecuación simétrica de tercer grado. Una ecuación algebraica 
de tercer grado se denomina simétrica, si tiene por expresión 


a? +bxe+ir+a=0 (a 0). (19) 


Transformemos el polinomio ax? + da? 4- bx 4- a. empleando 
con este fin el método de descomposición de un polinomio en factores. 
Es evidente que se verifica la siguient- cadena de igualdades idén- 
ticas: 


O TAS ES E E 
=0 (2 +1) (=zx+1) + bx (2 +1) = 
= (7 + 1) la (1? — zx + 1) + dal = 
= (2 + 1) laz? + (b—a)z + al 
por lo cual la ecuación (19) es equivalente a la ecuación 
(x +1) lor? had +qpal=0 (a 0). (20) 
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La ecuación (20 es, a su vez, equivalente al sistema de ecuaciones: 

z+1=0(10%0), a? +b—axr+a=0( +0. (21) 
Por consiguiente, la ecuación (19) es también equivalente a este sis- 
tema. La solución del sistema (21) se halla con facilidad, puesto 


que ésta contiene solamente ecuaciones de primer y segundo grados. 
Ejemplo. Hállense las raíces de la ecuación 


7 dal y dr 10 (22) 

Transformemos el primer miembro de la ecuación: 
yd tos (4 )+ 4 (+ )=(0+1) (2 + 32 + 1). 
Es evidente que la ecuación (22) es equivalente al sistema de 


ecuaciones 
z+1i=0, 24+324+1=0. (23) 


La primera ccuación del conjunto (23) tiene una sola raíz x, = — 1; 

la segunda, sólo dos raíces, q = AL 5 y 1 =5 4 . Por 

consiguiente, el sistema de ecuaciones (23) y, por tanto, ecuación 

—=3+4V 5 
2 


dada (22) tienen solamente tres raíces 1,=—1, t¿= ] 


—iy5 
Io 
Ecuación simétrica de cuarto grado. Una ecuación algebraica 
de cuarto prado se denomina simétrica, si tiene por expresión 


ad + bi +? por ++ a=0 (a. 0). (24) 


Teniendo en cuenta que a + 0, escribamos esta ecuación en la for- 
má equivalente: 


(+0 a+ 1) 2=0  (a0). 
Es evidente la validez de la siguiente cadena de igualdades idén- 
ticas: 


(404) La (042024 1) 470 (0244) + 


Hija 201 07 + (35) + (5-237)= 


07 b 2 b?—á4 c—2a4 
= (243241) E e ro 


La validez de esla cadena predetermina que la ecuación (24) es equiva- 
lente a la ecuación 


b 2 biár(e—2 
(3?+2372+1) A O (470), (25) 
Según sea el número M = b? — 4a (c — 2a), son posibles tres casos, 
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a) M<O0. La ecuación (25) y, por lo tanto, la ecuación (24): 
equivalente a ella, no tienen raíces reales, 
b) M =0. La ecuación (25) adquiere en este caso la forma 


(24+2+1) =0, (26) 

Es evidente que la ecuación (26) es equivalente a la ecuación 
242 241=0, (27) 
Por consiguiente, el conjunto de raíces de la ecuación simétrica 


de cuarto grado coincide en este caso con el conjunto de raíces de la 
ecuación cuadrática 


2+ ¿pr 1=0 .(a0), (28) 


c) M> 0. La ecuación (25) y, por lo tanto, la ecuación (24), 
equivalente a ella, son equivalentes al sistema de ecuaciones cuadrá- 
ticas 


d+ Y 5—=%a (c—2a) 
2a 


2 7+4=0 (a%0), (29) 


/ba—áctc—?a) 
24 HA 4 10 (a 0). (30) 


cada una de las cuales se resuelve con facilidad. 
Ejemplo. Resuélvase la ecuación 


1trz3—r+>zx+1i=0. (31) 
Aduzcamos la siguiente cadena de igualdades idénticas: 
pario 22124 1)—322= 

= (14 1942(24+1)5+ (3) —32-Zh= 


=(245 412 


= (54 HB 241) (2 +? IB 41) 


de donde se desprende que Ja ecuación (31) es equivalente al sistema 
de ecuaciones 


qt AA 1=0, a24 plan 


TZ q 4 = 0. 
La primera ecuación do este sistema tiene solamente dos raíces. 


VB 1+V 2 182 -VB-1-V 241 
A, y PA 0 
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mientras que la segunda ecuación no tiene raices reales, puesto que 
su discriminante es negativo. Por consiguiente, la ecuación (31) 
tiene solamente dos raíces (32). 
Ecuación binomia. Una ecuación algebraica se llama binomia, 
si tiene por expresión 
Ecuación binomia. Una ecuación algebraica se llama binomia, 
si tiene por expresión 
2 —a=0, (33) 


Primeramente examinemos la ecuación binomia (33) en el caso 
particular cuando a = 1: 


n—1t=0, (34) 


Para n — 1 la ecuación (34) es un caso particular de la ecuación 
de primer grado y por ello tiene la única raíz x, == 1. Cuando n = 2, 
la ecuación (34) representa un caso particular de la ecuación cuadrá- 
tica con discriminante positivo, por lo cual tiene solamente dos raí- 
ces: 1, = 1 y 1, = —1. Mostremos ahora que para n > 3, para cual- 
quier n impar, la ecuación (34) tiene una sola raíz real x, = 1, y para 
todo n par la ecuación (34) tiene solamente dos raíces reales, 1, = 1 
y 22 = —Í. 

Sea n un número natural impar fijo, n >> 3, es decir, sea n = 
= 2k + 4, donde k es un número natural fijo. Aprovechando la 
fórmula de multiplicación reducida, obtenemos la validez de la 
igualdad idéntica (véase el cap. 11): 


A E A E A E ÓN 


De la validez de esta igualdad idéntica se desprende que, para 
n = 2k + 1, la ecuación (34) es equivalente al sistema de ecuaciones 


r—=1t=0 Peto 4 ter+1=0, 


La primera ecuación de este sistema tiene la única raíz x, = l, 
la segunda ecuación del sistema no tiene raíces reales. Con el fin de 
demostrarlo mostremos que para cualquier r real se verifica la de- 
sigualdad 

A e E E E (35) 


En electo, para cualquier z E [0, + oo) la validez de la desigualdad 
(35) es obvia. Para cualquier + € [—1; 0), al escribir el primer miem- 
bro de la desigualdad (35) en la forma 


Aa ap 0)... +2 (741) + (2x + 1), 


nos convencemos de que el primer sumando de esta suma es positivo 
y los demás, no negativos. Quiere decir, para cualquier x € [—1; 0) 
la desigualdad (35) es válida. Escribiendo el primer miembro de la 
desigualdad (35) en la forma 


Pa rd) pa) a rd) 4d, 
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nos convencemos de que para cualquier x € (oo, —1) todos los 
sumandos de esta suma son positivos. Quiere decir, para todo x € 
€ (—oo; —1) la desigualdad (35) es válida. 

Así pues, se ha mostrado la validez de la desigualdad (35) para 
cualquier x real y esto significa que la ecuación 


o E A E E 


no tiene raíces reales. Por tanto, la ecuación (34) tiene, para n = 
= 2k + 1, una sola raíz roal a =1. 

Sea ahora n = 2k (k es un número natural fijo y k >> 2). Apro- 
vechando la fórmula de multiplicación reducida (véase A cap. 11), 
llegamos a que se verifica la igualdad idéntica 


4 (8 4) (AD GA o ao 4) 


Por cuanto esta igualdad idéntica es válida, resulta que la ecua- 
ción (34) es equivalente, paran = 2k (k > 2), al sistema de ecuacio- 
nes 


210 26D 4D eta 1=0, 


La primera ccuación de este sistema tiene dos raíces, 1, = Íl y ry = 
= —A, mientras que la segunda ecuación no tiene raices reales, pues- 
to que para cualquier z real se verifica, evidentemente, la desi- 
gualdad 


A ds A 


Por consiguiente, para n = 2k, la ecuación (34) tiene dos raíces roa- 
les: 1, =1 y za = —1. 

Asi pues, cualquiera que sea n impar, la ecuación (34) tiene una 
sola raíz real x, = 1, y para cualquier n par, solamente dos raíces 
reales: 1, =4 y ta = —1. 

Razonando análogamente, podemos moustrar (véase el $ 1 del 
cap. VII) que: 

— para cualquier a positivo la ecuación (33) tiene; 1) una sola 
raíz real x, = Y a, para cualquier n impar, 2) solamente dos raíces 
reales, 1, = Y a y 2, = — a, para cualquier n par; 

— cuando a =0, la ecuación (33) tiene una sola raíz x, = 0; 

— para cualquier a negativo se puede mostrar (véase el $ 1, 
cap. VIT) que la ecuación (33) tieno: 1) una sola raíz real, x, = 
= —Y —a, para cualquier 1 impar, 2) no tiene raíces reales, cual- 
quiera que sea n par. 

Ejemplo. Resuélvase la ecuación 


Y +8=0, 
Por cuanto n es impar en este caso (n= 3) y a es negativo (a = 
= —8), la ecuación dada liene la única solución x, = —2. 
Ecuación trinomia. La ecuación algebraica de la forma 
ar? o pbrr+c=0 (36) 
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se denomina trinomia a condición de que rn >2, a +0, ¿5%0, 
ce» (0), Cuando r = 2, la ecuación trinomia se llama, además, «ecua- 
ción bicuadrada». Al resolver la ecuación bicuadrada 


art+bi+e=0 (10) (37) 


su primer miembro se transforma por el método de «formación de 
cuadrado perfecto»: 


aro oa [ (+22 77 +(37)") +Hi-%]= 


ml (0+ e) 5]. 


En virtud de esta igualdad idéntica la ecuación (37) es equivalente 
a la siguiente 


(a+ Ji al =0 (a =e 0). (38) 


Es evidente que si b? — 4ac < 0, la ecuación (38) y, por lo tanto, 
la (37), equivalente a la (38), no tienen raíces. 
Cuando b? — 4ac = 0, la ecuación (38) adquiere la forma 


(+3) =0 (930). (39) 
La ecuación (39) es, obviamente, equivalente a la ecuación 
24 32=0 (a +0), (40) 


De este modo, cuando b?—4ac =0, la ecuación bicuadrada (37) 
es equivalente a la ecuación cuadrática (40), es decir, para > <0 


tiene tan sólo dos raíces reales, x,= vez y Ta=— a 
para 7 =0, la única raíz z,=0; para >0, no tiene raíces, 
En cambio, si b2—4ac > 0, la ecuación (38) y, por consiguiente, 
la (37), que es equivalente a (38), son e e al sisteme de 
ecuaciones y E (a 30), nr Y y Y 8 0 


=0 (a 0) Escribamos esta sistema en la a dal 


ren A da 20), q3= IZ (40). (41) 


Por cuanto los números que figuran en los segundos miembros de las 
ecuaciones del sistema (41) son raíces de la ecuación cuadrática 


aib+bt+e=0 (a 0), (42) 
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que tiene discriminante positivo D = bh? — 4ar, entonces el sistema 
de ecuaciones (41) puede ser escrito en la forma: 


2=t (140), 2=t (00), (43) 


donde ?, y t¿ son raíces de la ecuación (42). 

Hemos mostrado, pues, que para resolver la ceuación bicuadra- 
da (37) se debe resolver al principio la ecuación cuadrática (42), 
con la particularidad de que, si la ecuación cuadrática (42) no tiene 
raices reales, es decir, si su discriminante es negativo, la ecuación 
(37) tampoco tendrá raices; si el discriminante de la ecuación (42) 
es nulo, la ecuación (37) será equivalonte a la ecuación cuadrática 
(40) que se resuelve con facilidad; por fin, si el discriminante de la 
ecuación (42) es positivo, la ecuación (37) será equivalente al siste- 
ma de ecuaciones (41). Cada una de las ecuaciones del sistema (41) 
es cuadrática, razón por la cual las raíces de dicho sistema y, por 
consiguiente, las raíces de la ecuación (37), equivalente al sistema 
citado, se hallan fácilmonle. 


Ejemplo. Resuélvase la ecuación bicuadrada 


Con el fin de resolver la ecuación (44) resolvamos al principio la 
ecuación cuadrática 1? —¿—6 = 0. Las raíces de esta ecuación 


son t, = —2, ty = 3. Por eso, la ecuación (44) es equivalente al 
sistema de ecuaciones 


e a = 3, 


La primera ecuación de oste sistema no tiene raíces reales, mientras 
que la segunda tiene tan sólo dos raíces: «, = 13 y x, = —V 3. 
Quiere decir, la ecuación (44) también tiene solamente dos raíces: 
sl pa 
a =V3 y 2, = —V 3. me ! , 
Cuando nr > 2, para resolver la ecuación trinomia 


ar + h?+eo=0 (a 0), 


el primer miembro de ésta también se transforma por el método de 
«formación de cuadrado perfecto» 


A a (45) 


En virtud de esta igualdad idéntica, la ecuación (36) es equivalente 
a la ecuación 


(7 +) ==. (a30), (46) 


Es evidente que si b? — 4ac < 0, la ecuación (46), y, por tanto, la 
ecuación (36) no tienen raíces. 
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Si b? — 4ac = 0, Ja ecuación (46) es equivalente a la ecuación 
binomia 


Mz =0 (a0), (47) 


Por consiguiente. cuando b? — 4ac = O, la ecuación trinomia (36) 
es equivalente a la ecuación binomia (47), cuya resolución fue exa- 
minada en el punto antecedente. 

En cambio, si b? — 4ac > 0, la ecuación (46) es equivalente al 
sistema de ecuaciones binomías 


b "bi 40 > db “ya hac 
o 20 (140), zx HA IA 0 (a 0), 


(48) 


cuya solución, como se mostró más arriba, puede ser determinada. 
Ejemplo. Resuélvase la ecuación trinomia 


¿+32 42=0, (49) 


Puesto que la ecuación dada es equivalento al sistema de dos ecua- 
ciones binomias 


4+2=0 *+1=0, 


entonces, resolviéndolas, obtendremos que la ecuación (49) tiene so- 
lamente dos raíces realos, 2, = —Y 2 y Lo = —1. 

Observación. llemos mostrado más arriba cómo se resuelven 
cualquier ecuación de primer grado y cualquier ecuación cuadrática 
y se obtienen las fórmulas correspondientes para determinar sus 
raíces. En lo que se refiere a las ecuaciones de grado superior a dos, 
se examinaron algunos ejemplos sueltos. Esto se debe a lo siguiente: 
aunque existen fórmulas para resolver las ecuaciones de tercer y 
cuarto grados, ellas son demasiado engorrosas y por esta razón se 
emplean muy raras veces, mientras que para las ecuaciones de gra- 
dos quinto y superiores tales fórmulas no existen en general. Al 
mismo tiempo cabe notar que si todos los coeficientes del polino- 
mio P (x) en la ecuación (4) son números enteros (o racionales), en- 
tonces para la determinación de las raíces enteras (o racionales) de 
la ecuación (4), puede aplicarse el teorema sobre las raíces enteras 
(o racionales) de un polinomio (véase el cap. II). 


$ 2. Desigualdades con una sola incógnita 


Conceptos y definiciones principales. Supongamos que se pide 
resolver la desigualdad 


R (2) > 0 (2) lo bien R (7) <Q (ul. (1) 


donde R' (x) y Q (2) son ciertos polinomios, enteros (véase el cap. 11) 
respecto de una letra zx. La letra x se llama desconocida o. simplemen- 
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te, incógnita; la desigualdad (1) lleva el nombre de desigualdad alge- 
braica con una sola incógnita. 

Por cuanto el CVA de los polinomios A (x) y Q (1) so compone de 
todos los números reales, el problema sobre la resolución de la desi- 
gualdad (1) puede enunciarse así: hállense todos los valores numé- 
ricos de la letra x, cada uno de los cuales convierte la desigualdad (1) 
en una desigualdad numérica que se verifica. Cada valor numérico 
semejante recibe cl nombre de solución de la desigualdad (1). Por 
eso, resolver la desigualdad (1) significa hallar el conjunto de todas 
sus soluciones. Si resulta que el conjunto de todas las soluciones de 
la desigualdad (1) es un conjunto vacío, se dice que la desigualdad (1) 
no tiene soluciones. 

Dos desigualdades algebraicas R (2) >Q (2) y T(2)<S (1) 
se denominan equivalentes, si cualquier solución de la primera de- 
sigualdad es también solución de la segunda y, viceversa, cualquier 
solución de la segunda desigualdad es solución de la primera. En 
virtud de esta definición, son equivalentes cualesquiera dos desi- 
gualdades que no tienen soluciones. La sustitución de una desigual- 
dad por otra, equivalente a la primera, recibe el nombre de paso 
equivalente de una desigualdad a la otra. El paso equivalente suele 
designarse con una flecha doble <>. La escritura 


R (2) >0 (1) 7 (1) < $ (2) 


significa que las desigualdades R (2) >0 (2) y 7 (2) < S (2) son 
equivalentes. 

Demos a conocer algunas afirmaciones con cuya ayuda se reali- 
zarán los pasos equivalentes. 

í. Las desigualdades R(x) >QO (a) y R(2-—QC (7) >0 son 
equivalentes. 

2. Las desigualdades R (13 >Q() y Rk)+a>QO (+. 
son equivalentes para cualquier número real a. 

3. a) Las desigualdades R (2) >0 (2) y a A (2) > 00 (2) son 
equivalentes para cualquier número positivo a. 

h) Las desigualdades R (%) > Q (2) y aR (2) < 90 (2) son equi- 
valentes para cualquier número negativo a. 

4. Supongamos que se conoce que para cualquier número real x se 
verifica la igualdad R (1) = T (2), entonces son equiralentes las de- 
sigualdades R (12) > Q (2) y T (2) >Q (2). 

Por cuanto Jas demostraciones de dichas afirmaciones son simi- 
lares, demostremos sólo la afirmación 1. Sea x, una solución de la 
desigualdad R (2) > Q (2), es decir, supongamos que se verifica la 
desigualdad numérica R (2,) > Q (x,). Entonces, de acuerdo con la 
propiedad de las desigualdades numéricas, se verifica también la 
desigualdad numérica R (x,) — Q (2,) > 0. La validez de esta de- 
sigualdad numérica significa que el número r, es solución de la de- 
sigualdad R (2) — Q (2) > 0. Por cuanto semejante razonamiento 
puede efectuarse para cualquier solución de la desigualdad R (a) > 
> Q (1), entonces cualquier solución de la desigualdad R (2) > 
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> Q (2) será también solución de la desigualdad R (x) — Q (2) > 0. 

Mostremos, ahora, lo contrario. Supongamos que el número .x, es 
una solución de la desigualdad R (1) — Ó (7) > 0, es decir, que se 
verifica Ja desigualdad numérica A (z,) — Q (2,) > 0. De la vali- 
dez de la última desigualdad proviene la validez de la desigualdad 
numérica R (12)> OQ (z,) y esto significa que el número zx, es la so- 
lución de la desigualdad R (2) > Q (<). Por cuanto semejante razo- 
namiento puede llevarse a cabo parta toda solución de la desigualdad 
R (2) — Q (2) > 0, cualquier solución de la desigualdad RA (x) — 
= (Q (2) > 0 es también solución de la desigualdad R (+) > Q (2). 
Quiere decir, si cada una de las desigualdades R (1) >Q (1) y 
R (2) — Q (2) > 0 tiene solución, ellas son equivalentes. 

De lo demostrado se deduce que si una de las desigualdades 
R (2) >0 (H6R (2) — Q (2) > 9 no tiene soluciones, la otra tam- 
poco las tione, es decir, en esto caso las desigualdades R (x) > 
> Q (2) y R (1) — Q (2) > O son también equivalentes. La afirma- 
ción 1 está demostrada. 

De las afirmaciones 1 y 4 se desprende que cada desigualdad 
algebraica puede ser reducida o bien a la forma P (2) > 0, o bien a 
la forma P (2) < 0, por lo cual resulta suficiente analizar sólo las 
desigualdades del tipo 

P()>0 (2) 


P(A<O (3) 


donde P (2) es ua polinomio de grado »r, entero respecto de la letra z, 
es decir, 


P (2) = dy" fait... + 4p-2 + €, (a 0). 


Las desigualdades de esta índole se denominan desigualdades al- 
gebraicas de grado n. 

Desigualdades de primer grado. Método de intervalos. Supongamos 
que se pide resolver la desigualdad 


gr + 4>0 (2 0), (4) 
la cual se denomina desigualdad de primer grado. En virtud de la 
afirmación 2, la desigualdad (4) es equivalente a la desigualdad 

ay > —ay (a, 30). (5) 


Examinemos los casos de 44 >0 y a, < 0. Sea a, >0, entonces, 
teniendo presente la afirmación 3a), la desigualdad (5) es equivalente 
a la desigualdad 


y 


a, 
4 


rt>— (a, 0). (6) 


Es evidente (que cualquier x del intervalo [— —, + 00] satisface 
0 
la desigualdad (6). Por consiguiente, el conjunto de todas las solu- 
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ciones de la desigualdad (6) es el intervalo (-2 n=] vo | (fig. 1D, 


0 
Por cuanto la desigualdad (4) es equivalente, para «¿>0. a la 
desigualdad (6), el conjunto de todas las soluciones de la 


desigualdad (4) también será el intervalo (-. 4-00). Todos 


los pasos equivalentes de la desigualdad (4) a la desigualdad (5) y, 


= 01 /0p z 
Fig. 14 


luego, a la desigualdad evidente (6) se escriben más brevemente en 
forma de la siguiente cadena de pasos equivalentes: 


ay +41, >0(a, > 0) <> 4,2 >— 4, (a, > 0) <> > (44 > 0). 


Análogamente, se verifican las siguientes cadenas de pasos equiva- 
lentes: 


a +4, >0 (a, < 0) <> 0,1 >—4, (14<0) =>1<-2 (2, < 0); 
041 +4, < 0 (4, > 0) => 4,7 <— 44 (49 > >< (2, > 0; 


Gagz + 4, <Ó0 (4 <0) => 4,1 <— 44 (4) < 0) > (ty < 0). 

5) 
A partir de la última desigualdad en cada una de estas cadenas se 
halla fácilmente el conjunto de todas las soluciones de la primera 
desigualdad de la cadena dada (con la restricción indicada sobre ap). 
Así pues, la solución de la desigualdad ayz + a, > 0, para ay < 0, se 


» Aa rd . 
representa porelintervalo ( — 0, — 2) > la solución de la desigualdad 
4] 


ayT+ 4,0, para e4>0, es el intervalo (—o0o, +); y la 


0 
solución de la desigualdad ajx+ a, <0, para a, < 0, es el intervalo 
a, 
( Go ] +00) ; 
Todo lo expuesto más arriba concerniente a la resolución de las 


desigualdades de primer grado se enuncia, a menudo, así: un poli- 
nomio de primer grado uz + a, (a, + 0): 


.,. . a 
a) es positivo, cuando ay >0, para cualquier x€ =e e ¿E 00] 
' 
. ' as 
y negativo para cualquier x€ ( — 00, 7) a 
0 
depa . a 
b) es posilivo, cuando a, << 0, para cualquier x € —o0o, 4) 
0 


y negativo, para cualquier z € — — ,. + 00 ] ] 
Ú 
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En particular, el binomio (x — a) es positivo para todos los z 
que se ubican en el eje numérico a la derecha respecto del punto que 
representa el número x, y negativo para todo zx que se dispone a la 
izquierda del punto mencionado. En otras palabras, el punto au divide 
el eje numérico en dos partes: en la parte dispuesta a la derecha del 
punto a el binomio (zx — a) es positivo, y en la otra parte, dis- 
puesta a la izquierda del punto a, negativo. 

En esta propiedad del polinomio (x — «) se basa el método de in- 
tervalos y se emplea con frecuencia para resolver las desigualdades 
algebraicas de grados superiores. 

Supongamos «ue se pide resolver la desigualdad 


(1 — 1) (1 — 0%) -.. (E — AGp-1) (2 — An) >0 (7) 


donde %,, %,, .. .: Sn, %h son ciertos números fijos, entre los 
cuales no hay iguales, y, además, tales que %, ZO ... <Apn y < 
< O» : 


Examinemos el polinomio 
P (2) — (2 — %) (£— %2) -.. (72 — An-1) (1 — Ap). (8) 


En virtud de la observación hecha más arriba resulta obvio que para 
cualquier número z, tal que xp > Q,, el valor numérico correspon- 
diente de todo factor en el producto (8) es positivo y, por esta razón, 


INE AE 
dy da dq” Ags da Any la E 


Fig. 12 


el correspondiente valor numérico P (xy) del polinomio P (:x) es tam- 
bién positivo. Para cualquier número zx,, elegido del intervalo 
(%.., An), el valor numérico correspondiente del último factor es 
negativo, y el valor numérico correspondiente de cualquiera de los 
factores restantes es positivo, por lo cual el número P (x,) es nega- 
tivo; análogamente, para todo número z,, perteneciente al intervalo 
(%n-,, %n-1), el número P (x,) es positivo, etc. 

Precisamente en este razonamiento se basa el método de intervalos 
que consiste en lo siguiente: en la recta numérica se marcan los nú- 
METOS js Ly, +. »: Any» Gn; en el intervalo, que se encuentra a la 
derecha del número mayor, se pone el signo más, en el intervalo 
siguiente, que va de derecha a izquierda, se pone el signo menos, lue- 
go, el signo más, luego, el signo menos, etc. (fig. 12). Entonces el 
conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (7) será la unión 
de todos los intervalos que llevan el signo más. 

El método de intervalos permite resolver aquellas dosigualdades 
algebraicas que pueden reducirse, mediante una cadena de pasos 
equivalente. a las desigualdades del tipo (7). 
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Ejemplo. Resuélvase Ja desigualdad 
(xr — 3) (2 + £) (4 — 2) >0, (9) 
Al multiplicar la desigualdad (9) por (—1), obtendremos una desi- 
gualdad, equivalente a la (Y): 
[lx — (2 (x — 3) (1 — 4) <0. (10) 


Apliquemos el método de intervalos para resolver la desigualdad 
(10): en la recta numérica marcamos los números (—2), 3. 4. En los 
intervalos ponemos, de derocha a izquierda, los signos más y menos 
(fig. 13). El conjunto de todas las x, pertenecientes a los intervalos 
(—o00, —2) y (3, 4), representa el conjunto de todas las soluciones 


== 22 ISA Z 


Fig. 13 


de la desigualdad (10). Ya que la desigualdad (9) es equivalente a la 
(10), el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (9) es el 
conjunto (—oo, —2) U (3, 4). 
Desigualdad cuadrática. Apliquemos el método de intervalos 
a la resolución de las desigualdados algebraicas de segundo grado. 
Se llaman, corrientemente, desigualdades cuadráticas. Analicemos la 
desigualdad cuadrática 
ad+bx+rco>0 (a 0). (11) 


Realizando la transformación idéntica de «formación de cuadrado 
perfecto» (véase el $ 1, cap. 111), obtenemos 


atybro=a[ (2437) — que] , 


donde D = bd? — 4ac, Por eso, la desigualdad (11) es equivalente a 
la desigualdad 


b y2 D 
Sea a > 0. Entonces, la desigualdad (12) es equivalente a la 
desigualdad 
Biz 0D | 
(2+>3) —=7. >09 (0>0). (13) 
a) Si O < 0, entonces, cualquiera que sea el valor numérico de 
la incógnita zx = xy, en el primer miembro de la desigualdad (13) 


figura la suma del número no negativo (Co +3) con el núme- 


zos PD : : ] y 
ro positivo ( — 77) , es decir, la desigualdad (13) se convierte en una 
desigualdad numérica que se verifica. Por consiguiente. la desigual- 
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dad (13) es válida para cualquier z. En otras palabras, el conjunto 
de todas las soluciones de la desigualdad (13) es en este caso el con- 
junto de lodos los números reales. 

bp) Si D =< U, entonces, obviamente, la desigualdad (13) se con- 
vierte en una lícita desigualdad numérica para todo x, a excepción 
del número xq — -: >> Por consiguiente, el conjunto de todas las 


soluciones de la desigualdad (13) será en este caso el conjunto 
lo 
(0, —2)U (32 + +00 


c) Si D > 0, entonces la desigualdad (13) es equivalente a la 
desigualdad 


(1—I)Mr—x)>0 (a>0), (14) 
donde x, = AAA E A . Es evidente que x, < 2£,, 


razón por la cual, al aplicar el método de intervalos, llegamos a que 
el conjunto de todas lus soluciones de la desigualdad (14) será el 
conjunto (— o. a) U (z,. + oo 

Sea a < 0. Entonces. la desigualdad (12) es equivalente a la 
desigualdad 


(+2 Yo eo o 


a) Si D< 0, resulta evidente que para lodo número xz esta dest- 
gualdad se convierte en una desigualdad ilícita, por lo cual la de- 
sigualdad Pa no tiene soluciones. 

b) Si D «= 0, resulta también evidente que la desigualdad (15) 
na tiene soluciones. 

c) Si D > 0, la desigualdad (15) será equivalente a la desi- 
gualdad 


(rx) (r—r)<0 (a < 0), (16) 
J— YN =bH VD 
donde x, == bin A ay AL, Es obvio que 2, > T», y por 


ello. al aplicar el método de intervalos, llegamos a que el conjunto 
de todas las soluciones de la desigualdad (16) es el intervalo (ca; x,). 

De modo análogo se efectúa la resolución de la desigualdad a? 4 
+bxtbece<0 (a +0). Los razonamientos aducidos pueden re- 
unirse juntos formando la Tabla 4. 

Hemos de notar que esta labla no debe retenerse en la memoria, 
pues para resolver una desigualdad cuadrática concreta resulta 
mejor repetir cada vez los razonamientos realizados más arriba. 

Ejemplo. Resuélvase la desigualdad 


2x—6<0, 
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Tabla 1 


a | D | Desiuualdad | Solución de Ji desigualdad 
/ —b-yD í bo PD 
Mu hr. 7 PERA E (|—= 
u>U D>0| art hi e>U ( e NE -) a , 
due) 
Le) _ 27, . ea 4 
a >0 D>0 arab: << E > ye e 5 y» ) 
2a Za 


a>0 D=0 ar? bic >(0 [—o, 37) y (os +00 ] 


a 
a>0 | D == 0 | art bre 0 | no hay soluciones 
a>0 D<0 | ariba -e>( | (—o00, |: 00) 
u >0 D<0 | ur? dre <Ó | no hay soluciones 


a <1) D>0 | arHt-bepo>0 —b+ YD db YD 


2n ST" 


(—o bl MDy ¡== VD 
E 


a <0 D>0| artborfo<0 
-|- 00 ) 
/ 
e=0 D=0 | at+da+c>0 | no hay suluciones 


art—br4e<0 


ar? bre 0 | no hay soluciones 


[—00, ¡ 00) 


a<0 | D=0( 


D<0 | art br+- e <0 
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Por cuanto las raices del trinomio de segundo grado P (x) = 
=x4—x—6son zx, =3 y ty = —2, entonces P (1) = (1 — 3) X 
Xx lx 4- 2). 

Quiere decir, la desigualdad es equivalente a la desigualdad 

(x — 3) [z + 2) <0. 


Al aplicar el método de intervalos a la última desigualdad 
(fig. 14). llegamos a que el conjunto de todas las soluciones de la 
desigualdad de partida es el intervalo (—2; 3). 


+ + 
—2 y] T 


Fig. 14 


Mélodo de intervalos generalizado. Algunas desigualdades alge- 
braicas de grados superiores a dos se reducen, mediante una cadena 
de pasos oquivalentes, a la forma 


(Za) ra) aa E A ">, (17) 


donde k,.X%,. - - «+ Xn—¡» kn Son números naturales fijos, y %,, a, - - - 
o.) %n-1, %,. números reales fijos, entre los cuales no hay iguales, 
y tales que a, <<... [Gp -, < G (indiquemos que si al 
menos uno de los números k; > 2, entonces el método de intervalos 
aducido anleriormente no puedo ser aplicado para la resolución de la 
desigualdad (17). Entonces, las desigualdades del tipo (17) se resuel- 
ven por el así llamado método de intervalos generalizado. Examinemos 
el polinomio 


P (1) = (—a" (<—az)" ... (z A (1) "". (18) 


Es evidente que para cualquier número zx, tal que xy > a,, el valor 
correspondiente de todo factor en el producto (18) es positivo, debido 
a lo cual el valor numérico P (x,) del polinomio P (x) es también 
positivo. 

Para cualquier número x,, elegido dentro del intervalo (%,-,, Ln), 
el valor numérico correspondiente de todo factor, a excepción del 
último, es positivo; el valor numérico correspondiente del último 
factor es positivo, si k, es un número par, y negativo, si k, es un 
número impar, Por eso, el número 2 (z,) es positivo, si k, es un 
número par, y cl número P (x,) es negativo, si k, es impar. En estos 
casos sucle decirse, habitualmente, que el polinomio P (x) cambia 
de signo. al pasar por el punto a, si k, es un número impar, y no 
cambia de siguo, si k, es un número par. 

Análogamente se mueslra que si se conoce el signo del polino- 
mio £ (2) en el intervalo (a;, %;+,), entonces en el intervalo (a;-,, 
a) el signo se determina según la siguiente regla: el polinomio P (x) 
cambia de signo, al pasar por el punto x;, si k, es un número impar, 
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y no cambia do signo, si k, os un número par. Precisamente en estos 
razonamientos está basado el método de intervalos generalizado: en 
el eje numérico se marcan los números %¡, Le, » - «+ %a-11 Ln; eN 
el intervalo dispuesto a la derecha del número inayor, es decir, 
a la derecha de a,, se pone el signo más, en el intervalo que sigue 
tras el primero de derecha a izquierda se pone el siguo más, si k, es 
un número par, y el signo menos, si le, es un número impar: en el 
siguiente intervalo de derecha a izquierda se pone el signo, rigiéndose 
por la siguiente regla: el polinomio 2 (2) cambia de signo, al pasar 
por el punto A2,-—1, Si A,-, es un número impar, y conserva el signo 


+ 
.. 3 8/3 e d 
Fig. 15 


invariable, si k,-, es un número par; a continuación se examina el 
intervalo siguiente que va de derecha a izquierda y se pone en él 
el signo, rigiéndose por la misma regla; de esta manera se analizan 
todos los intervalos. 

La solución de la desigualdad (17) será la unión de todos los 
intervalos en los cuales se ha puesto el signo más. 

Ejemplo. Resuélvase la desigualdad 


(2 + 5) Q1 — 39 (—z + 7* (Ga + 8) < 0. (19) 


Al multiplicar esta desigualdad por ( — (7) ( 3)) , obtendremos, 


ante todo, una desiguldad equivalente a (19): 
2 340 e 
[1 — (— 5)) [2—(-35)] (2-3) (17 >0, (20) 


Con el fin de resolver la desigualdad (20) apliguemos el método de 
intervalos generalizado. En el eje numérico marquemos los números 


(5), (—5) , $ 7 (Gig. 15). A la derecha del número mayor, es decir, 


del número 7, ponemos el signo más. Al pasar por el punto (7), el 
polinomio 


pa=l Ma (-3) (e ) 7 en 


cambia de signo, puesto que el binomio (x—7) está contenido en 
el producto (21) elevado a una potencia impar, razón por la cual 


ponemos en el intervalo (7. 7) el signo menos. Ál pasar por el 
punto (5) , €l polinomio 2 (zx) cambia de signo, puesto que el 
binomio (23) está contenido en el producto (21) clevado a una 
polencia impar, y por esla razón ponemos en el inlervalo ( — z , 3) 
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el signo más, Al pasar por el punto [—3) el polinomio P(x) no 


cambia de siguo, puesto que en el producto (21) el binomio 


(5) 


. 8 id P » 
cua) en el intervalo [—5, 3) ponemos el signo más, Por fin, 


está contenido elevado a una potencia par, por lo 


3 
al pasar por el punto (—53), el polinomio P (x) cambia de signo, 
puesto que el binomio lc — (—5)] figura en el producto (21) a la 
primera potencia, por lo cual ponemos en el intervalo (— oo, —5) el 
signo menos. Así pues, la solnción de la desigualdad (20) y de la 
(19), equivalente a la (20), representa el conjunto de todos los inter- 
valos con el signo más, es decir, el conjunto de todas las soluciones de 


la desigualdad (19) es el conjunto (— 5, —)u (—%, 2) U (7, 


== 00). 
Desigualdades no estrictas, Pasemos alora a la resolución de las 
desigualdades no estrictas 


P (2) >0, (22) 
P (x) <0. (23) 


Si cierto número 2, es la solución de la desigualdad (22), se verificará 
la desigualdad numérica Y (x,) > 0. Entonces, debido a la defini- 
ción del signo no estricto de una desigualdad, se verifica o bien la 
igualdad numúrica P (7,) = 0, o bien la desigualdad numérica 
P (22) > 0. En obras palabras, si el número xp es la solución de la 
desigualdad (22), entonces dicho número es o bien la solución de la 
ecuación P (7) == 0, o bién, de la desigualdad / (7) > 0. Esto puede 
decirse sobre cualquier solución de la desigualdad P (x) > 0. Del 
modo análogo se muestra que toda solución de la desigualdad P (2) > 
> 0 y toda solución de la ecuación / (7) = 0 es también la solu- 
ción de la desigualdad (22). 

De este modo, el conjunto de solucionos de la desigualdad no es- 
tricta (22) representa la unión de dos conjuntos: el de todas las solu- 
ciones de la desigualdad estricta P (x%) > 0 y el de todas las solucio- 
nes de la ecuación 2 (4) = 0. 

Análogamente, el conjunto de todas las soluciones de la desigual- 
dad no estricta (23) es la unión de dos conjuntos: el de todas las so- 
luciones de la desigualdad estricta P (2) < 6 y el de todas las solu- 
ciones de la ecuación P (17) -== 0. 

En esto precisamente está basado el principio de resolución de las 
desigualdades no estrictas. Se resuelven primeramente la desigualdad 
estricta y la ecuación correspondiente después de lo cual se reúnen 
los conjuntos de soluciones de la desigualdad estricta y de la ecua- 
ción; la unión de dichos conjuntos es precisamente el conjunto de 
todas las soluciones de la desigualdad no estricta. 

Ejemplos. 1. Resuélvase la desigualdad no estricta de primer 
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grado: 
dor +a, =>0 (a, +0). (24) 


Resolvamos primeramente la ecuación 
as +a,=0 (030). (25) 


Su única solución es el número ( A) . Luego resolvamos la 
0 
disigualdad 
agr + a,>0 (2, 30). (26) 


Cuando 2,>0, el conjunto de todas sus soluciones es el conjunto 


a > » 
( a a y > 00) ; cuando a, < 0, el conjunto do Lodas sus soluciones 


es el conjunto [—oo, 32) . Al reunir las soluciones de la ecua- 
ción (25) y de la desigualdad (26), obtenemos: para aj)>0 el 


-4//0p Z 0/8 Zz 
Fig. 16 Pig. 17 


conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (24) es el conjunto 
[—¿2, +00) (fig. 16); para ag <0 ol conjunto de todas las solu- 
ciones de la desigualdad (24) es el conjunto e 00, 2] (fig. 17). 
2. Resuélvase la desigualdad 
(2? — 3x + 2) (1? — 32?) (4 — x3 >0., (27) 

Por cuanto son válidas las igualdades idénticas siguientes 

33 + 2=(2- 2) (— 1), 

3 — 3x1 = a? (2 — 3), 

4 — (1 — 2) (1 4 2), 


entonces, de acuerdo con las afirmaciones 4 y 3h) de este párrafo, la 
desigualdad (27) es equivalente a la desigualdad 


[z — (—2)1 2? (2 — 1) (2 — 2)? (x — 3) :X 0, (28) 
Resolvamos primeramente la ecuación 
[zx — (--2)] 2? (x — 1) (2 — 2) (x — 3) =0. (29) 


Tiene solamente cinco raíces: == —2, 2, =0, ta =Í, 2, = 2, 
zg = 3. Luego resolvamos la desigualdad estricta 


lz —= (Dz (21) (2-2 lx —3)<0 (30) 
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aplicando el método de intervalos generalizado (fig. 18). El conjunto 
de todas sus soluciones será el conjunto (— 00; —2)U) (1; HU 
1) (2; 3). Reuniendo el conjunto de soluciones de la ecuación (29) y 


EDO AOX 
eo O. NIN z 


Fig. 18 


de la desigualdad estricta (30), obtenemos el conjunto de todas las 
soluciones de la desigualdad (28) y, en virtud de que el paso es equi- 
valente, de la desigualdad (27). 

Así pues, el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad 
(27) es el conjunto (— oo, —21UY (0) U [1; 31. 


$ 3. Ecuaciones con dos incógnitas 


Conceptos principales. Sea dada la ecuación 
Ri (2, y) = 0 (z, y), (1) 


donde R (x, y), O (z, y) son polinomios, enteros (véase el $ 3, cap. 11) 
con respecto a dos letras x e y. En este caso se dice que está dada una 
ecuación algebraica con dos incógnitas x e y. El par ordenado (x, y) 
se denomina colección de incógnitas de la ecuación (1). El CVA de la 
ecuación (1) es el conjunto de todos los pares (z, y), donde las letras 
zx e y pueden ser números reales cualesquiera. 

La colección numérica (z¿, yo), correspondiente a la colección de 
incógnitas (x, y) se llama solución de la ecuación (1), si son iguales los 
valores numéricos de Jos polinomios R y Q que corresponden a dicha 
colección numérica, es decir, si se verifica la igualdad numérica 
R (to, Yo) = Q (Zo. Yo). Resolver la ecuación (1) signiifca determinar 
el conjunto de todas sus soluciones, es decir, hallar todas las colec- 
ciones numóricas, cada una de las cuales convierte la ecuación (1) 
en una igualdad numérica lícita. Si el conjunto de todas las solu- 
ciones de la ecuación (1) consta de k pares de números reales (z,, y,): 
la, Ya); - - - ; (ta, yn), se dice que la ecuación (1) tiene tan sólo k 
soluciones, es decir, el conjunto de todas las soluciones es el con- 
junto M = ([(2,, Yi), (La, Yo), - - -» (Lro Yr)). Si, en cambio, el con- 
junto de todas las soluciones consta de un solo par (x,, y,), se dice que 
la ecuación (1) tiene la túnica solución. Por ejemplo, la ecuación 
2? + y? = O tiene la única solución (z, y): (0, 0). Cuando el conjunto 
de todas las soluciones de la ecuación (1) es vacío, se dice que la 
ecuación (1) no tiene soluciones. Por ejemplo, la ecuación 2? + y* = 
= -—1 no tiene soluciones. 

Sean dadas dos ecuaciones algebraicas con dos incógnitas: 


Ríx,y)= 0 lx, y y 7 (a, y =8S lx, y). 
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Estas ecuaciones se llaman equivalentes, si cualquier solución de 
la primera ecuación es a la vez solución de la segunda ecuación y to- 
da solución de la segunda ecuación es solución de la primera. Íón vir- 
tud de esta definición, son equivalentes cualesquiera dos ecuaciones 
que no tienen soluciones. 

La sustitución de una ecuación por otra, equivalente a la pri- 
mera, se denomina paso equivalente de la primora ecuación a la se- 
gunda. 

Son válidas las siguientes afirmaciones: 

1. Las ecuaciones R (z, y) = Q lz, y) y Ri [z, y) — O (x, y) = 
son equivalentes. 

2. Las ecuaciones R (x, yy =0 (7, yy Rí(z, y +S (2. y) = 
=0Q (lx, y +5 (z, y), donde S (x, y) es un polinomio cualquiera 
entero respecto a las letras x e y, son equivalentes. 

3. Las ecuaciones 1 (zx, y) = Q lx, y y aRÁx, y) = 90 (zx, y) 
son equivalentes para cualquier número real « distinto de cero. 

4. Supongamos que es válida la igualdad idéntica R lx. y) = 
= T (x, y), entonces las ecuaciones R (x, y) = Q lx, y) y 7 (z, y) = 
= Q (x, y) son equivalentes. 

La validez de estas afirmaciones se demuestra igual que en el 
caso de las afirmaciones en el $ 1, razón por la cual la demostración 
aquí se omite. De las afirmaciones 1 y 4 se deduce que cada ecuación 
algebraica con dos incógnitas z e y puede ser reducida a la forma 
P (zx, y) = 0, por lo cual sólo podemos analizar la ecuación del tipo 


PP (z, y) == 0, (2) 


donde P (zx, y) es un polinomio entero respecto a las letras zx e y. 
Para ilustrar geométricamenie el conjunto de todas las soluciones 
de la ecuación (2) resulta conveniente introducir un sistema de coor- 
denadas en el plano. 

Sistema rectangular (cartesiano) de coordenadas en un plano. 
Si se indica el método que permite establecer la posición de los pun- 
tos en el plano prefijando los pares de números, suele decirse que 
en el plano viene dado un sistema de coordenadas. El propio plano se 
llama en este caso plano de coordenadas. Veamos el sistema de coor- 
denadas más simple que se usa con mayor frecuencia y que se deno- 
mina rectangular o cartesiano. 

Sea dado un segmento cuya longitud se toma como unidad de me- 
dición de la longitud en el plano, es decir, supongamos que se ha 
introducido la escala. Supongamos, además, que están dadas dos 
rectas recíprocamente perpendiculares. Convengamos en considerar 
que cj punto de intersección de las rectas es el origen de coordenadas. 
Delinamos en cada recta la dirección positiva y marquemos en am- 
bas, a partir del origen de coordenadas, el segmento unidad prefi- 
jado. De este modo, en cada recta queda introducido su propio sistema 
de coordenadas (véase el $ 5, cap. 1); las rectas mencionadas se de- 
1ominan rectas coordenadas y, también, ejes coordenados, con la par- 
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ticularidad de que uno de ellos se denomina eje de abscisas y el otro, 
eje de ordenadas. 

Si en un plano queda introducida la escala y vienen dados dos 
ejes coordenados recíprocamente perpendiculares y si se sabe cuál 
de dichos ejes es el de abscisas y cuál, el de ordenadas, suele decirse 
que en el plano está dado el sistema rectangular de coordenadas. 

Designemos el origen de coordenadas con la letra Q, el eje de 
abscisas con las letras Qx y el eje de ordenadas, con Oy. En los di- 
bujos los ejes coordenados se disponen, corrientemente, de tal modo 

que el eje de abscisas sea horizontal 

Y y su semieje positivo esté orientado 

AA 110,4) a la derecha, mientras que el semieje 

positivo de ordenadas, hacia arriba 
(fig. 19). 

Sea M un punto cualquiera del 
plano de coordenadas. Tracemos por 
el punto V rectas, paralelas a los ejes 
coordenados. Supongamos que la recta 
que pasa por el punto MM y es paralela 
al eje Oy corta el eje de abscisas en el 
punto NV, y la recta que pasa por el 
punto MM paralelamente al eje Oz 

Fig. 19 corta el eje de ordenadas en el pun- 
to £ (véase la fig. 19). Por cuanto 
en los ejes están dados los sistemas de 

coordenadas, el punto N tiene en el eje de abscisas del sistema de 
coordenadas una coordenada a, y el punto £ tiene en su sistema de 
coordenadas en el eje de ordenadas la coordenada b. Entonces, se 
denominan coordenadas del punto M en el sistema elegido de coorde- 
nadas con los ejes Oz y Oy un par ordenado de números (a, b). El núme- 
ro a se llama primera coordenada o abscisa del punto M, el número b, 
segunda coordenada u ordenada del punto M. El hecho de que el 
punto M tiene la abscisa a y la ordenada b se escribe del modo si- 
guiente: M (a, b) (primeramente se escribe la abscisa y luego, la or- 
denada del punto MJ. 

Muy a menudo, cuando se estudian varios puntos fijos diferentes 
en el plano de coordenadas, éstos se designan con cierta letra mayúscu- 
la con diferentes números, por ejemplo, Mi, Ma, ..., Mn, -.- + 
Las coordenadas de estos puntos se denotan con los números corres- 
pondientes: M, (z,, Y1), Ma [Zar Ya), - - +» Mn [En, Yn), - > - 

Dado que por cualquier punto del plano puede ser trazada sola- 
mente una recta, paralela al eje de coordenadas dado, y cada recta 
corta el eje correspondiente, perpendicular a ella, sólo en un punto, 
entonces a todo punto del plano de coordenadas le corresponde un 
solo par ordenado de números, es decir, las coordenadas de este 
punto. 

Entre los puntos dispuestos en cualquier eje y el conjunto de 
números reales existe una correspondencia biunívoca (véase el 
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cap. 1), por consiguiente, a los distintos puntos del plano zOy les 
corresponderán distintos pares ordenados de números reales. Asi 
pues, si en un plano viene dado el sistema rectangular de coorde- 
nadas x0y, entonces entre cd conjunto de puntos del plano y el 
conjunto de pares ordenados de números reales cxiste la siguiente 
correspondencia: 


1. A todo punto del plano le corresponde sólo un par ordenado de 
números reales. 

2. A dos puntos diferentes del plano les corresponden diferentes 
pares ordenados de números reales. 

3. No existe un par ordenado de números reales que no corres- 
ponda a algún punto del plano. 


La correspondencia de este género se lluma biunitoca. J)e este 
modo, la introducción en el plano de uu sistema rectangular de coor- 
denadas permite establecer la correspondencia biunivoca entre el 
conjunto de todos los puntos del plano y el conjunto de pares orde- 
nados de números reales. La correspondencia citada presta la posi- 
bilidad de reducir el estudio del conjunto de punto del plano al 
estudio del conjunto de pares de números reales, es decir, la posibili- 
dad de aplicar al estudio de los problemas geométricos los métodos 
algebraicos. 


Hagamos algunas observaciones: 


1. La abscisa del punto M es igual a cero, cuando, y sólo cuando, 
el punto 17 se ubica en el eje Oy. 

2. La ordenada del punto 4 es igual a cero, cuando. y sólo enan- 
do, el punto 17 se ubica en el eje Oz. 

3. El punto O, y sólo este punto, que es el origen de coordenadas, 
tiene sus dos coordenadas nulas. 

4. El conjunto de todos los puntos de un plano de coordenadas en 
el que todo punto tiene ordenada posiliva (y > 0) se llama semiplano 
superior. 

>. El conjunto de todos los puntos de un plano «de coordenadas 
en el que todo punto tiene ordenada negativa (y < 0) se llama se- 
miplano inferior. 

6. El conjunto de lodos Jos puntos de un plano de coordenadas en 
el que todo punto tiene abscisa positiva (x > 0) se llama semiplano 
derecho. 

1. El conjunto de todos los puntos do un plano de coordenadas en 
el que lodo punto liene abscisa negativa (x < 0) se lama semiplano 
izquierido, 

8. El conjunto de todos los puntos de un plano de coordenadas 
en el que todo punto tiene abscisa positiva (y > 0) y ordenada posi- 
tiva (y > 0) se denomina primer cuadrante de coordenadas. 

9. £l conjunto de todos los puntos de un plano de coordenadas en 
el que todo punto tiene ordenada positiva (y > 0) y abscisa negativa 
(1 < 0) se denomina segundo cuadrante de coordenadas. 

10, El conjunto de todos los puntos de un plano de coordenadas 
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en el que todo punto tiené abscisa negativa (zx < 0) y ordenada ne- 
gativa (y < 0) se denomina tercer cuadrante de coordenadas. 

11. El conjunto de todos los puntos de un plano de coordenadas 
en el que todo punto tiene ordenada negativa (y < 0) y abscisa po- 
sitiva (z > 0) se denomina cuarto cuadrante de coordenadas. 


y 
Mola, tio) 184) lay) 
Pl 


12. Dos puntos M, (z,, Y,) y Ma (2, ya) se llaman simétricos con 
relación «ul eje de ordenadas, si sus coordenadas son tales que x, = 
= —2, 0 Y, = Ya (fig. 20); simétricos con relación al eje de abscisas, 


si sus coordenadas son tales que x, = 2, e y, = — Ya (fig. 21); si- 
métricos con relación al origen de coordenadas, si sus coordenadas son 
tales que x, :: —-22 0 y, = —Yoa (fig. 22). 

y 


(ly, Mtz, 
4) Prtznta) 


Mills.) 
e 


—-- ( 4 2) 


Fig. 21 Fig. 22 


Teorema 1. Cualquiera que sea la disposición de dos puntos 
M, (x.y) y Ma (za, y.) en el plano de coordenadas, el cuadrado de la 
distancia entre ellos (es decir, el cuadrado de la longitud del segmento 
M,M.,) se determina por la fórmula d? = (2, — 21)? + (ya — yaY, 
o sea, el cuadrado de la distancia entre dos puntos cualesquiera del pla- 
no de coordenadas es igual a la suma de los cuadrados de las diferencias 
entre las coordenadas homónimas. 
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Demostración. Sean dados dos puntos 34, (c,, y1) y Ma [zas ya) 
que no coinciden. La recta M,M, puede ser: 

a) paralela al eje Oy (o coincidente con éste), 

b) paralela al eje Ox (o coincidente con éste); 

c) no paralela al eje Oy, ni tampoco al Ox. La demostración del 
teorema se realizará para cada uno de estos casos por separado. 

a) Supongamos que la recta en que se 
disponen los puntos M, (x,, y) y M, (za, y 
Y,) es paralela al eje Oy (o coincide con  g,; 
éste). Entonces, cualquier punto dispuesto 
en esta recta tendrá una misma abscisa, es 
decir, los puntos M, y M, tendrán abscisas 
iguales: 1, = x, = m (fig. 29). 

Esta recta puede considerarse como un 
eje con dirección positiva hacia arriba y el  (p, 
mismo segmento unitario que para el sis- 
tema de coordenadas zOy y origen en el 
punto (m, 0). La coordenada de cualquier 
punto de este eje coincidirá con la orde- 
nada del mismo punto al considerarlo co- 
mo un punto del plano. De acuerdo con el 
teorema 1 ($ 5, cap. I), la distancia entre 
los puntos M, y M,, considerados como puntos de esta recta coorde- 
nada, es igual ad = | y, — y, |, de donde 


de = | ya — Y, 2 =0 + (Ya — YY? = (m — mji= 
+ (Ya — y) = (22 — 21? + (ya — y). 


b) Supongamos que la recta en que se disponen los puntos M, y 
M, es paralela al eje Oz (o coincide con éste). Entonces, cualquier 


Mitbit 


Mol Za, 52) 


Fig. 23 


punto dispuesto en esta recta tendrá una misma ordenada, es decir, 
los puntos M, y M, tendrán ordenadas iguales: y, = yz = n (fig. 24). 

La recta citada puede considerarse como un eje cuyo origen 
se encuentra en el punto (0, n); la dirección positiva de este eje está 
orientada hacia la derecha y el segmento unidad es el mismo que en 
el sistema de coordenadas x0y. La coordenada de cualquier punto 
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de este eje coincidirá con la abscisa del mismo punto al considerarlo 
como un punto del plano. De acuerdo con el teorema 1 (3 5, cap. 1), 
la distancia entre dos puntos M, y M,, como puntos de esta recta 
coordenada, es igual a d = | 1, — x, |, de donde 

dior 2 om (2 — 19 40 = (2, 2)? + 


+ (1 — 1" = (Ly — 23 Y (Ya — Yi). 


ec) Supongamos ahora que los puntos M, y M4, no se encuentran 
en la recta paralola al eje de ordenadas ni tampoco en la recta para- 
lela al eje de abscisas. En este caso las coordenadas homónimas de 
estos puntos serán números di- 
ferentes, es decir, zx, +zx, e 
Y, + Ya (tig. 25). Tracenmos por 
el punto 3, una recta paralela 
al eje de abscisas, y por el punto 
M,, una recta que sea paralela 
al eje de ordenadas. Estas rectas 
se cortarán en el punto A (x,, 
y). Yi punto M, y el punto K 
pertenecen a recta paralela al 
eje de abscisas, por consiguiente, 
como se estableció en el caso b), 
Ja distancia entre estos puntos 

Vir 05 (longitud del segmento A/,K) es 
igual a dan = | 3 — 2; |. 

Los puutos 17, y K se disponen on la recta paralela al eje de 
ordenadas, por consiguiente, conforme a lo establecido en el caso 
a), la distancia eotre estos puntos (longitud del segmento en MK) es 
igual a du. = | Ys -—- Y) |. Por cuanto el triángulo M,KM, es 
rectángulo. entonces, según el teorema de Pilágoras, di = diy,x + 
+ die = | ra — 84 Pbly— Y. En virtud do la propiedad 
de la magnitud absoluta obtenemos 


de = (xo E x,)* L— (Ya — Y ,)"- 


El teoroma cstá completamente demostrado. | 
Corolario. La distancia d entre cualesquiera dos puntos M, (2. y) 
y M, (2. y.) en el plano de coordenadas se determina según la fórmula 


d=VY (222 + (Y — yy. 
Ejemplo. tlállese la distancia d enbre los puntos M, (3, —-2) 
y M¿ (—, 1). 
¿VIE IF FM DP=VM, 
Ilustración geométrica de un conjunto de soluciones. Un conjunto 


no vacío de todos los puntos del plano de coordenadas, las coordena- 
das x 0 y de cada uno de los cuales representan una solución de la 


7 
Ktz, Gel 


O 


Mo (Lo, y, 
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ecuación (2): P (x%, y) -- 0, representa cierta figura G. Se dice que 
la ecuación P (x, y) = O define cierta figura G o que es una ecuación 
de la figura G, siempre que se cumplan las siguientes dos condiciones: 

1. Las coordenadas de cada punto 4, (xo Yp) de la figura G son 
una solución de la ecuación P (x.y) = 0, es decir, salisfacen la igual- 
dad numérica P (to, yo) = 0. 

2. A toda solución de la ecuación P (x, y) = O, es decir, a todo 
par de números (z,, y,) que satisface la igualdad numérica P (2, y,) = 
= 0, le corresponde en el plano de coordenadas un punto MH, (x.y), 
perteneciente a la figura (. 

Aduzcamos algunos ejemplos. 

1. Sea dada la ecuación 


(2 — aj (y — de 18. (3) 


Mostremos que en el plano de coordenadas esta ecuación representa 
una circunferencia de radio /? con centro en el punto C (a, b). 

En efecto tomemos un punto cualquiera 17, con las coordenadas 
Ty € Yo QUe se dispone en la circunferencia dada. Por definición de la 
circunferencia la distancia del punto Y, al centro de Ja circunferen- 
cia (el punto C) es igual a /?. Haciendo uso del corolario del teorema 1, 
llegamos a que R=V (2 — 0) + (ya — DJ. De esta igualdad 
numérica se desprende la igualdad numérica 


= (to — a? + (Yo — by. 


Por consiguiente todo punto dispuesto en la circunferencia dada 
tiene coordenadas que representan la solución de la ecuación 3). 

Tomemos ahora una solución cualquiera de la ecuación (3) es de- 
cir, tomemos cualquier par de números (2,, y,) tal. que se verifique 
la igualdad numérica 


(7, — a 4 (y, — db) =.R”. 


Esta igualdad numérica es equivalente a dla ¡igualdad numérica 


Vía —a+ (y —d?=|2R 1. 


Al par ordenado de números (:<,, y,) le corresponde en el plano 
de coordenadas el punto M4, (x,. y,), con la particularide ad do que de 


la validez Es la igualdad numérica Y (2, — 0) — (y, — »?= 
= [RAR | =R se desprende que el punto M, (x,, y,) se encuentra en 
la circunferencia de radio /í con centro en el punto € (a, 0). 
Quiere decir, efectivamente, la ecuación (3) es la ecuación de la 
circunferencia de radio /? con centro en el punto C (a, b) (fig. 26). 
Supongamos que en el plano de coordenadas está dada una circunfe- 
rencia de radio r con centro en el punto (a f$). Razonando de una 
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manera análoga, se puede mostrar que 
(— a? (y- PpP="5 


es la ecuación de esta circunferencia. 

Así pues, en el plano de coordenadas cada ecuación de la forma (3) 
es la ecuación de cierta circunferencia y cada circunferencia se de- 
fine mediante cierta ecuación del tipo (3). 


1 E Ala 0) 


My(2,y) 


/ta-a ty =0? ' 


Pig. 26 Fig. 27 


Por eso, cuando se dice que en el plauo de coordenadas está de- 
finida una circunferencia, se sobreentiende que está dada la ecuación 
de esta circunferencia, es decir, la ocuación del tipo (3). 

2. Sea dada la ecuación 


r—a=0 (4) 


Mostrenios que en el plano do coordenadas esta ecuación repre- 
senta la ecuación de una recta que es paralela al eje de ordenadas y que 
pasa por el punto A (a, 0). 

Efectivamente, tomemos un punto cnalquiera ¿Mo dispuesto en 
esta recta. lnlonces, la abscisa de este punto es el número z, = 4, y 
la ordenada y,. un número real fijo. 

Es evidente que las coordenadas x, e yy representan la solución 
de la ecuación (4), es decir, las coordenadas de cualquier punto dis- 
puesto en una recta que es paralela al eje de ordenadas y que pasa 
por el punto A (a, 0) representan la solución de la ecuación (4). 

_ Tomemos ahora cualquier solución de la ecuación (4), es decir, 
elijamos cualquier par de números (x,, y,) tal que satisfaga la igual- 
dad numérica x, — «== 0. En otras palabras, tomemos cualquier 
par de números (a, y,). donde y, es un númeto real fijo cualquiera. 

Es fácil ver que el punto M4, (a, y,) se dispone en una recta parale- 
la al eje de ordenadas y que pasa por el punto A (a, 0) (fig. 27). Por 
lo tanto, la ecuación (4) es en realidad la ecuación de la recta para- 
lela al eje de ordenadas. 
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Supongamos que en el plano de coordenadas viene dada una recta 
que es paralela al eje de ordenadas y pasa por el punto D (d, 0). Ra- 
zonando análogamente, podemos mostrar que la ecuación z — d =0 
representa la ecuación de esta recta. 

Asi pues, en el plano de coordenadas cada ecuación del tipo (4) 
es la ecuación de cierta recta paralela al eje de ordenadas, y la rec- 
ta, paralela al eje de ordenadas, se define por cierta ecuación del 
tipo (4). 

Por eso, cuando se dice que en el plano de coordenadas está de- 
Finida una recta paralela al eje de ordenadas, se sobreentiende que 


(7,0) 
E y=kx+b,dondek=1g 0 


Fig. 28 Fig. 29 


está dada la ecuación do dicha recta, es decir, la ecuación del tipo (4). 
3. Razonando análogamente, se puede mostrar que en el plano 
de coordenadas toda ecuación de la forma 


y—b=0 (5) 


es la ecuación de cierta recta paralela al eje de abscisas (fig. 28), y 
cada recta paralela al eje de abscisas se define por cierta ecuación 
del tipo (5). 

Por eso, cuando se dice que en el plano de coordenadas viene dada 
una recta paralela al eje de abscisas, se sobreentiende que está dada 
la ecuación de dicha recta, es decir, una ecuación del tipo (5). 

4. Sea dada la ecuación 


y = kx + d, (6) 
donde k % 0. 


En el capítulo Vl se mostrará que en el plano de coordenadas esta 
expresión es la ecuación de una recta que pasa por el punto M (0, b) 
y que forma con la dirección positiva del eje Ox un ángulo cuya tan- 
gente es igual a k (fig. 29). 

Supongamos que en el plano de coordenadas está dada una recta 
que pasa por el punto M (0, b,) y que forma con la dirección positiva 
del eje Ox un ángulo, cuya tangente es igual a k,, donde k, > 0; 
podemos demostrar que la ecuación , 


es la ecuación de esta recta. 
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Así pues, en el plano de coordenadas cada ecuación del tipo (6), 
donde k %< 0, os la ecuación de una recta que no es paralela a ninguno 
de los ejes de coordenadas, y cada recta no paralela a ninguno de los 
ejes coordenados se define por cierta ecuación del tipo (6), donde 
k +0. 

Por eso, cuando se dice que en el plano de coordenadas está defi- 
nida una recta que no es paralela al eje de abscisas ni tampoco al eje 
de ordenadas, se sobreentiende que está dada la ecuación de esta roc- 
ta, es decir, una ecuación del tipo (6), donde k 0. 

Ecuación de primer grado. Se denomina ecuación de primer grado 
con dos incórnitas una ecuación de la forma 


dr+By+C<=0, 


donde 4? + B* 0, o, con otras palabras, donde por lo menos uno 
de los coeficientes A y 43 es distinto de cero. 

De lo expuesto más arriba se infiere que en el plano de coordena- 
das cada ecuación de primer grado con dos incógnitas es la ecuación 
de cierta recta, y cada recta del plano se define por cierta ecuación 
de primer grado con dos incógnitas. 

En efecto, sea dada la ecuación 


Ar+bBy4C€=0 (4? + B* 20). (7) 


Si 5 = 0, entonces, tomando en consideración que A 3 O concluinios 
que la ecuación (7) es equivalente a la siguiente 


.-(4)=0 


y esta ecuación es, de acuerdo con lo mostrado anteriormente, la 
ecuación de una recta. Si B X< 0, entonces la ecuación (7) será equi- 
valente a la conación 


(5), 


la cual es, conforme a lo mostrado más arriba, ecuación de una rec- 
ta. Quiere decir, la ecurción (7) os en realidad la ecuación de cierta 
recta. Además. se puede mostrar que si en el plano de coordenadas 
viene dada una recta, se define ésta por cierta ecuación del tipo (7). 

Por eso, cuando se dice que en el plano de coordenadas está defi- 
nida una recta, se sobreentiende que está dada la ecuación de dicha 
recta, es decir, cierta ecuación de primer grado con dos incógnitas. 

Por cuanto por dos puntos no coincidentes pasa una recta única, 
para definir una recta resulta suficiente prefijar dos puntos que no 
coinciden y que pertenecen a esta recta. 

Quiere decir, si se conocen las coordenadas de dos puntos no coin- 
cidentes, dispuestos en esla recta, se puede escribir la ecuación de 
esta recta. 
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Ejemplo. Escríbase la ecuación de una recta que pasa por el 
origen de coordenadas y por el punto M (p, q), donde p? + qe +0. 
Si p = 0, entonces, evidentemente, la recta es el eje de ordenadas y 
sn ecuación es x = 0. 

Si q = 0, entonces, evidentemente, la recta es el eje de abscisas 
y su ecuación es y = 0. 

Sig +0, pp +0, entonces, de acuerdo con lo explicado anterior- 
mente, la ecuación de esta recta es de la forma (7), donde A, B, € 
son ciertos números fijos, con la particularidad de que 4* 4- 8? 0. 

Determinemos estos números, haciendo uso de la condición de que 
dos puntos O (0, 0) y 3 (p. q) se disponen en la recta mencionada. 

Por cuanto la recta pasa por el origon de coordenadas, entonces el 
par (0. 0) debe ser la solución de la ecnación (7), lo que es posible sólo 
cuando € == 0. Está claro que BL +0, puesto que si el coeficiente 
fuera igual a cero, la ecuación (7) tendría por expresión Ax = 0, es 
docir, representaría la ecuación del eje de ordenadas (A + 0, puesto 
que 4? + B? <0), lo cual contradice la condición p +0. Como 
B=X0, la ecuación (7) es equivalente a la ecuación 


y == kx, 


donde k = — + . Dado que la recta pasa por el punto (p, 4), enlon- 
ces se verifica la igualdad numérica 


q = kp. 


Por consiguiente, k =2, y la ecuación de Ja recta que paga por el 


origen de coordenadas y por el punto MM (p, q). el cual no se encuentra 
en Jos ejes de coordenadas, tiene por expresión 


q 
Y ==, 
y P 


Conjunto de ecuaciones. Sean dados los polinomios P, (x, y) 
Poir. Y), --.. Pm (zx. y). enteros respecto a las letras :z e y. 

Se dice que está definido un conjunto de m. ecuaciones algebraicas 
con dos incógnitas 


P, lx, y) == O, Ps (r, y) Sn O, ....s Pm (e, 4) E O, (8) 


si se requiere hallar todos los pares de números (<, y). cada uno de 
los cuales es la solución de al menos una ecuación del conjunto (8) y 
el cual lleva el nombre de solución del conjunto (S). De este modo, 
resolver el conjunto de ecuaciones (3) significa resolver cada una «de 
las ecuaciones que integran el conjunto, es decir, determinar los 
conjuntos M,. Mz, ..., My, donde M4; es el conjunto de todas las 
soluciones de la ecuación P;, (x. y) = 0, y, a continuación, hallar el 
conjunto My que es la unión de todos los conjuntos aducidos: My = 
=MUM,U... UMm. El conjunto My será precisamente el 
conjunto de todas las soluciones del conjunto de ecuaciones (8). 
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La ccuación (1) es equivalente al conjunto de ecuacionos (8), si 
cualquier solución de la ecuación (1) os también solución del conjunto 
de ecuaciones (8), y cualquier solución del conjunto de ecuaciones (8) 
es solución de la ecuación (1), en otras palabras, si coinciden los 
conjuntos de sus soluciones. La sustitución de la ecuación (1) por cl 
conjunto equivalente de ecuaciones (8) se denomina paso equivalente 
de la ecuación (1) al conjunto de ecuaciones (8). 

Con ayuda de tales pasos equivalentes al conjunto de ecuaciones 
se logra, Irecuentemen te. resolver la ecuación de partida. Por ejemplo, 
se pide hallar todas las raíces de la ecuación 


ri — y=0. (9) 


Hagamos uso de la fórmula de multiplicación reducida (véase el 
cap. 11) 2? — y? = (x — y) (x 4- y). Entonces, según la afirmación 4, 
obtendremos la ecuación (10), 
equivalente a la ecuación (9): 


(r—y (+ y=0. (10) 


ls fácil ver que la ecuación 
(10) es equivalente al siguiente 
conjunto de ecuaciones: 


A . 


7 
y z=0 
Lyra I—y=0, 2+y=0. 


(11) 


Fig. 30 Jl conjunto de todas las solu- 

ciones de la primera ecuación del 

conjunto es el conjunto de todos los pares (£, £), donde ? es cualquier 
número real: M, = ((t, t) |t€ R]. El conjunto de todas las solu- 
ciones de la segunda ecuación del conjunto es el conjunto de todos 
los pares (9. —q), donde q es cualquier número real: 17, = 


(4 10: 


de estos conjuntos M += M, UY Ma, es decir, M = ((t, t) |tE€R; 
la. —) 14€ R). 

Según lo demostrado anteriormente, cada una de las ecuaciones 
del conjunto (11) es la ecuación de una recta. Por eso, la figura, defi- 
nida por la ecuación (9), representa dos rectas; es fácil ver, además, 
que estas rectas pasan por el origen de coordenadas y son las bisectri- 
ces de los ángulos coordenados (fig. 30). 


S 4. Sistemas de ecuaciones 


Sistema de dos ccuaciones con dos incógnitas. Sean dados los 
polinomios P (x, y). a (x, y), enteros respecto a las letras x e y. Se 
dice que está dado un sistema de dos ecuaciones algebraicas con dos 
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incógnitas z e y: 
P (x, y) =0, 
Q(x,y)=0, 


si se pide hallar las colecciones numéricas, correspondientes a la 
colección de incógnitas (zx, y), cada una de los cuales es la solución 
de cada ecuación del sistema (1). es decir, si se requiere hallar todas 
las colecciones numéricas de incógnitas (x, y) tales quo, siendo susti- 
tuida cada una de ellas en ambas ecuaciones «lel sistema (1), estas 
últimas se convierten en igualdades numéricas licitas. Cada colección 
numérica de esta índole lleva el nombre de solución del sistema (1) 
(las ecuaciones de un sistema se escriben habitualmente en columna 
y se reúnen con una Jlave). 

Resolver el sistema de ecuaciones (t) significa hallar el conjunto 
de todas las soluciones de cste sistema. Cabe notar que dicho conjunto 
es la intersección de dos conjuntos: el conjunto de todas las solucio- 
nes de la primera ecuación del sistema y el conjunto de todas las 
soluciones de la segunda ecuación del mismo. lxaminemos un sis- 
tema más de dos ecuaciones algebraicas con dos incógnitas: 


R (z, y) == O, 
S (x, y) =0, (2) 


(1) 


donde R (z, y), S (zx, y) son polinomios enteros con respecto a las 
letras x e y. Dos sistemas de ecuaciones algebraicas (1) y (2) se deno- 
minan equivalentes, si cualquier solución del primer sistema es a la 
vez la solución del segundo sistema y cualquier solnición del segundo 
sistema es la solución del primer sistema. Con otras palabras, los 
sistemas (1) y (2) son equivalentes, si coinciden los conjuntos de 
sus soluciones. De la definición se desprende que dos sistemas son 
equivalentes, si los conjuntos de sus soluciones son vacíos, 

Suele decirse que está dado un corjunto de k sistemas de dos 
ecuaciones algebraicas con dos incógnitas: 


P, (z, y) =0, P, (x, y) =0, .. Pr (Íí, y=0, 
e (x, y) = (, Q2(x, y) =0, ... O, (x, y =0, 


donde P, (2, Y, Pala, y). Pron QA lay... O (2, y) 
son polinomios enteros respecto de las letras x e y, si se requiere 
hallar todas las colecciones numéricas, cada una de las cuales es la 
solución de por lo menos uno de los sistemas de ecuuciones del con- 
junto (3). Cada una de dichas colecciones recibe el nombre de solu- 
ción del conjunto de sistemas de ecuaciones (3). 

El sistema de ecuaciones (1) es equivalente al conjunto do siste- 
mas de ecuaciones (3), si cualquier solución del sistema de ecuacio- 
nes (1) es, a la vez, solución del conjunto de sistemas de ecuaciones (3), 
y cualquier solución del conjunto de sistemas de ecuaciones (3) es la 
solución del sistema de ecuaciones (1). 


(3) 
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Demos a conocer algunas afirmaciones refcrentes a la equiva- 
lencia de los sistemas de ccuaciones. 

1. Si se cambia el orden de seguimiento de las ecuaciones en el sis- 
tema (1), el sistema oblenido será equivalente al (1). 

2. Si una de las ecuaciones del sistema (1) se sustituye por otra ecua- 
ción equivalente. el sistema obtenido será equivalente al sistema (1). 

3. Supongamos que en un sistema de ecuaciones con incógnitas x e 
y una de las ecuaciones está escrita de tal modo que en el primer miem- 
bro figura una de las incógnitas, por ejemplo, x a la primera potencia. 
y en el segundo miernbro figura un polinomio entero respecto de y. 
En este caso se dice que la incógnita x está expresada en términos de la 
otra incógnita y. Si la incógnita x viene expresada a partir de la pri- 
mera ecuación del sistema (1), entonces, al sustiturla en otra ecuación 
del sistema (1). en lugar de x, el polinomio obtenido de y, tendremos un 
sistema equivalente de ecuaciones, es decir, resultan equivalentes los 
siguientes sislemas: 


c=R | z=R (y), 
Q (7 y =0, OIR (Y), yl =0. 


Observemos que la segunda ecuación O [R (y), yl = 0 es una 
ecuación cou una solu incógnita, por lo cual para encontrar sus solu- 
ciones podemos emplear los métodos examinados en el $ 4. 

4. Si la primera ecuación del sistema (1) se sustituye por una ecua- 
ción igual a la suma de la primera ecuación, multiplicada por cierto 
número real $ 30, con la segunda ecuación, multiplicada por cierto 
número real a. entonces el sistema obtenido de ecuaciones será equiva- 
lente al sistema de ecuaciones (1), es decir, cualesquiera que sean los 
números reales f +0 y a, serán equivalentes los siguientes sistemas 
de ecuaciones: 


P (x, 1) =0, BP (2, y 400 (x, y) =0, 
Q (x. y =0, Q (xr, y) =0. 


A título de corolario de la afirmación 4 tenemos la afirmación: 

Dd. Si la primera ecuación del sistema (1) se sustituye por la suma 
lo la diferencia) de la primera y segunda ecuaciones del sistema, enton- 
ces el sistema oblenido de ecuaciones será equivalente al sistema de ecua- 
ciones (1). 

6. Si la primera ecuación del sistema (1) es equivalente ul conjunto 
de ecuaciones P, (e. y) — 0, Pale. y) =0,..., Pa [z, y) =0, en- 
tonces el sistema (1) será equivalente al siguiente conjunto de k sistemas 
de ecuaciones: 


ES (2, y =0, Ea y)=0, ..., ea y=0 
Q (z, y) =0, Q (zx, y) =0, a O (2, y) =0. (4) 


Si la ecuación Q (x, y) = O es equivalente al conjunto de m ecuacio- 
nes Q, lx, y) =: 0, Qa lx. y) =0, .... Op, (z. y) = 0, entonces a 
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cada sistema del conjunio (4) se le puede aplicar la afirmación 6 y 
cada sistema del conjunto (4) puede sustituirse por su conjunto de 
sistemas. 

La demostración de todas estas afirmaciones se omite, 

Veamos cómo se aplican las afirmaciones enunciadas al resolver 
sistomas de ecuaciones. 

Sistemas de dos ecuaciones de primer grado con dos incógnitas. 
Examinemos el sistema de dos ecuaciones de primer rado con dos 
incógnitas: 

ar+by+e =0, 


021 /- byy + 0 =0, 


donde aj + bj 40 y az + b, 40, con otras palabras, donde por lo 
menos uno de los dos cocficientes a, y b,, y también por lo menos uno 
de los dos coeficientes az y ba son distintos de cero (en el caso con- 
trario por lo menos uno de los polinomios «,z 4- b,y -E c, Ó a,yt + 
+ bay +, no sería un polinomio de primer grado ni respecto de la 
incógnita x, ni respecto de la incógnita y). 

Cada una de las dos ecuaciones del sistema (5) (como so ha mostra- 
do en el $ 3) es la ecuación de una recta en el plano de coordenadas. 
Como se sabo, dos rectas en el plano de coordenadas pueden o bien 
intersecarse en un punto, o bien coincidir, o bien sec paralelas sin 
que sean coincidentes. lor consiguiente, al buscar todas las solucio- 
nes del sislema de ecuaciones (5), también pueden surgir estas mis- 
mas situaciones. 

Aclarémoslas con unos ejemplos. 

1. Sea dado el sistema de ccuaciones 


(0) 


(6) 

z+y+1=0. ES 
Es fácil ver que el sistema (6) es equivalente al sistema 

| =Y, y 

x--y+1=0, (0) 


Haciendo uso de la afirmación +, pasemos del sistema (7) al sistema 


yTY— 1 = 0, sd 
que es equivalente a (7). 
La segunda ecuación del sistema (8) es de primer grado con una 


incógnita y tiene la única solución y, = — e Por consigiente, el sis- 


tema (8) y, por tanto, el sistema (6), equivalente a (8). tiene la 
Pa 5 1 1 a 

única solución (%;, ya): (— e 7). EJ] punto con estas coordo- 
nadas es el de intersección de las rectas definidas por las ecuacio- 


nes (6) (fig. 31). 
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2. Sea dado el sistema de ecuaciones 
+y+1=0, 
21+2y+2=0), 
Al dividir por 2 los miembros primero y segundo de la segunda ecua- 
ción, pasamos al sistema 
a+ y+1=0, 
t+y+ 1= Ú, 


que es equivalente al sistema de partida (9). 
El sistema (10) consta de dos ecuaciones iguales, lo que corres- 
ponde en el plano de coordenadas a dos rectas coincidentes (fig. 32). 


(9) 


(10) 


(OPA AU lr 22 =0 
7 


Bl 
Fig. 31 Fíg. 32 


Es obvio que el conjunto de todas las soluciones del sistema (10) y 
por tanto, del sistema equivalente (9), es el conjunto de todos los 
pares del tipo (t. —1 — (), donde ¿ es un número real cualquiera. 
3. Sea dado el sisloma de ecuaciones 
Isma 
22+2y + 1==0, 
Pasemos al sistema equivalente al dado 


t= —y, 
225-2441 =0, 


Al hacer uso de la afirmación 3, obtendremos el sistema 


ains 
2(—y+2y4+1=0, 
gue es equivalente al sistema (12). 

La segunda ecuación del sistema (13) es equivalente a la igualdad 


numérica 1 :=. O que no es cierta. Por consiguiente, el sistema (13) y, 
por tanto, el sistema (11), no tienen soluciones, lo que corresponde 


(11) 


(12) 


(15) 
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a dos rectas paralelas en el plano de coordenadas pero no coluciden- 
tes (fig. 33). 

Ll método de resolución de Jos sistemas de ecuaciones (6). (Y) y 
(11), que ostá basado en la afirmación 3, se denomina método de sus- 
titución o método de eliminación de la incógnita. 

Veamos cómo se emplea este método en un ejemplo más complejo. 
cuando una de las ecuaciones del sistema no es ecuación de primer 
grado. 


ax pby+e=0, 


A /, 
24 y? 4, 01 

Analicemos el caso en que 

b= 0. Entonces la primera 

ecuación del sistema (14) es la 

ecuación de una recta paralela 

al eje de ordenadas. La segun- (a 

da ecuación del sistema (14) : 

es la ecuación de una circun- 

ferencia de radio unidad con 

centro en el origen de coorde- Vig. 33 

nadas. Al aplicar el método 

de sustitución (a + 0, puesto que b = 0). oblendremos el sistema 


T 


¿try =5 
Dz 2 +? = P 


C 
TS — -— 


a 
cy?, g_. 
ur 
que es equivalente al sistema de partida (14). La segunda ecuación 


del sistema (15) es una ecuación cuadrática. St l-+ < 0, entonces 


esta ecuación no tiene raices y, por tanto. el sistema (15) y el (14), 
equivalente al (15), tampoco las tienen. Esto corresponde a la 


s 


(15) 


, ., C ; > á % 
situación en que la recta z= — 7 Ro corla la circunferencia unidad 
a . . e y 
a2liy4 (fig. 34), | en la figura 34 la recta 2=-—-+- viene 
expresada tanto para el caso de ( —E) >, como para el de 


(—<) <-—1] . Si 1-<=0, la segunda ecuación del sistema (15) 


liene la única solución y==0. El sistema (15) y, por tanto. el 
sistema (14), tienen en este caso la única solnción (z,, y,): — = ; 0) ¿ 
Geométricamente esto corresponde al caso en que la recta es tangente 
a la circunferencia unidad en el punto (-£, 0) (fig. 35) (en la 


fig. 35 la recta x= == viene expresada tanto para el caso de 
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( - =) = 1, como para el de (-E) = —1) . Si ¡-E>0, enton- 


ces la segunda ecuación del sistema (15) biene lan solo dos raíces, 
2 p? z pe . 

Y = Y 1 — = e Yy= — VE — 7 - Por consiguiente, los sistemas 

(15) y (14) lienen en este caso sólo dos soluciones (%4, Y1), (Yo, Ya); 

E ÚS cl e V ct > y ; zi 

(==. l IE). [—2, =$ 1 +). En cl sentido geome- 


s 
Lat y] 
2 s=- Fama) 1 


Def toma k 


Fig. 34 


trico esto corresponde a que la circunferencia unidad se corta por 
e c : Pos c 
la recta .. =— == 0 dos puntos: (- E Y 1H) Y (-2, 
ES 2. 9. 
+s Y 1). 36). (En la 
tig. 36 la recta 2= == está 
representada en tres casos: 1) 
c C 
I<—<1t, 2) (-£)=0, 
“) c 
2 0>( - 2) >-1) 
Si 60, entonces en vir- 


tud de la primera ecuación del 
sistoma (14) podemos expresar 


. , . a 
la incógnita y: y= 7 


ig. 35 


+ y, por analogía con lo 
expuesto más arriba, aplicar el método de sustitución. Resultan 
posibles en esto caso sólo tres siluacionos: 

1. El sistema (14) no tiene soluciones, es decir, la recta y la cir- 
cunferencia no tienen puntos comunes (véase la fig. 34). 

2. El sistema liene Ja única solución, es decir, la recta es tan- 
gente a la circunferencia dada (véase la fig. 35). 
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3. El sistema tiene tan sólo dos soluciones, es decir, la recta 
corta la circunferencia solamente en dos puntos (véase la fig. 36). 

Queda al cargo del lector realizar los cómputos corrospondientes 
para este caso. 

Método de transformación lineal (el método está basado en la afir- 
mación 4 y consiste en la sustitución equivalente de la primera ecua- 
ción del sistema por otra ecuación, igual a la suma de la primera 
ecuación, multiplicada por un número f +<0, con la segunda ccua- 
ción multiplicada por un 
número «). 

Examinemos la aplica- 
ción de este método en el ¿7 ¡gr 
ejemplo de resolución del FE (1-18) a 
siguiente sistema de ecua- h 


ciones: ) dee 
Lp Er La! 
¡errata q PARAR 
a+ y4y—3=0, dd 7 dd E A 
Al restar la segunda ecua- EN 
ción de la primera, obtendre- Era, donde D> q Al 
mos. en virtud de la afir- Us -£ sonte0 
mación 5, el sistema iS 
%y + 4=0, Fig. 36 
47 
| 24 y?4y—3=0, 109) 


que es equivalente al sistema (16). La primera ecuación del siste- 
ma (17) tiene la única solución y, = —2. Al sustituir este valor de 
y, en la segunda ecuación del sistema (17), obtendremos que este sis- 
tema y, por tanto, el sistema equivalente (16) tienen solamente dos 
soluciones: (1, —2) y (—1, —2). Observemos que dichas soluciones 
e escriben frecuentemente en forma del conjunto: M -= ((1, —2); 
—i, —2)) 

Método de sustitución de un sistema de ecuaciones por un conjunto de 
sistemas de ecuaciones (el método se basa en la afirmación 6 sobre la 
equivalencia entre un sistema de ecuaciones y un conjunto de sis- 
temas de ecuaciones). 

Veamos cómo se aplica este método en un ejemplo de resolución 
del siguiente sistema de ecuaciones: 
n—y=r4+y=0, E 
PRA 148) 


Por cuanto la primera ecuación de este sistema es equivalente al 
conjunto de ecuaciones 


=y=0,2+y—1=0, 
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entonces el sistema (18) será equivalente al conjunto de sistemas 


PA + y-1=0, 
a+ y—2=0, PA 


Cada uno de los sistemas del conjunto (19) se resuelve fácilmente 
por el método de sustitución. 131 primer sistoma tiene solamente dos 
soluciones: (3, 1); (—2, —2); el segundo sistema también tiene tan 
sólo dos solnciones: 
py 1-15 1I—V3 1.115 de 

(E á == A (2 , 22) . Por consiguiente, el siste- 
ma (18) Liene enatro soluciones: 

did 9 _9y 125 14-153, (1-13 125 

(1,3), (—2, —<); E e 4 (==. 52). 

Examinemos, además, la aplicación de este método en el ejemplo 
de resolución de un sistema de dos ecuaciones con dos incóguitas, si 
una de las ecuaciones de dicho sistema es homogénea de segundo grado. 
La ecuación az? -- bxy -¡- cy? = 0 se denomina ecuación homogénea 
de segundo grado. Asi pues, resolvamos el sistema de ecuaciones 


az? + bxy + cy? =0, 
P(z, y)=0, 
donde P (x. y) es un polinomio entero respecto de xx e y. 
1. Sea a -- 0, Es evidente que el sistema (20) es equivalente al 
conjunto de dislomas 
y=0, bet ry=0, 
P (zx, y) =0, Pe, y) =0 
Cada uno de estos sistemas puede resolverse por el método de susti- 
tución. 
2. Sea a =e UV. Apliquemos al primer miembro de la primera ccua- 
ción dol sistema (20) una transformación idéntica «formación de cua- 


drado perfecto»: 


(19) 


(20) 


ar2+ bxy+cy=a Es pay l =p 


)- 
late 


donde D -- 1 — d4ac. 
En el caso de D > 0 el primer miembro de la primera ecuación 
dol sistema (20) se representa en forma de un producto 


ya ñ 


? FD 
m4 day cima (2437 + 4) (24 37! 
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por lo cual el sistema (20) es equivalente al conjunto de sistemas 


Ela de =0 dl LS 
Ao el y)=0. 
Cada uno de estos sistemas puede resolverse por el método de susti- 
tución. En el caso cuando /H = Ó, el conjunto de sistemas (22) se 


compone de dos sistemas iguales de ecuaciones, es decir, de hecho, 
es un solo sistema de ccuaciones. 

Cuando D) < 0, de la igualdad (21) se deduce que la primera ecua- 
ción del sistema (20) tiene la única solución (x,, y,): (0, 0) y nos 
queda sólo comprobar si esta ecuación satisface la segunda ecuación 
del sistema (20). 

Resolvamos el siguiente sistema de ecuaciones: 


1? + xy+y?=19, 
«y + y? 


Apliquemos primero el método de ¿iransforinación lineal del sistema: 
al multiplicar la primera ecuación por 7, y la segunda, por 19, y al 
sustraer luego la primera ecuación de la serunda. obtendremos el 
siguiente sistema de ecuaciones: 


1212— 26xy + 12y?=0, 
Py +y=?7, 


(23) 


(24) 


que es equivalente al sistema (23). Apliquemos al primer miembro de 
la primera ecuación la translormación idéntica de «formación de 
cuadrado perfecto»: 
) Bio 2 r 13y y? 160y2 
2 fx O 7 TAN En 
1272 —26xy + 12y 12| *— A) + |= 
a 2) 25y2 7 _A3y , Sy y YY 
=12| (2 2 ole 12 12) (1 -34)= 


En virtud de esta transformación idéntica y de la afirmación 6, po- 
demos constatar quo; el sistema de ecuaciones (24) es equivalente a) 
conjunto de sistemas de ecuaciones: 


LE a 
2—3y=0, ¡E z = (), 


ay y= it. —Iyy+y=! 7. 


Resolviendo cada uno de estos sistemas por el método de sustitución, 
obtenemos que el primer sistema tiene tan solo dos soluciones; 
(2; 3) y (—2; —3); el segundo sistema también tiene sólo dos solu- 
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ciones: (3; 2) y (-3; —2). Por consiguiente, el sistema (23) tiene so- 
lamente cuatro soluciones: (2; 3); (—2; —3); (3; 2); (-3; —2). 

En algunos casos para resolver un sistema de ecuaciones, se nece- 
sita que la afirmación 6 sea empleada no una sola vez, sino varias 
veces. Por ejemplo, esto se dehe realizar al resolver el sistema de 
ecuaciones 

2—y=19(2— y), 
e y=1(1+y) 


Escribamos este sistema en la siguiente forma equivalente: 
(1—y) (1? + xy + y? —19)=0, 
(14 y (22—xy + y? — 7) =0. 


En virtud de la afirmación 6, este sistema es equivalente al conjunto 
de sistemas 


(25) 


T—y=0, 224 xy+y*—19=0, 
(14 y) (—xy + y?) ==0, (1+ y) (1?—uy + y? —7) =0, 


Aplicando otra vez a cada sistema la afirmación 6, llegamos a que el 
sistema de ecuaciones inicial (25) es equivalente al conjunto de sis- 
temas de ecuaciones 


r—y=0, y 1—y=0, 124 1y + y2—-19=0, 
pra Pa PA pt 


tay +y—39=0, 
rr +y— 1=0, 


Los tres primeros sistemas se resuelven fácilmente por el método de 
sustitución; el cuarto sistema ya se ha resuelto más arriba. Al reunir 
juntas las soluciones de todos estos sistemas, resulta que el sistema 
de partida (25) tiene tan sólo nueve soluciones: (0, 0); (Y 7, V 7; 
(YT, NN Di (AV 19, V 19); (119, —Y 19); (2, 3); (2, —3); 
(8, 2 (3, --2). 

Hemos de indicar que comúnmente para la resolución de tal o cual] 
sistema nos vomos obligados a emplear varios métodos. 

Sistemas de ecuaciones con varias incógnitas. En la práctica 
nos encontramos con la necesidad de resolver sistemas de ecuaciones 
no sólo con dos incógnitas, sino con una cantidad mayor de incógnitas: 
con tres, cuatro, olc. Demos a conocer, por eso, las definiciones co- 
rrespondientes y analicomos ciertas afirmaciones que son indispen- 
sables para la resolución «de tales sistemas. 

Supongamos que se pide resolver la ecuación 


| CI A AL E (26) 
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donde R lx, y, 2, ..., 1) yQO (x,y.2, . . ., £) son polinomios, ente- 
ros (véase el cap. 11) respecto de las letras zx, y, z, .. .. 1. En este 
caso se dice que está definida una ecuación algebraica con las incógni- 
tas 2, Y, 2, .... t. Observemos que las incógnitas Z. Y. 2, ..., l 
representan el conjunto de todas las incógnitas contenidas tanto en 
el primer miembro, como en el segundo miembro de la ecuación (26). 
Por ejemplo, la expresión 4x? = yz + 5y* es una ecuación respecto 
de las incógnitas zx, y, z, puesto que los polinomios que figuran en los 
miembros primero y segundo de dicha ecuación pueden ser escritos 
en la forma R (zx, y, 2) = 41? = 44 + 0-y +0-2, O (x, y, 2) = 
= yz + 5y? = 0-2 + yz + 5y?. de donde se ve que estos polinomios 
son realmente enteros respecto a las letras x. y, 2. 

Se llama colección ordenada (z, y, z, .. , 1) la colección de incóg- 
nitas de la ecuación (26). El CVA de la ecuación (26) es el conjunto 
de todas las colecciones numéricas. correspondientes a la colección 
de incógnitas (x, y, Z, ...., €), en cada una de las cuales en lugar de 
cada incógnita puede figurar cualquier núniero real. 

La colección numérica (z,. Yo Lo, - « », to), correspondiente a la 
colección de incógnitas (x, y, Z, . , £), se llama solución de la ecuá- 
ción (26) son iguales los valores numéricos de los polinomios R y Q, 
correspondientes a esta colección numérica, es decir, si se verifica la 
igualdad: numérica RR (o, A A O LO A 

Rosolver la ecuación (26) ) significa hallar todas sus soluciones, es 
decir, determinar todas las colecciones numéricas, cada una de las 
cuales convierte la ecuación (26) en una igualdad numérica que se 
verifica. 

Sean dadas dos ecuaciones algebraicas con iguales incógnitas: 


Ríe, y, 2... 0)=0(,y4,%..., 1 
1 A E A A E AA 


Estas ecuaciones se denominan equivalentes, si cualquier solución de 
la primera ecuación es también solución de la segunda ecuación y, 
viceversa, cualquier solución de la segunda ecuación es también so- 
lción de la primera ecuación. La sustitución de una ecuación por 
otra, equivalente a la primera, lleva el nombre de paso equivalente 
de la primera ecuación a la segunda. 

Son lícitas las siguientes afirmaciones: 

1. Las ecuaciones Elx, Y, 2. ....t)=0(lt, Y. 2. ..., D y 


Rílr.y,2,... 0)—0Ílx.y,2,..., 1) =0 son equivalentes. 

2. Las ecuaciones R (zx, y. 2, ...,1)=-QÍt, Y, 2, .... tl) y 
Ríx y 2... 0)+Síloy 2... .0=0 (24,2%...) + 
+S8d(r,y,2, ..., t), dondeS (x,y,z. .-.. t) es un polinomio entero 
respecto de las letras x, y, z, .... t, son equivalentes. 


3. Las ecuaciones R (lx, Y, 2. .... 1 =0Qíxr, y. 72. .... l) y 
Rx, Y, 2, -.., tf) =00Q (2, Y. 3, ..., t) son eqiuvalentes para 
cualquier número real a, distinto de cero. 
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4. Supongamos que se sabe que se verifica la igualdad idéntica 
Rílxz, y. 2z.... t)=T(íxr. y, 2, ..., t); entonces, las ecuaciones 
Ríz, y. 2....0=0(,y41,2...)y T7(, y 2... t= 
=0Q lx. y, Z. .... E) son equivalentes. 

La validez de estas afirmaciones se demuestra de manera análoga 
a la de las afirmaciones correspondientes en el $ 4, por lo cual se 
omite aqui. 

De las afirmaciones 1 y 4 se desprende que cada ecuación alge- 
braica puede ser reducida a la forma P (xr, y, 2, .... t) =0. y por 
eso podemos examinar sólo las ecuaciones del tipo 


Plz, y, 2%: ... 1) =0, Q7) 


donde P (2, y. z. ..., t) es un polinomio entero respecto de las le- 
tras 2, Y, Z. ..., l. 

Sean dados los polinomios P, (zx, y, Z, . - -. t), Pa (zx, y, 2, .-. 
voatdor...., Pmft. Y, 2. ..., £), enteros respecto de las letras 
Tr Y, Z, « » «. 1. Se dice quo está dado el conjunto de m ecuaciones al- 
gebraicas con las incógnitas £, Y, 2, ..., É 


P, [z, Y, 2, ..., t) = 0, Pa (z, Y, Zy <.., ty =0, 
o Pm (x, Y, 2, «<< ., £) =0, (28) 


si se requiere hallar todas las colecciones numéricas, correspondiertes 
a la colección de incógnitas (x, y, z, . . ., 1), cada una de las cuales 
sea solución de por lo menos una de las ecuaciones pertenecientes al 
conjunto (28). Cada una de dichas colecciones se denomina solución 
del conjunto (28). De este modo, resolver el conjunto de ecuaciones 
(28) significa resolver cada una de las ecuacionos P, (x, y, z, ... 
..., 1) = 0, donde ¿=41,2, ..., m, y tomar, a continuación, la 
unión de estas soluciones. 

La ecuación (27) es equivalente al conjunto de ecuaciones (28), si 
cualquier solución de la ecuación (27) es, a la vez, solución del con- 
junto (28) y cualquier solución del conjunto (28) es solución de la 
ecuación (27). La sustitución de la ecuación (27) por el conjunto 
equivalente (28) lleva el nombre de paso equivalente de la ecuación (27) 
al conjunto (28). 

Sean dados los polinomios P, (z, Y, Z, .. ., t), Palt, Y, 2, ... 
vom dr... Pm (Z, Y. 2, «- +, t), enteros respecto de las letras 
TY, 2, .... f. Se dice que está dado un sistema de ¡mm ecuaciones 
algebraicas con las incógnitas Y, y, Z, .-., t: 


P.(<, Y, 2, ...y9 t) =0, 


Po(2, Y, Z, .... E) =0, (29) 


PE Yi a d) 0, 
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si se requiere hallar todas las colecciones numéricas, correspondien- 
tes a la colección de incógnitas (2. y. z. ..., £). cada una de las 
cuales es solución de cada ecuación del sistema (29). es decir, si se 
requiere determinar todas las colecciones numéricas de las incógni- 
tas (Tr, y, 2, .. ., €) tales que, siendo sustituida cada nna de las co- 
lecciones en todas las ecuaciones del sistema (29). las úllimas se 
reduzcan a igualdades numéricas que se verifican. Cada semejante 
colección numérica se denomina solución del sistema (29) (las ecuacio- 
nes del sistema se escriben habitualmente en una colunna y se reú- 
nen con una llave). 

Dos sistemas de ecunciones algebraicas con incógnitas iguales 
2, Y, 2, .... t se llaman equivalentes, si cualquier solución del pri- 
mer sistema es a la vez solución del segundo sistema y, viceversa. 
cualquier solución del segundo sistema es solución del primer sistema. 

Se dice que está dado el conjunto de lk sistemas algebraicos de 
ecuaciones con las incógnitas x, Y, Z, ..., €: 


Pi (zx, Y, Dar RR t)=0, Pry(zr, Y, a e dd É == 0, 
E e Pate U 2 al) 0, 


. ..eao..o.2.0oox%o.LRXC.2£.L.oxX2.0ba > , » e . . . .. .a.n.o..o..o..<« 


Pina (%, Y: 2, ..., £)=0, PruslZ, Y, Z, .... 1)=0, 


PAE. Y. 2... 1) =0, 


Por (z, Y, ly ..., t) 5 0, (30) 


0 
e. 

=> 
mm. 
8 

«> 
E 

5d 

o 

» 

5d 

- 
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! 
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si se requiere hallar todas las colecciones numéricas, cada una de las 
cuales es la solución de al menos uno de dos sistemas de ecuaciones 
del conjunto (30). Cada tal colección se Jlama solución del conjunto 
de sistemas de ecuaciones (30). El sistema de ecuaciones (29) es equí- 
valente al conjunto de sistemas de ecuaciones (30), si cualquier soln- 
ción del sistema de ecuaciones (29) es a la vez Ja solución del con- 
junto de sislemas de ecuaciones (30), y cualquier solución del con- 
junto de sistemas de ecuaciones (30) es la solución «del sistema de 
ecuaciones (29). 

He aquí algunas afirmaciones referentes u la equivalencia de 
los sistemas de ecuaciones. 

4. Si se cambia el orden de seguimiento de las ecuaciones del siste- 
ma (Q9). el sistema obtenido será equivalente al sistema. (29). 

2. Si una de las ecuaciones del sistema (29) se sustituye por una 
ecuación equivalente, el sistema obtenido será equivalente al sistema (29). 

3. Supongamos que en el sistema de ecuaciones con las incógnitas 
Tr, Y, 2, +... tla primera ecuación está escrita en jorma tal, que el 
primer miembro de ésta contiene una de las incógnitus, por ejemplo, x 
a ta potencia una, y en el segundo miembro figura un polinomio entero 
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respecto de las otras letras. En este caso se dice que la incógnita « viene 
expresada de la primera ecuación del sistema por medio de las otras in- 
cógnitas. Si la incógnita x viene expresada a partir de la primera 
ecuación del sisiema en términos de otras incógnitas, entonces. al sus- 
tituir en otras ecuaciones del sistema, en lugar de x, el polinomio citado 
de otras incógnitas, obtendremos un sistema equivalente de ecuaciones. 
es decir. resultan eguivalentes los dos siguientes sistemas: 


=0(Y, 2. .... 0, r=0(y, z. ..., l), 
Pty, 3... 1)=0 $ PQ (Y, Za <<. 1) YrZ, «10, 


.. .a ..060.0.€80Os.o0.o o €e ) .£... .. cc. 0... ,_-d04.s.- 


EA a E Palla Dit sa 50 


Observemos que si en el segundo sistema se examinan sólo las ecua- 
ciones P¿=-0, Pa =0,..., Pm = 9, entonces ellas forman un 
sistema de ecuaciones con un número de incógnitas menor que en el 
primer sistema. 

4. Si la primera ecuación del sistema (29) se sustituye por una ecua- 
ción igual «a la suma de la primera ecuación multiplicada por cierto 
número real P +0, con la segunda ecuación multiplicada por cierto 
número real q, entonces. el sistema obtenido de ecuaciones será equiva- 
lente al sistema de ecuaciones (29), es decir. cualesquiera que sean p +0 
y a. reales, serán equivalentes los dos siguientes sistemas de ecuaciones: 


PH, Y, 2, -.., £)=0, 
Pa(2,Y,2, ..., 1) =0, 


| Pin kz, Y, Z; ..., t) =0, 


BP, (7, Y z, 1) 4 aP2(z, yy 2, ..-> t) =0; 
Pala, Y, 2, «..,1)=0, 


A título du corolario de la afirmación 4 tenemos las afirmaciones: 

5. Si la primera ecuación del sistema (29) se sustituye por la suma 
lo la diferencia) de las ecuaciones primera y segunda del sistema, el 
sistema obienido de ecuaciunes será equivalente al sistema de ecuacio- 
nes (29). 

6. Si la primera ecuación del sistema (29) es equivalente al conjunto 
de ecuaciones O, (2, Y, 2, -..,1)=0,Q3 (0,4, 2-11) =0,... 
o. Orlz, 1. 2, ..., t) =0, entonces el sistema (29) será equiva- 
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lente al siguiente conjunto de sistemas de ecuaciones: 


Q, (zx, Y, 2, ...,t=0, Q, (z, Yy Z, ..., ¿)=0, 
Po (2, Y, Z, ..., 1)=0, CA A 
Pralt, Y, 2, ...,t)=0 A 


O, (z, Yr 2 ..., £) =0, 


A A o (31) 


PACA ri) =0 


Si obras ecuaciones del sistema (29) son equivalentes a sus respectivos 
conjuntos de ecuaciones, entonces a cada sistema de conjuntos (31) 
es aplicable la afirmación 6 y cada sistema de conjuntos (31) puede 
ser sustituido por su conjunto de sistemas de ecuaciones. El conjun- 
to completo de sistemas de ecuaciones, equivalente al sistema (29), 
se obtiene examinando todos los casos lógicamente posibles. 

Observación. Los sistemas de ecuaciones algebraicas lineales se 
analizan detalladamente en el cap. X. 

Ejemplo. Resolvamos un sistema de ecuaciones con tres in- 
cógnitas: 


dyizi=2, 
r4y42l=2, (32) 
+y+2z=20, 


Sustituyamos la primera ecuación por la diferencia entre las 
ecuaciones primera y segunda, y sustituyamos la segunda ecuación 
por la diferencia entre las ecuaciones segunda y tercera. De resultas, 
según la afirmación 5, obtendremos un sistema que será equivalente 
al de partida: 

ca y—a—y=0, 
y +z—y—2=0, (33) 
24 yrAzi=2 

Los polinomios que figuran en el primer miembro de las ecuacio- 
nes primera y segunda del sistema (33) pueden ser descompuestos cn 
factores: | 

2nyor—y= (1 — y) (2 +y— 1) 


p+i—y—=(y —2) (y + 2— 1). 


Como resultado, de acuerdo con la afirmación 2, el sistema (33) es 
equivalente al siguiente sistema: 


(1—YP (+ y—1)=0, 
(y—2) (y+2—1)=0, (34) 
ct+y+zrt=2. 


169 


La primera ecuación del sistema (34) es equivalente al conjunto de 
ecuaciones 
r=y=0, z+y-—1=0. 


Por consiguiente, según la afirmación 6, ol sistema (34) es equiva- 
lente al conjunto de sistomas 


e—y=0, a+y—1=0, 
y—23(y+2—10=0, 4 (y—2 My+2—1)=0, — (35) 
at y+z?=2, T+y4+z2=2, 


La segunda ecuación en los sistemas del conjunto (33) es equivalente 
al conjunto de ccuaciones 


y—=2=0, y 42-—1=0. 
Por consiguiente, el primer sistema del conjunto (35) es equivalente 
al conjunto de sistemas 

z—y=0, x—y=0, 

y—2=0, y+2—1=0, 

r+y42=2, r+y+2i=2. 


El segundo sistema del conjunto (35) es equivalente a la totalidad 
de sistemas 


y—2=0, y+z—1=0, 
4y+zi=d, la yrz=2. 
De este modo, el conjunto de sistemas (35) y, por tanto, el sis- 


tema (32), equivalento al conjunto (35), son equivalentes al si- 
guiente conjunto de sistemas de ecuaciones: 


[izo +y=t=0, 


r—y=0, x—y==0, a+y—1=0, 
y—:=0, y+z—1=0, y—z=0, 
a+ y-1-22=2, 2+y+zt==2, +y+42=2 
cr+y—1=0, 
| y+2—1=0, 
+y+z2=2, 


Todos los sistemas de este conjunto se resuelven con facilidad por el 
método de sustilución. El primor sistema tiene tan sólo dos solucio- 
nes (e y 3 (14 V3 —14V3 -14+V3) (—1-V3; 
4 —V3: —1-—Y 3); el segundo sistema, sólo dos soluciones 
(lx, y, 2): (—1; —1; 2); (1; 4; 0); el tercer sistema, sólo dos soluciones 
(zx, y. 3): (0; t3 0; (23 —1; —1); el cuarto, solo dos soluciones 
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(xa, y. 2): (1, 0; 1): (—4; 2; —1). Por consiguiente, el sistema de par- 
tida (32) tiene solamente 8 soluciones (z, y, 2): (—1 -- Y 3; —1 + 

Ó 1 + Y 3) (1 V3: 1 -V3; Ari 10; 151); 
4:0 +1); (1; 1; 0); (4; —1; 2); (24: 2, —4); (2; —1: 


Hijercicius 


Aplicando el método de formación de cnadrado perfecto, escribase on forma 
má la re algobraica de los cuadrados de polinomios los siguientes polinomios 
( ): 

l. 6124723. 2, 284-312—5x2, 3, 272% —152—192, 4. 12 —6 (1 + 12). 


3 
5. x (x+34)4+-289. 6. — 24d tl ?. 4142. 8. Ia. 
Y. 412— 4144. 10, 4% -1-322 +1. 19, AA O 
e : a 
12, AN 13. 21-—-2131 => E 6 


14. 1624-1627 —428 —420 4 219, 
Escríbanse los polinomios que siguen en forma de un trinomio do segundo 
grado respecto de >», y hállense sus discriminantes (15 .. . 33): 


15. y 16. 23x — 120 — 2, 
17. 13x — 11 — 8x (14- 2). 18. x (22 + 1) — 2 (0 — 3). 
19. 4+ 24+2(r-+ 6). 20. (7 — 1) (3 — 22) — 3x* + 2 
21, (Lx — 3) (3 + 1) — (zx — 11), 22, 3 (1 + 1) (27 + 3) — (2 — 1). 
23. 8x — (42 + 3) (2 —2)=x(27 —1). 24. 122— (u< + 2) (3— 2) = 
— ¿1 —8, 
25. 3(42+48)—3 (1044 (241). 28. FU La. 
(340 lr—Y 22 
3 


4 . 


1 1 sd 
GF (2249-35 (12 —227). 28, 32 


29. 2mx — mn — nz + 21%. 30. 12 + 2a (b — 2) - 36.. 

51. 12 — b (2: — b) — 4b?. 32. de (1 — a) + 84n (5 | 2a) — y (2 — a) + 
+ 2a (r — a). 

3. (2 — 3) (3r — a) — (e — 2a) (22 — 3), 

¿Pertenecerá el conjunto tl: —2) al conjunto de todas das soluciones de las 
Dres ecuaciones (34 ... 41): 

.221+1=3(" e MA 39. (z— 1) (x + 2)=0; 

E lr 23 =0; 37. 26 + 72 = 8; 

38. 4 ad = 57%; 39. 13 + 2% (1 — 1) = z?; 

40. 24 32 (1 — 3) = 71 — 9; 41. (2? + 32 —= 5) (14 Ye + 3) + 7=0? 

¿Serán equivalentes las siguientes «dos ecuaciones (42 ... 54): 


(2. 22 pd=3 y 2a—=2: 4. EE 


44,22 =4 y ri—46=0; 45. 241=0yx%4=0; 
46. 9í (24 — 3) = 26 y (6x — 13) (3x + 2) = 0; 


=9,5 y r(r—1)—2; 


47. (12) (3440 =21? y (2+ y pe 3) (9 Hp 


>! 
a? 
Pa) 
pa 
0) 
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48, 


49. 
yO. 
5l. 
32. 


33. 


(1+43=0 y (+ 4) (2? + 42 + 100) = 0; 
r—12=17—2r y (— 12)? = (17 — 22)?; 


n=b-x y vr (r—2= 


(6 — zx) (x — 2); 


a+ br y (2246) (24 4) = 5z (7 + 4); 
B3=21e y 34 (0445) =2-— a+ (22 + 5); 


Fr—-0=0y24D6+3)+8=(27+ 1) (2 + 5); 
54, (3x 4-2) Qr —7) =6 (7 + 2 + 7 y 3 [5-2 (1? — 27 + 10)] = 52? 


¿Serán equivalentes las siguientes ecuaciones y conjuntos 


de ccuaciones (55 .. 


Ecuación 


¿ 4 (1249) 4 r—i 
394-1042) 


1 
= (+5) (+3) 


Gr—2) 6-1), 2 6-3) 
21 A 
214—Yl=r+4 

(3r— 5) (212 —5) = 122 + 2143 


27 (1+7) =x*+ 32 
20 4—15=x 
15—111=8zx (1 +1) 
1 3x 
Ad O 
(2+ 1) (2743) = 411 — 22 
(31-534 21 (32-+ 5) —0 
= (-+3)+% (3x1) =0 
(24 1)? (x— 2)? =2 (1? —2, 5) 


. (27 -- 9) 


uo. 


6 


z (22+ 1) _E4DE-=0_, 14 
14 7 EE 
A 
q 1—7= 3 (x — 8) 

3 (1 —Y*—2 (r—9)—16=0 


32 (7— 2) —(24+4) (2-13) =( 
4 (21 — 34 (22—34+ 1=0 
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Conjunto de ecuaciones 


E 
13 > 


= Y , 


139220; r1=7 


11=18—2x, 346 


212—517— (2-6) (24 1)] =28 
x=d; 
2=—4; 314-120; 

7 
z—á4=(, L==p ; 
512=8x;, 524 4=0, 

2 (21) =zx+1; 224 5=0; 
8r—5=0; 7+3=0; 


22=1; 2262 (144) +4; 


0,32—1,8=0,7—0,2x; 214+5=0; 
3 (71—3 [2-2 (1 1))) = 6x; 2x=5; 


I1=1=0; 6-(I2) == 47 — 4; 
iS—x (8B—2) =(1—D?; 17=5; 
0,51+ => 73; 2(2—5)3=0; 


z 1 1 
q 0 257 IT 2r— 3-=0, 
z 4 


3 
3 q l++)=$ 
22—14r-+49= 0; 
224-7=04 1312 —14x+9=0; 
V 3222420; 
3(2:—7) (+1) —0 
IE A: 


Resuélvanse las siguientes ecuuciones (73 ... 123): 
73. 5=4(r-3=x-—2(r — 1). 
74, 4B+23-3Q17-5=6-=zx-—2(0-— ¿). 
75. 3 [(15—2 [7 — 2 (2: — 4)] — 2) = 3x — 20. 
z=td  3x , —2 2 rl e e 


78, 0,2 (r—1)+ 0,5 Bx—9)= 3-2. 79. 0,73—z _ 0)474+2r 4,41 


3 EN 
SO. (2 +2) (z—1)=0. 81. 27 (32 — 4) =0. 

82. (31 + 4) (5 — 22) =0. 

83. 11 —T1+>6= 0, 84, 22? — 5x + 12 = 0. 

85. 312? — Tx —1=0. 86. 2r (r + 6) = 2 — 37, 

87. 3 (4 + 20) = 211. 88. x + 21 (z— 1) = 5. 

89. (27+5)2+27 (87+5)=:0. 90. (23) (5 +2) 10. 

91. 7 (+ 51 +38) = 3 (2 + 1) (= — 2). 

92. 3 (22— 3x +1) — 27 (x —2)= 20 — 3 (2 + 1) (07 — 5). 

93. 2(2—3)— 3 (12 — 27 — 4) = 42? — (3 — 52) le — 1) — 34, 


3 (222) _ 
4 


9%. 3(1—2)*— ct. 


95, (2 + 2) (2-3) + zx (2x + 4) = (r-— 3) (2— 7) + 2?. 

96. (1+ 1) (1 +2) + 9+ (2 + 2) (2 + 3) = (2 + 3) (r + 4). 

97. (2+0,57) (G-—1)+ 23 7=0,2 (Pr27). 

98. 18 + (r + 4) (z — 3) (r — 1) = (zx + 1) (rx + 3) (r + 2). 

99. (1 — 2) (1 + 2) (+ 3) = 9 — 23 + 4 (1 — 72). 

100. 22 + 4x — 8 8B-2+ 20 =0.101.2(2 — 3) — 23 (Y 2.x —3)=0. 

102. +10 (-3)-2(24+ Y47=0. 

103. 312 — 2z (7 — 1) + (z + 2) (3r — 1) = 0. 

104. (Y2—D2-— (Y 3x+ 4 (r + 2) =0. 105. (xr + 2) = 2 (1 + 2) + 
+ 3. 

106. a (22 + rra ME = 0. 107. 1% — 378 4 2 = 0, 

108. x* UNS 109. 2 -—2+:x=0, 

110. (244 22+ 4) (1244 22 4-2) =12.111. (24204 1) (?— 5x + 
+ 7) =0. 

112. (418 — 197% — 127) Qu? — 72 4- 6) =0, 

113. (22 — 1) (12 — 5x2 — 6) =0. 114. 31? — 3z (2 — 1) = 7.7, 

115. 3—2+7:-—14=0, 116. 3 +r—2=0, 

117. 3 —2(14+1)=xz 118. 4 —7 + l4x* — 7x2 1 =0. 

119. (+9) (— 1) (22? + 167 — 20) = 12, 

120. (2—52+ TY=2(2-D(-3=1. 

121. A+ 2120. 122, 2i— 2 (a — x - 1) =0, 

123. ¿oi oe 

¿Pertenece el conjunto (—2; 0 al conjunto de lodus las soluciones de las 
siguientes desigualdades (124 . 34): 


124. 7-3 (22+3) > 2 (2-4); 125. 


244 4 4-2. 
4 
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Eór , Ju— ñ , 
126, 5 E “+ a , >5—x; 127. E <0 8 (477425 
128, z(1—1)—b6>5r=23?; 129. ri ir43<0; 


130. O 131. 92—82+1>0; 


132, 2(0—3)=2<te—(22+2); 133, 4rt+6 (3) > 2 
134. (x — Y (3x + 4) (22 + 1) > 0? 

¿Son equivalcutos las siguientes dos desigualdades (135 .. 
135. 2441120 y 2ai—3>0; 


136, (22—5) (211 <0 y For : 


137. (r= 1 >0y1—zx<0; 

138. x= 31 y z— 3) (1 + 2) ><+ 2; 

139. 2 Or — 1) <4 y 4 Br — 93< 16; 

140. :4-3:>0 y 2? > -—dz?; 

lá. 2:02 <2 y G—z2i2(+ 42 +5)< 2 (x + 42? + 
142. 21-473 y 27 —4+2(17+3)>3+2 (+ 8); 
143. :2--5r 4-60 y 1<22+73%< 3; 

164. 2—:u—b6z2=z3=4t y 3<3—2i<— D; 

14%. col dre — 2 y 2 +19 > 3 (xr A- 1)?; 

146. 5-3 E |>0+53 y 1>3; 

147. 6x* — 297 $430 <0 y —328 + 5r+2>0; 

148. (2—4Wlz+ 14) >0 y -2-—2x-—3>0; 

149. 12—r++1>0 y 4ad+r+3>0; 

150. 2—1i<0y:<t; 

b.zz=— iy r1<0; 

152. 38 - ?+ui—-"-1>0 y 742— 3 + 10 > 0; 
153. 2a*--l<z? y 4 — 4 4- Sut — 43 4- 1 > 0? 
Resuólvause las siguientes desigualdades (154 .. . 205): 


o 


- 153)" 


3); 


154. 21 — 7 Qa — 9) > 3x. 155. 5 (3 — q) — 3 (z— 4) < 162; 


156. 2 (2r— 1) — 3 (27 — 3) >6 3 (1 — 5). 
157. + (329) (4 — 5x) > (+40 
Y (41 — 7) (3% — 5) E 2 (4r—9)(2—1) 


did 5 5 5 


1%, + (27 4-24) —0,1 (144) > = —0,3 (2-—32). 
e | 5 3/7 4 1 

160, 3 (=-5) < s (=+3) kr. 
E 4 (5z— 9) 4 r—2 

161. 2 > (0 3 ls 

162, (32 — 2) (22 —3) — (22 — 1) (1 — 2) + Óx > (21 —3)?. 


(Bz—4) (He4-4)  (Br—10) (+2 _ (67—1)(2:—3) 


163, LALA AE 73 
y 2D) 1) 2, (EA 
164. LE LG A —Á — 2 l +, 
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165. (22 + 3) lx — 7) — Q3x — 11d) < 2 (2 + 8) (2 — 2). 

3 2 _ár+!1, 4 
167. 1 —x—2<0. 168. 3x2 — 52 -8 < 0. 
169. t5x3? — 77x + 10 > 0, 170, 3%? + 13x — 30 > 0. 
171. 16zx — lx [z + 1) <0. 172. 21 — 227 — 24zx? < 0. 
173. (r—4P (1 +5+<X0. 
175. Lan Sade a 
175. (2— 3) >(2— 3). 176. 8 (2+2+3G0+0>-1. 
177, (2 + 2) (1) < 5x 4- 6. 

3 


178, a 224 > zx (1 —)-1- 4. 


179. V6x2-2V 23x:-Y 32+2<0. 

180. (x? — 167)? — 63 > 2 (2? — 161). 

181. 12 + 224 7> (4 4- 22 + 23) (3 + 21 + 12). 

182. (33? — 4z + 1) (4? — 520 4- 22) < 0. 

183. 1374 222 >86 + 37. 18. (7 + 2) (xr — 1) (z -— YI< 0, 

185. (2 + 4) (2 + 29 (x — 1) (2 — 2)? (2? — 3x + 5) > 0. 

186. (22 — 4) (xr? — 42 + 4) (128 — x — 2) < 0. 

187. (9 — 22) (1? — 27 — 3) (x 4- 8) >0. 

188. (1% — 20? — 32 + 4) (1* — 3x2 + 71) > 0. 

189. (27 — 37%? — 164%) (1% + +41) <0. 

190. (22 — 4x — 12) (2? — Trz—=6)>0. 19. (77 + l0x + 23) x 
X (25 — 22) > 0. 

192. (23? — 3x— 14) (22% |- lx 4- 14) < 0. 

193. (343 — 24) (222 — Gr — 20) > 0. 

194. (22 + 47 — 45) (3? — 14: — 5) (2 + 1) <0. 

195. (Qx* + 27) (122 — 22 + 4) Br + 7 — 10) > 0. 

196. (Uaó — 22 + 16) (8.1? — 144? — 19 — 4) < 0. 

197. x (12 — 3r — 4) > 79 -- 1822 J- 62 — 5, 

198. 428 + Ba? — 5 (4 + 3) > 20% — 52 (2 + hr — 2. 

199. (2 — 1) (1 — 3) (2 — 4) (z — 6) + 10 >0. 

200. (2? — Bx + 2) (22 — du l- 6) (1 — 22 < 0. 

201. (5x3 — zx — 4) (23 -- 1) (ie -:- 10) > 0, 

202. 3 (1387 324 2)2>( 01) 7-2) (+3). 

203. (22 — 16) (32 — 9) < (72 — 87 + 16) (27 + 8). 

204. 11 + 42) 414 x— 6) > (1? — 9x) (12 + 2x7 — 8). 

205. (312 — 77 + 2) (2? —= 9) < (21? — 51 — 3) (97? — 6 4 1). 

En los problemas MiNi 206 .. . 213 por colección numórica (a; b) se en- 
tiende una colección numérica correspondiente a la «colección de incógnitas 
(x; y) para z=a 06 y = b. 

¿Pertenece el conjunto ((2; 1)) al conjunto de todas las soluciones de los 
siguientes sistemas de ecuaciones (206 .. . 209)?: 


724+5y=1, 95y — 49 == 232, 


206. [ 52+ 7d; 0d 76y=102—13x; 
r+2y=4, 141 -+9y=9, 
208, | +3 HA ar ay 4? 
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¿Es el conjunto ((2; 3), (3; 2)) el conjunta de todas las soluciones de los 
struientes yea E ecuaciones (210 . 213): 


> + y=5 

nd (a q mn E 2ads r9y24 24= 10xy; 
a-ry-y=19, 224 44? +80 = 152 + 304, 

212. ( a, PL 

En los problemas NN2 214 ... 221 por selección numérica (a, b, c) se en- 


tirnde una colección numérica que corresponde a la colección de incógnitas 
de, y, 2) para ==a, y =b,2=<. 
¿Pertenece el conjunto ((3; 2; Me al e de todas las soluciones de los 
siguientes sistemas do ecuaciones (214 ... 217)? 
21+ y3-2=8, da —3Iz=4 (1 y), 
214 | Sri dea 215. 2(2+21)=8+3y, 
íx-+y +32 =20; 2y + dr =14—z; 


r—y--22=0, (1—4) (y 4-5) =14 
216. 2yx —z1+2ry= 13, 217. (y +5) (2 +-8) =63, 
I—Uu+23=2Q; (2 +8) (1 —1) =18? 
á el conjunto ((3; 4; 1), (—3; —4; —1)) el conga de todas las solucio- 


oes los siguientes sistemas de ecuaciones (218... 221)? 
riys= 36, yd Ea 
218. | xy?2=48, 219. y y?-4y2=32, 
ryz*=42; 12 + ya +22 = 
xy?2*=030, xy +21A-y=2%, 
220. | ya 14, 221. yz + 3y+ 23 = 15, 
a?iyiz =48; 22+2+3 =9? 


¿Son equivalentes los siguientes dos sistemas de ecuaciones (222 . . . 229)? 
dl  2:— y _ _ Y 


229 ed A 7 2 8 ? 
" 3Jz— y =5 d4r—2  4y—óx _ uy 
3 > E: 
4 py=ti, r+y=1t, 
a ( ay =12 d ( “4 1y4y* =091; 
2151 =26, r+2y=1, 
4 

224. ( a — 2581? = 156 Í 13-4-8y9 = 127; 

ta ¡1—41=23, +y=5, 

di ( 49r2-— 16y? — 1081 * ( 4 (1247 y?) =17xy, 

e yd LaS iron 
384? — 35y* —74ry xt 12y? +4 yt 741; 
y ==, 41 —5y +02 3, 

227, [ams y En 7y—32=9, 
z—1r=20 71—8y +9s =6; 
yi—zr= 46, 224 xyY+.x2=48, 

228. ¿rl yr=23, y | da dat 
Ty -zy= —39 124 y2+2*-= 
ut i—3=1lá4, o 

229. y 22—a%i=40, y its =13, 
yz =9 1+y>—2z= 5? 


Resuélvanse los siguiontes sistemas de ecuaciones (230 ... 273): 


e irrita mol Eds 
2 [ori 6yráco. cl Erre 
e Er rainS MA 
e Md IRE sl reo. 
238, | Raras 200 li y 
210: ( epa dla ( ay (23 — y?) =260. 
eE Hell ros, nd aña 

0 Ñ 
raso. 2 [ges 
DS dera o yrncrg=i+0) 
el Ertar te E Y A Putre 
AA Al e 
252 [ 2 253. [ os 

ds 2 yt 
en Spa dl 2554 ( qe DE m0 
e ed ir 

; a 10r—9:=19, 
sd Ec dis Í pan 


2¿i—y=2+12, 
3Iz4-3y =0x—36B, 

2 (y 4-2) =4 (1 —U). 
be—¿y=7TrY, 
y+z=1, 
y?—4=8x2 — 372. 


260. ¿ 3r+y—21=31, 261. 


[eya 

8r—3y—2z=1. 
r+y—2i=1, 
yez=z=1Í, 203. 
r+zi—y=1. 


262. 


in zz. 2 (2y+ 42) =13 /-2z. 
ty+2lrt+4y=7, ay 34-yz =10, 

yz + 3y+42:= e 267. yz+zx=12, 

ax +2+31= 27 - yz =18. 

(1 + y) a r(r+y+2)=42 

(y +2) (y +x) =42, 269. y y (=4-y--:)=70, 
(2+0) (2-+ y) =54. 2 (1+y+2)= 34. 


266, 


268. 


TA a—y-p2=2, 
264. E —y?+22=91, 265. 2+3=y2t6, 
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Y + 2=2Y2, r?yz =6, 
270. 23+x=xyz, 271. a«yta= 18, 


23 y =xYZ. ryz! —12. 
x?yzi a 144, aytii=24, 
272, z*y2= 48, 273. ¡ zy37?= 18, 
ryiz3 = 36. 22y33 == 108. 


¿Qué ca en el plano de coordenadas se define por las siguientes ecua- 
ciones (274 ... 281)? 


274. y=1; 275. 2 —2y=0; 276. 3x—2y =4; 277. ay =0; 278. 
(1 — 2) (zx — y) =0; 279. 23 + y? = 5; 280. 22 + y? = 0; 281. 22 — y? = 0? 

¿Tienen un punto común las siguientes dos rectas (282 ... 284)? 

282. + 2y =4 y 22 + 3y =7; 

283, ir—y=3 y 8x=2y +6, 

284. 2z— y —3=0 y 2y + 9 = ázx? 

¿Tienen un punto común la circunferencia yla recta siguientes (285 . . . 289): 

285. 32 + y2 =16 y 22 + 5 = 0; 

286. 127 y =25 e y =xu; 

287, 22 + y? =49 e y= 21 — 3; 

288. 124 pp =4e y == z; 

289. 22+ y =18 0 y =x+ 3 2? 


CAPÍTULO 


IV 


POTENCIAS Y LOGARITMOS 


$ 1. Potencia con exponente entero 


En el primer capítulo se ha definido la operación de elevación a 
potencia con exponente nalural de cualquior número real. En el 
párrafo presente se repite esta definición y, además, se aducen las 
definiciones de elevación de uy número a potencia nula y a potencia 
con exponente entero negalivo. 

Sea a un número real cualquiera y rn, cualquier número natura), 
Entonces, se denomina potencia del número a con exponente natural n 
(o bien n-ésima potencia del número a) un número que se escribe en la 
forma a” y que se determina según la regla 


aa -.. qa, si n>2; 


a 
n ad 
da = n veces 


a, si n=. 


Sea a un número cualquicra real distinto de cero. Entonces, se 
denomina potencia nula de este número la unidad, es decir, por defi- 
nición, a% = 4 para cualquier número real a distinio de cero. 

La potencia nula del número cero no se define y el símbolo 0” se 
considera privado de sentido. 

Sea a un número real cualquicra distinto de cero y n, cualquier 
número natural, entonces se llama potencia del número a con expo- 


, A 1 . . e O 
nente entero negativo (—n) el número 7: 85 decir, por definición, 


1 3 , dect 
a” = 7 Para cualquier número real a, distinto de cero, y para todo 


número entero negativo (—n). 

La potencia entera negativa del número cero no se define y el sím- 
bulo U-” se considera privado de sentido. 

Así pues, la polencia natural (r-ésima) se determina para cual- 
quier número real, mientras que las potencias nula y entera negativa 
se definen sólo para cualquier número real, distinto de cero. 


12* 179 


Si a es un número real cualquiera distinto de cero, entonces se 
puede enunciar la definición de potencia con exponente entero, la 
cual representa la reunión de las definiciones antecedentes. 

Sea « un número real cualquiera distinto de cero y a, cualquier 
número entero; onlouces, por número a% se entiende aquel que se 
delermina según la siguiente regla: 


la, si a=1; 


20... 4d, sia=Mm, Mos un número nalural, m>2; 


Ar, prorrata 
qa —= MN VOCON 
1, si a=0; 
4 > z 
—, sia= —n, (—n) es in número negativo enlero; 


en osto caso e) número a% se denomina putencia con exponente entero, 
el número au es la base de la potencia, el número a, el exponente 
de la polencia. 

En el primer capítulo se han alucido las propiedades principales 
que posee la operación de elevación a polencia con exponente natu- 
ral. Para la operación de elevación a polencia con exponente entero 
estas propiedades también tienen Jugar. 

A saber, sean e y b cualesquiera números reales distintos de cero, 
y sean a y f cualesquiera números enteros, enlonces: 


a) (ab) = a“yE |) (E =Z | 


b ¿e 
qa 
c) ata = qu+b d) a2:ab= == qt: 
a 


e) (aa, 


Demostremos que estas propiedades son lícitas. La validez do 
la propiedad a) para a nabural (2 = 4“, nE ÑN) se deduce de las 
leyes principales de adición y multiplicación de números reales: 


(ab)? =(abY =(ab) (ab) ... lab)=4a ... ab... bz=ab? =a"b". 
a o 
n veces a Yeros n veces 


o 


Sea a = 0, entoneos (ab)e = (aby' = 1 = 1,1 = ab? = gabr, es 
decir, (aldYa - a*Le, 
Supongamos que == —mM, y mes un númoro natural. Por deíi- 
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1 


nición de potencia con exponente negativo, (ab)% == (ab)”" — 


 (aby” 
según la propiedad de una potencia = A i= 
con expononte natural 
según la propiedad de las fraccionos ==. qe 
por definición de potencia con expo- =4"L"=a 0", 


nente negativo 


Por consiguiente, la propiedad a) es válida. 

La propiedad b) se demuestra del modo análogo. 

Con el fin de demostrar Ja propiedad c) cxaminemos cada uno 
de Jos seis casos posibles: 1) 4 =n,f =m; 2) 0 == n, PB =—m; 
3) a = —n.P =m,4) a = —n. p — —m (donde n y m son números 
nainrales cuaJesquiera); 5) a cs un número entero cualquiera, P = 
=0; 6) qa =0, f es un número entero cualquiera. 

1. Cuando a = n, Pp = m, la validez de la propiedad c) se des- 
prende de las leyes principales de adición y multiplicación de los 
números reales: 


aaa”. a”=(8 ,..a)(a...aj=4 ... 00m pat, 


a 
n veces m veces (n+m) veces 


2. Sea a = nh, $ = — m, donde n y m son números naturales; 
entonces, por definición de potencia con exponente entero negativo, 
tenemos 


1 
a es n a 
a a8 AE a > qn 0] 


Aplicando la regla de multiplicación de fracciones, tendremos 


1 ar 
y pu 
07 ar: 
Supongamos que n > m, entonces, aplicando la propiedad de la 
potencia con exponente natura], obtenemos 


e] 
==: o" gram) REE aa+b. 


ajs 


Sea n = m, entonces, por definición de potencia con exponente 
nulo, obtenemos 
ar 
ns 1 = (o = arm) == ao+B 
am Ñ 


Sea n < m, entonces, al aplicar la propiedad de la potencia con 
exponente natural y la definición de potencia con exponento nega- 
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tivo entero, obtenemos 


e RN 1 2 1 E 1 = AND) — go” ] grrr — a+p. 
m IN ¿mg = RT =Q a a a 
an. — 
qa 


3. Supongamos que Y = —»m. $ = m, donde n y mm son números 


naturales. Este caso es análogo al caso en que a = n, f = —m. 

4. Sea a = —n, PB = —m., donde r y m son números naturales. 
Entonces arab =a q" 

án la definición de potencia O 
según la definición de potencia con =25*m= 


exponente entero negativo 


y" . . . 4 1 
según la regla de multiplicación de =5m= 
fracciones 
según la propiedad de una potencia A 

Pp qnuim 

con exponente natural 
por definición de potencia con expo- =q0iM gon” = 
nente entero negativo =aemHm) — qa+R, 


5. Sea a un número entero cualquiera y sea PB = 0, entonces, 
aplicando la definición de potencia con exponente nulo, obtenemos 


agb = lod = (A = 040 — qa+t, 


6. Supongamos que a, = 0, y $Kf es un número entero cualquiera, 
entonces, aplicando la definición de potencia con exponente nulo, 
obtenemos 


(A = 1 +9 = 8 = aurB = qe+b. 


Por consiguiente, la propiedad c) es licita. 

Para demostrar la propiedad d) con a y B naturales (a = rn, P = 
=M, REN, mEN), A emo tres casos: 

1. Sin > m, entonces n = m —= l, donde l € Y. Aprovechemos 
las propiedades fundamentales de la multiplicación y la división de 
números reales: 

m veces ] veces 


ar a a) (a a 
ar: aba": a”= >= l IK il grama = ga-B 
a a ...a 
a 
m veces 


mm Yeces 
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Por definición, a? = 1. Por lo tanto, 
a: Í$=0:a =0 = q” — qa, 


3. Si m >> n, entonces m = n + k, donde k € N. Aprovechemos 
las propiedades fundamentales de la multiplicación y la división de 


números reales y, además, la definición de elevación a una potencia 
negativa: 


n veces 
pe, 
an (a ... a) 1 
x. B= e m Pm. EEE _Á_>z_c A e as -h 
pa ee am (a ...a)(a ... a) a... a y 
n veces R veces Ak veces 


= q AMP) = qa ae-8 


Cabe señalar que en este caso (n — m) no es un número natural. 

En los demás cinco casos para los valores de a y Pf la demostra- 
ción de la propiedad d) es análoga a la de la propiedad c). 

Con el objeto de demostrar la propiedad e), examinemos al igual 
que en los casos c) y d), los seis casos posibles: 

1. Supongamos que a = nr, $ = m, donde n y m son números na- 
turales. En este caso hagamos uso de las leyes fundamentales de 
adición y multiplicación de números reales: 


(am = (a) =(a7) (ar) ... (A) =(a ...86) ...(4... a) = 
A o cd an, joa) 


Nam ñas?) 
m veces n veces n veces 
o a TT JO a, 
m voces 
=(d0 ...aO=qaq"” "a 
Nassan, aaa) 
nm veces 


2. Supongamos que 4 =nH, P = —m, donde n y mson números 


nalurales. Entonces (amy? = (ar) — 
por definición de potencia con expo- => 

nente entero negativo 

según la propiedad de la potencia == 

con exponente natural 

por definición de potencia con expo- =4*"= 

nente entero negativo =g "== qe, 

3. Supongamos que  = — n, $ = m, donde n y m son números 


naturales. La validez de esta propiedad se demuestra igual que en 
el caso de a = n, Pf = —m, 


4. Supongamos que « = —r, $ = —m, donde r y m son núme- 
ros naturales. 
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Entonces (am? = (any " — 


por definición de potencia con expo- = La = 
nente entero negativo 

de acuerdo con el caso 3 que acaba- ==" = 

mos de examinar 

por definición de potencia con expo- = A _ 

nente entero negativo arm 

conforme a la propicdad de las frae- = 1: == 
ciones 

de acuerdo con la regla de división = q" = gee 
de las fracciones = ob, 


9. Supongamos que a es un número entero cualquiera y $ = 0, 
entonces, por definición de potencia con exponente nulo, (a%)P = 
= (44) = 1 = 4 = q% = alP, 

6. Supongamos que a = O y f es un número entero cualquiera, 
entonces, por definición de potencia con exponente nulo, (a)? = 
= (a = (18 =1 = 0 = $ = ar, 

Por consiguiente, la propiedad e) es lícita. 

Ejemplo. Flagamos uso de la propiedad de la potencia con expo- 
nente entero para calcular la siguiente expresión numérica: 


CUE 
(FP) 9010 


Puesto que (-+)=>+ (+5) = [=> (+) =1 


(=> 5+10= 


$ 2. Potencia con exponente racional 


En el capítulo 1 se ha dado la siguiente definición de raíz aritmé- 


tica de un número positivo. 
Sea R un número natural y e, un número positivo. Entonces el 
número positivo b tal, que 5” = a lleva el nombre de raíz aritmé- 


.. . . ns" 
tica de n-ésimo grado del número a y se designa b = Y a. 
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Hemos asumido sin demostración la afirmación de que para todo 
número positivo a existe una, y sólo una. raíz aritmética de n-ésimo 
grado. 


Por definición de Y a, resulta válida la afirmación: 
/ a es un número posilivo, 


E | rn es un número natural, 
Ya <=>ji n7- E E 
Y a es un número positiva, 


(Y a) = a. 


Demos a conocer ahora la definición de elevación de un número 
entero a una potencia con exponente racional aprovechando con este 
fin la definición de elevación a potencia entera y la definición de raíz 
aritmética de un número positivo. 

Sea a un número positivo y r= E vn número racional, con la 


particularidad de que q es un número natural (g>>0). El número 
positivo b tal, que b=Y a? lleva el nombro de r-ésima potencia 


p 
del número a y se denota b=4", es decir, ai= Y a?, 
ZE 

Observemos que Y a=a”, 

Supongamos que a y b son cualesquiera números pogitivos y Ty, Fa, 
cualesquauiera números racionales. Resultan válidas las siguientes 
propiedades, llamadas propiedades de Jas potencias con exponentes 
racionales: 


a) (ad) =anib", 
r 7 
b) (5 áa ; 
c) amar=qg1*z, 
d) ad1:aa=awv”, 
e) (AMiya=0aq%"z, 
Demostremos la validez de estas propiedades 
a) Sea ==> donde q es un número natural. 


pa1 
Examinemos L tao) ] == 
por definición de potencia racional =|[Y (aby ]" = 
por definición de raíz aritmética = (ab)" = 
por la propiedad de la potencia con 
exponente entero = PP" = 
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por definición de raíz aritmética = (Y PY (Y ¿9 = 


2,9, Py2 
por definición de pofencia racional = (27) (0%) a 
Según la propiedad de la potencia con 


Pp Py? 
exponente natural = (279) : 


Así pues, [(aby1]% =[a*:b"1]2, Conforme al teorema 4 del $ 2, 
cap. H. esta igualdad es equivalente a la igualdad (abr = ab, 
y la propiedad a) queda demostrada. 

lla propiedad b) se demuestra análogamente. 


p m 
c) Supongamos que n=-7 ; r=—. Entoncos, a'1a"2=a4%2", 
e 
Hxaminemos [ añar | E 
según la propiedad de la potencia pyIn, myqn 
con exponente natural — (7) (27) = 
según la propiedad de la potencia PY2A pp my rn 
con exponente natural =| (a) ] [ (an) = 
por definición de potencia racional =U(yY PYV UY ar Y 
por definición de raíz aritmética = (aP)" (a7)1= 
según la propiedad de la potencia 
con exponente entero =a”art= 
sogún la propiedad do la potencia 
con exponente entero =prntml = 
por definición de raiz aritmética = ("yaa 
dei 
por definición de potencia racional =(0 SE y 
z . 7 rn -+—m 
Así pues, tomando en consideración que (P E Deri+ra 


tenemos (a "1423" = (a 1423”, De acuerdo con el teorema 1 del $ 2, 


cap. II, esta igualdad es equivalente a la igualdad: aa 2=a'1*”, 
y la propiedad c) queda demostrada. 
La propicdad d) se demuestra análogamente. 


pxym 
e) Supongamos que r,= rá y Ty= —. Entonces (a'1)a = (a E 


n 

de Mel bd 
lixaminelnos |(a)| == 
según la propiedad de la potencia con / Pym 
exponente natural = (sa?) yy S 
por definición de potencia cor n pppymry1 
exponente racional =(l (22) | j == 

my 4 


E 
por «definición de raíz aritmética = ( (a) y 
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según Ja propiedad de la potencia pq ua 
con exponente entero an (1) E 


según la propiedad de la potencia 213975 
con exponente entero = (a) ] 


por definición de potencia con 


exponente racional =H(yY ap] = 
por definición de raíz aritmética = (a ”)" = 
según la propiedad de la potencia 

con cxpononte entero =a'" = 

por definición de rafz aritmética = ("y ar”)]m = 
por definición de potencia con pon y qu 
exponente racional = (in ) 


Así pues, [(ar aj"! = (arir2)"9, De acuerdo con el teorema 1 
dol $ 2, cap. II, la validez de esta igualdad predetermina la validez 
de la propiedad e). 


Demostremos una propiedad más de la potencia con exponente 
racional, 


f) Supongamos que a es un número positivo, => un nú- 


mero racional, mientras que q y r son números naturales. 
p en 
En este caso al= qn, 


pao 
Examinemos (25) = 
según la propiedad de una potencia p 
con exponente natural = ((a%)*]" = 
por definición de una potencia con 
exponente racional =|(ParyI"= 
por definición de raíz aritmética = (a)" = 
según la propiedad de una potencia 
con exponente entero =g?" = 
por definición de raíz aritmélica = (Y aru) = 
por definición de potencia cou expo- pay an 
nente racional = (qn! . 


py qn pr qn 

Así pues, (01) = (a) , de donde precisamente proviene la 
validez de la propiedad f). 

Para las raíces aritinéticas las propiedades demostradas tienen 
por expresión 


a) Vab=V a Vb; 
b) ta Ye 


CS 


O Vaya Y 
dy Ya Ya="Y ar; 

Y Yaya —ya VVa="Y a; 
A 

Ejemplo. Simplifíquese la expresión numérica 


A=(2/843V5-—7V2) (V 724 Y 20—4 Y 2). 
Apliquemos las propiedades estudiadas: 
ViE=YB=2V 2 Y72=Y 28.3% y 2. 32=6 Y 2; 
VD-/B=/PV5=2V5. 
Por consiguiente, 


A=(4V24+3Y5-7T7VD (612-215) —4 Y 2)= 
=3-(V5-V2).2.1 2415) =6(V5—VD(V5+V 2) = 
=6 (S—2)=18. 
Estudiemos ahora Jas propiedades principales del tipo de desigual- 
dades para la potencia con exponente racional. 


gy) Supongamos que a>1 y r=- es número racional positivo 


(p>0, q>0). Entonces, a” >. 


p 


Examinemos (49) = 

por definición de poteucia con expo- 

nente racional = (Y a = 
por definición de raíz aritmética =0P, 


De acuerdo con el teorema 1 del $ 2, cap. IT, las condiciones a > 
> 1 y 4 > 1P son equivalentes, quiere decir, de la condición e > 1 
Pp 


se desprende que a” > 1, mas, en este caso, (a” 2 > 1%, es decir, 
(ar? > 1%, de lo cual, según la misma propiedad, resulta que a” > 1. 
La propiedad g) queda demostrada. 

h) Sea O<a<l!, y pas un mimero racional positivo (p > 0, 
q>0). Entonces a” < 4, 

La demostración de esta propiedad es análoga a la del caso g). 

i) Supongamos que a > 1 y Try, ra son números racionales tales, 
que 7, > 7, Enlonces a > ar, 

Demostración. Por cuanto (r, — r,) es un número racional posi- 
tivo, entonces, conforme a la propiedad g), a71-12 > 4, Al multipli- 
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car esta desigualdad por el número positivo «2, obtenemos (en vir- 
tud do la propiedad 21 de las desigualdades (véase el $ 2 cap. 16) 
ars (atur2) > ar, Aplicando al primer miembro la propiedad c) de 
una potencia con exponente racional, llegamos a que a”! > a”, es 
decir, la propiedad i) queda demostrada. 
j) Supongamos que 0 Za< t, y sean Tr, y ra números racionales 
tales, que r, > r¿. Entonces a"! < a. 
La demostración do esla propiedad es análoga a la de la propie- 
dad i). 
Ejemplo. Demuéstrese que para cualesquicra números positivos 
a y b se verifica la desigualdad 
2 2 2 
a+ 63 > (a by”. 
Demostración. Denotemos a4a+6b con € y examinemos las fracciones 


b 
eS y —. Por cuanto Ll, entonces ( <= < 1, USES e 


€ 
1 1 
Valiéndonos de la propiedad j), obtenemos (y < Í, (+ E 4, 
2 


2 


C 


o bien EN ] <A UN "<1. Por consiguiente, (4) < (2) 
2 


y (+) < (2) - De acuerdo con la propiedad de las desigualdados 


C 
numéricas se verifica lambien la desigualdad 
2 2 
a 1%, b y3 a b 
E a ra 
de donde, teniendo en cuenta que => f, llegamos a que se 


verifica Ja desigualdad 
2 
3 


> 


Teniendo en cuenta que c es un número positivo y multiplicando 
2 


e 
3 


esta desigualdad por c3, concluimos que se verifica la desigualdad 
2.2 2 


al+b3>c?, lo que se trataba de demostrar. 


$ 3. Potencia con expontente irracional 


Tomemos los valores aproximados del número Y 2 por delecto: 
1, 1,4, 1,41, 1414, ... 


y los valores aproximados del número Y 2 por exceso: 
2, 1.5, 1,42, 1,415, ... 
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De acuerdo con la propiedad i) de la potencia con exponente racio- 
nal, tenemos 


3 31 BEAZ, (1) 


32 > 31,5 > 31,42 > 3, (2) 


En las desigualdados (1) y (2) hay una infinidad do términos y 
cualquier término de las desigualdades (1) es inferior a cualquiera de 
los términos de las desigualdades (2). Resulta natural entender por 


número 3/2 un número que es superior a todo término de las desi- 
gualdades (1) e inferior a todo término de las desigualdades (2). 


Quiere decir, por número gy 2 se entiende un número que es mayor 


que 3 a cualquier potencia racional que aproxime Y 2 por defecto, 
y que es menor que 3 a cualquier potencia racional que aproxime 


V 2 por exceso. Admitimos (sin demostración) que lal número exis- 
te y es, adomás, único. 

De igual modo se determina también a”, donde a > 1, y q es un 
número irracional positivo. Á saber, se hallan los números racionales 
r; que aproximan el número a por defecto: 11 <Fr¿<TrjX... 
-.. <Q, y luego, los números racionales ?, que aproximan el nú- 
mero a por exceso: lt, >l¿ >>... > «a. después de lo cual 
se forman Jas desigualdades ai < ar <armi<.,.. y aqA7>a > 
> az... Entonces, por a% se entiende un número que es superior 
a cualquier número a", e inferior a cualquier número alx. Esta defi- 
nición puede enunciarse también del modo siguiente. 

Sean dados un número a > 1 y un rúmero irracional positivo a. 
Designemos con r, los números racionales que aproximan a por de- 
fecto. y con [,, aquellos que aproximan a por exceso. Por número a 
se entiende un número y tal, que para cualesquiera r; y 1, se verifica 
la desigualdad ari < y < alx. Se asume aquí sin demostración que 
tal número existe y es, además, único. 

Sean dados un número a tal, que U< a < 1, y un número irra- 
cional positivo u«. Denotemos con r; los números racionales que apro- 
ximan o. por defecto, y con la, por exceso. Por número a“ se entiende 
un número y tal, que para cualesquiera r, y ¿; se verifica la desigual- 
dad ari > y > «'r. Se asume aquí sin demostración que tal número 
existe y es, además, único. 

Sean dados un número positivo a Lal, que a < 1 y un número irra- 


y 


1 
cional negativo au. Por número a* se entiende un número igual a q. 
es decir, si a+ 3 y a os un número irracional negativo, entonces 


4 . e mM 
Ene al: Por cuanto el número al“! es distinto de cero y en el con- 


junto de números reales la operación de división es siempre realiza- 
ble, entonces existe un número (y este número es único) igual al cociente 


1 y 
ar > Dicho número se denomina número a. 
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Observación. 1. Si a = 1, Lenemos 4? = 4 para cualquier número 
real a. Por eso, en las definiciones citadas más arriba el easo de 
a = 1 no se examina. 

2. En virtud de las definiciones citadas anteriormente y de la 
definición de potericia con exponente racional, para a>0U y para 
cualquier número real a el número a” es siempre positivo. 

Para las potencias con exponente irracional resultan lícitas las 
siguientes propiedades. Supongamos que 4 >> 0, b>0, qu es un nú- 
mero irracional, $, un número racional o irracional, entonces: 

a) (abja = arbx; 


aya ae 
(7) =32: 
c) arab = agu*rl; 
d) a : dé = ar?; 
e) (a%)B = qab, 


La demostración de estas propiedades se realiza con ayuda de la 
teoria de los límites y por esta razón no se da en la obra presente. 


$ 4. Potencia de un número positivo 


Todo lo expuesto en los $$ 1 ... 3 permite dar la definición de 
potencia real de un número positivo. Observemos que el número a” 
existe y, además, es único para cualquier número real q, 

Definición. Sear dados un número positivo a y un número real a. 
Por número a* se entiende un número positivo que se determina según 
la siguiente regla: 

Il. Si a >o0 y: 

1. ad =m,m es un número natural, enlonces 


a, para m=1, 
a“=4+ aa ... a, para m>2. 
o 
m veces 
1 calva 
2, G=--, q es un número natural, entonces a%=j%a (raíz 


aritmética de q-ésimo grado de un nímero positivo); 


3. a. donde p, q son mímeros naturales, entonces 4% = 


=Y al; 
4. (a. es un número irracional, entonces: 


a) sia > 1, el número p* será mayor que a'i y menor que a'h, donde 
r, es cualquier aproximación racional del número a por defecto y l». 
cualquier aproximación racional del número a por excesu: 


b) si0 <a< tl, entonces a* es un número menor que at y mayor 
Í . a , 
que ar (r, y l, son los mismos que más arriba); 
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c) si a = 1, entonces a% = 1. 
ll. Si a =0, entonces a% = 1, 
. ) 1 
e A == 

IW. Si a<< 0, entonces a Zar + 

El número an* recibe el nombre de potencia, el número a es la base 
de lu potencia y a, el exponente de la potencia. 

De los $$ 1 ... 3 se deduce que la potencia de un número posi- 
livo posee las siguientes propiedades principales: si a y b son nú- 
meros positivos, y a y f, cualesquiera números reales, entonces: 

a) (ab): = apo; 

b) aya _ a” 

b == ¿e 

c) Aaqé = att; 

d) a2 : «$ = ga-b; 

c) (azy" — grub, 

Esludiemos ahora las propiedades principales de la potencia de 
un número positivo del tipo de desigualdad. 

Teorema 1. Si u > 1 y a > 0, entonces a* > 1. 


Demostración. Si a = L es un número racional (p y q son númo- 


ros naturales), entonces la propiedad de a* >> 1 ya se ha demostrado 
en 01 $ 2. Si a es un número irracional, elegimos cualquier número 
racional positivo r quo aproxima a por defecto, en este caso a% > a”, 
según la definición de potencia irracional. Al mismo tiempo, de 
acuerdo con la propiedad demostrada en el $ 2, a" > 1. Conforme 
a la propiedad de transitividad de las desigualdades, la validez de 
dos igualdades a% > «a y a >41 predotermina la validez de la 
desigualdad 0% > 1, El teorema 1 queda demostrado. 

Teorema 2. Sia >1 y a <0, entonces a? < 1. 

Demostración. El número B = — «a es positivo, por lo cual, al 
aplicar el leorema 1, tenemos a$ > 1. Multipliquomos ambos miem- 
bros de esta igualdad por el número positivo a”. Según la propiedad 
de las Lvosignaldades tenemos ata > a%; según la propiedad c) y la 
definición de potencias concluimos que «bar = a*%+b = a? = 1, por 
consiguienla 4% < 4 y el teorema 2 queda demostrado. 

Teorema 3. Si a >1 y a% > 1, entonces au > 0. 

Demostración. Supongamos que a“ “>1 y a >, pero a <0, 
es decir, n bien 4 = 0 o bien a < 0. Si a = 0, entonces a% = 1 por 
definición. Si a < 0 y a > 1, entonces, aplicando el teorema 2, te- 
nemos «* < 1. Así pues, si a < 0, entonces a* < 1, lo que contra- 
dice Ja suposición de que a%> 1. El teorema está demostrado. 

Teorema 4. Si a >1 y ar < 1, entonces a < 0. 

La demostración del teorema es análoga a la del teorema 3. 

Reunamos los teoremas 4 ... 4. 

Afirmación 1. Si a > Í, entonces las condiciones a“ >41 y a > 0 
son equivalentes: además, son equivalentes las condiciones a% < 1 y 


. 
? 
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a < 0, es decir, sí a > 1, entonces 
a >1i <a >0, 
aZ<i<xa<CoO, 
Teorema 5. Si0<a<i1 y a >0, entonces ar < 1. 
Demostración. lixaminemos el número b > A Por cuanto b > 1, 


entonces, aplicando el teorema 1, tendremos 5% = 1. Multipliquemos 
ambos miembros de esta desigualdad por el número positivo a%, Se- 
gún la propiedad de las desigualdades tenemos; b%a* > a“, Según 
las propiedades de las potencias tenemos b%a% = (ab)* = (1) = 1, 
por lo cual ar < 1. 

Teorema 6. S.0<a<ty a <O0, entonces a% > 1, 

Teorema 7. Si0<a<Í y a* > 1, entonces a. < 0. 

Teorema 8. S:i0<a<it y ae< 1, entonces a > 0. 

La demostración de todos estos teoremas os análoga a la del teo- 
rema 5. 

Reunamos los teoremas 5... 8. 

Afirmación 2. $: 0 <a <, entonces las condiciones a% > 1 y 
a < O son equivalentes, además, son equivalentes las condiciones ar < 1 
y 2 7>(, es decir, si: 0 <a< 1, entonces 


a > => u <O0, 


k aia >0. 
De las afirmaciones 1 y 2 se obtiene con facilidad el siguiente coro- 
lario: 
Afirmación 3. Sia >0 y a < 1, entonces las condiciones 0% = 1 
y a =ÓÚ son equivalentes, es decir, si a >0 y a ya 1, se tiene 


a=io> =0, 

Teorema 9. Si a >>1 y 4, > %,, entonces a > a%, 

Demostración. Examinemos un número f = %, — %2. Por cuanto 
B> 0, tenemos que af > 1. Multipliquemos ambos miembros de 
esta desigualdad por un número positivo a”.. De acuerdo con la pro- 
piedad de las desigualdades, aBa% > a%, y conforme a las propieda- 
des de las potoncias tenemos afaz: = a%:, por do cual ar: > a% y el 
teorema Y queda demostrado. 

Teorema 10. Si a >1 y 2, < 0), entonces qu < qa, 

Teorema 11. Sí a >1 y a% > a%, entonces QA, > Uy 

Teorema 12. Sia > 1 y a < als, entonces Ay < o. 

lía demostración de estus teoremas es análoga a la dal teorema 9 

Reunamos los teoremas Y ... 12. 

Afirmación 4. Sia>> Í, entonces las condiciones q > at y 
A, > Us Son equivalentes; además, son equivalentes las condiciones 
au < ay %, < A, es decir, sí a > 1, entonces 


au > a <> Uy > Ma. 
as Z 0% <> a, [As 
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Teorema 13. S:0<a<t y 4, >0,, entonces au < aq%, 

Teorema 14. Si UO<a<d y a4,<a,, entonces a%: > a%s», 

Teorema 15. Si0<a<t y a% > q%:, entonces 4, < Ao. 

Teorema 16. Si0<a<á4 y a < a%s, entonces a, > Go. 

La demostración de estos teoremas es análoga a la del teorema 9. 

Reunamos los teoremas 13 ... 16 

Alfirmación 5. Si 0 <a< 1, entonces las condiciones a%: > at» 
y 4, < a, son equivalentes; además, son también equivalentes las con- 
diciones a+ <Z 4% y 04, 72> as, es decir, si0 <a < l, se tiene 

at > a% <>0a, [Oo, 


aa Z a% <>0%; > Ao. 


De las afirmaciones 4 y 5 se obtiene con facilidad el corolario si- 
guiente: 

Afirmación 6. Sia >0 y a 3 1, entonces las condiciones au = 
= q% ya, = a, son equivalentes, es decir, sia >0ya y 1, entonces 


a%s = q% <> 2; = Ao» 


Las afirmaciones 4 y 5 se enuncian verbalmente del modo siguiente: 

Si la base de una potencia es mayor que la unidad, entonces al 
mayor exponente le corresponde mayor potencia, y viceversa, a la 
potencia mayor le corresponde el mayor exponente. 

Si la base de una potencia es menor que 1 (0 <a < 1), al mayor 
exponente le corresponde menor potencia y, viceversa, a la menor 
potencia le corresponde el mayor exponente. 

Observación. Si a >> 0, el concepto de operación de elevación 
a una potencia puede extenderse al conjunto de todos los números no 
negativos, puesto que, por definición, 0% = O, si a > 0. 

Veamos cómo se emplean las propiedades de las potencias de un 


número positivo. Supongamos que se requiere demostrar que gv3 < 7. 

Por definición, MEA donde r cs la aproximación racional 

del número irracional Y 3 por exceso. Tomemos == . Por cuanto 
z E 

Vip. entonces 3" * <3*, Demostremos que 3 < 1. 


Aplicando dos veces el teorema 3, llegamos a la equivalencia de 
las siguientes desigualdades: 
z 7 
4 4 
3 3 | 
q <1 y ($) <i, 
Empleando las propicdades de las potencias del tipo desigualdad, 


2/4 
obtenemos que la desigualdad (GF <i es equivalente a la 
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desigualdad = < 1, la cual se verifica, puesto que 37 =2187, 1= 
= 240 1 E 


Por consiguiente, en virtud de la equivalencia de Jos pasos, se 
verifica también la desigualdad 3927. 


S 5. Logaritmos 


Analicemos los problemas principales que surgen al estudiar las 
potencias. 

1. Sean dados los núnteros reales a y a. Hállese un número real x 
tal, que x = a%, Este es un problema de elevación de un número real 
a potencia. Es resoluble para cualquier número positivo a y cual- 
quier número real a. Sia = ( y a >0, entonces x = ( (véase el$ 4, 
cap. 1V). El problema en el que a < 0 aquí no se analiza. 

2. Sean dados los númoros reales b y a. Iállese un número real zx 
tal. que se verifique 1% = b. 

St b es número positivo cualquiera y a es cuelquier número 
real distinto de cero, el problema so reduce al anterior, pues la 


1 lia ] 
respuesta la da el número x=-=b%, En efecto, x%= (pa) =p 
=6b =b.Sia=0 y db = 1, entonces la solución de este problema 
es un número real x distinto de ecro, Six = 0 yb Y 1,este problema 
no tiene solución. El caso cuando b < 0 aquí no se analiza. 

3. Sean dados los números reales a y b. Hállese un número real 
r tal, que se verifique a* = b. Estudiaremos este problema sólo para 
a y b reales y positivos. Sia = 1 y b =Í, a título de solución de 
este problema interviene cualquier número real 7. Sia =1ybX%fÍ, 
el problema no tiene solución. Analicemos el caso en que « $ l, 

Teorema 1. Para todo par de números reales a y b tales, que a > 0, 
a 1, y b>0, existe un número real, y sólo uno, x tal, que a* = bd, 

La existencia de tal número x= no se demuestra aquí. Demostremos 
la unicidad. Supongamos que existen unos números reales x, y 2, 
tales, que a%1 = hb y ar2 = b. Según la propiedad de transitividad 
de las igualdades tenemos a*%: = a*?. En virtud de la afirmación 6 
(véase el $ 4), x, = x,, lo que se trataba de demostrar. 

Definición. Sia >0, a 1 y b>0, un número real u recibe 
el nombre de logaritmo del número b de base a y se denota a = log, b, 
si 0% = bh, 

Hemos de notar que la definición de logaritmo se puede dar sólo 
después de demostrar el teorema 1, puesto que sin tenerlo demostrado 
no esté claro si existe tal número a que sea a%= d si es El único. 
Subrayamos una vez más que el logaritmo se define solamente para 
un número positivo de base positiva y distinta de la unidad, es decir, 
para cualquier a < 0, a = 1 y para todo b < 0 el concepto de loga- 
ritmo está privado de sentido. Por ejemplo, la afirmación de que el 
número 3 es el logaritmo del número (—8) de base (—2) no tiene 
sentido. 
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Así pues, en la definición de logaritmo log, b tenemos siempre 
a > 0, a <1,b>>0. De definición «le logaritmo se deduce la identi- 
dad logarítmica jundamental 


ata il — b. 


Haciendo uso de la definición de loyarilmo, obtenemos log, a = 
= 1, y log, 1 = 0. | 

Teniendo en cuenta la unicidad del logaritmo podemos constatar 
que si p>0 y pe 1, entonces siempre log, p +0. 

Procedamos a considorar las propiedades principales del loga- 
rilmo. 

Supongamos que los números 17, N, a, db, a y f son tales que 
M>0 N>>0,2>0,b>0, a +1, b41, mientras que a y B 
son números reales cualesquiera ($8 + 0). En este caso: 

a) log, MN = log. M + logo N; 

b) Jog. 5 = log, M — log, NY; 


e) log, Mé ==a log, M; 
d) log, pa1%= $ log, M; 
log, M 
l0ga 
de una base a otro logaritmo de base diferente): 
PB log, 47 = log, N => 34M = N; 
e) si a > 1, entonces log, M < log, N =>>M<N; 
h) si 0<za< 1, entonces log, 1 < log, Y <=> M >N; 
d') log,B UB —= log, M; 
e”) log, b-log, a = 1. 


2) log, M = (regla que rige el paso de un logaritmo 


Demostremos estas propiedades. 


( : log_MN 
a) Examinemos a tea” 
según la identidad logarítmica =MN = 
fundamental 
según la identidad logarítmica ars 
fundamental =q a "gta" = 


según la propiedad de la potencia de 


p Ln log. M+log, N 
un número positivo =qg Pa Y +08 


Así pues, aa MN q 4 YH AL aplicar a la última igual- 
dad la afirmación Ú que caracteriza las propiedades de las poton- 
cias, oblenemos log, MN = log, 4 +lo08, N. 

La propiedad b) se demuestra análogamente. 
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. ya 
c) Examinemos EM 


según la identidad logarítmica funda- 


mental = M? = (amy 
según la propiedad de la polencia de cs 
un número positivo = Ea ' 


p . y¡ o) : > a 
Así pues, ala 09 ¿%1%. 354 Aplicando da afirmación 6 de las 
propiedades de las potencias, obtenemos log, (14%) =a log, M. 


1 M 

d) Examinemos (aB) GM 
según la identidad logarítmica funda- 0 
mental =(MY"=(a'*a"y"= 
según la propiedad de Ja potencia de 
un número positivo == “a NS 
por cuanto $ +0, se tienc 1=B. 2 j ¡ 

p B,2 loz, M 

y por eso = [(0B)*/" "ar = 
según la propiedad de Ja potencia de Soo. M 
un número positivo = (a yP e 


: l M gos . . 
Así pues, (ab) Ep ON = (añ)? En Aplicando u la última 


ecuación la afirmación 6 sobre las propiedados do las potencias, 


obtenemos log, p (M)*= + log, M. 


e) Examinemos 8 MM, 
según la identidad logarítmica funda- 
mental =M= 
según la identidad logarítmica funda- 
mental =p 84M 
según la identidad logarílinica funda- cia 
mental =(a y" = 


según la propiedad de la potencia de 
un número posilivo ma Ba 10%, ML 

Así pues, aa gb M Aplicando a la última igual- 
dad la afirmación Á sobre las propiedades de las potencias, oblene- 
mos log, M= log, blog, M. Conforme a la propiedad de las igual- 
dades, ambos miembros de esta igualdad podemos multiplicarlos por 


Lx 7 (puesto que b=*4, tenemos log,b==0) y convencernos de 
ea 


que es válida la igualdad 


f) De acuerdo con la identidad logarítmica fundamental lene- 
mos M=a 0.34 y N=a%a*, por consiguiente, 


M=N <> aoY — sn (1) 


Según la afirmación 6 sobre las propiedades de las potencias, tenemos 


log ¿A 


a = aa > log, M=l0g, N. (2) 


De (1) y (2) so deduce que 
M=N <> log, M =1l0g, NV. 


g) De acuerdo con la identidad logarítmica fundamental tene- 


T r a : 
mos M=ua 0% y N=g Y, por consiguiente 


MEN <=a Ea <a a Y. (3) 
Según la afirmación 4 sobre las propiedades de las potencias tenemos 
as M as" o log, M < dog. ÑN. (4) 


De (3) y (4) se deduce que 
M<N <= log, Y < log. N. 


La propiedad h) se demuestra de modo semejante. 

Las propiedades g) y h) se enuncian verbalmente así: 

Si la base es mayor que la unidad, ul menor de dos números positivos 
le corresponde el logaritmo menor y al menor logaritmo le corresponde 
el número menor. 

Si la base es menor que la unidad, al menor de dos números positivos, 
le corresponde el logaritmo mayor y at logaritmo mayor le corresponde 
el número menor. 

Los logaritmos de base 10 se denominan decimales y en lugar de 
la designación log,o 4 se escribe a menudo lg Y. 

Los logaritmos de base e (e es un número irracional, cuyo valor 
aproximado es 2,718281828459045 ...) se denominan naturales, 
y en lugar de la designación log, N se escribe a menudo ln N. 

Las propiedades de los logaritmos se utilizan para transformar 
diferentes exprosiones logarítmicas tanto con los números, como con 
las letras. 


1 
1 / 4151084 3 HoBgy3 125 
) . Do acuer- 


Ejemplos. 1. Calcúlese Az | 57 ] : 
do con la propiedad e) de los logaritmos, gs 3 185 9; 


conforme a la propicdad e) de los logaritmos, logyy3 125= 
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= log y 5% log, 5. Valiéndonos do las propiedades de las poten- 
y 


cias y de la identidad logarítmica fundamental, obtenomos 


31 N 
7 É 1082 3+ : logs 5 o E logs 5 


: 3 
A=(3”) =3 5 = (3108: 5, =5 


ES 


= / 0.008. 


2. Demuéstrese que si a, b y c son números reales que satisfacen 
la condición 0 <b<Cc <a — 1, entonces se verifica la desigualdad 
log, (a + b) < 1loga.., 4. 

Demostración. Por cuanto a > y ec >b:>0, resulta evidente 
la validez de la desigualdad 


ad — (ec —bja— be < a?, 
la cual puede ser escrita de la manera siguiente: 
(a + b) (a — ce) < a?. (5) 


Como a > 1, podemos aprovechar la propiedad g) y obtener la desi- 
gualdad 
log, (a + b) (a —c) < 2, (6) 
que es equivalente a la desigualdad (5). 
Haciendo uso de la propiedad a), obtenemos la desigualdad 


log, (a + b) + log, (a — c) < 2, (7) 


que es equivalonte a la desigualdad (6). 

Cada sumando en el primer miembro de la desigualdad (3) es posi- 
tivo, puesto que (a -+ b)>> 1 y (a —c)> 1. Por consiguiente, 
podemos valernos del teorema 1, $ 2, cap. II: elevando al cuadrado 
los miembros primero y segundo de la desigualdad (7), obtendremos 
una desigualdad equivalente. 


Por eso, la desigualdad (7) es equivalente a la desigualdad 
log, (a + b) + log, (a— cy? < 4, 
la cual es equivalonte a la desigualdad siguiente 
[llog, (a + b) — log, (a — ec)? < 4 — 4 log, la + b)log, (a — c). 
(8) 


La desigualdad (8) es equivalente a la desigualdad (5), la cual es 
lícita, por consiguiente, será lícita también la desigualdad (8). 
Dado que, para b>> 0, c>>0, se verifica la desigualdad 


0 < llog, (a + b) — log, (a — c)l?, (9) 


podemos valernos de la propiedad de transitividad de las desigual- 
dades. 
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En este caso la validez de las desigualdades (8) y (9) predetermina 
Ja validez de la desigualdad 


0<4— 4 log, (a +- b) log, (a — c), 
que puede ser escrita en la forma 
log, (a + b) log, (a — 0) < 1 
Al aplicar la propiedad e') y al tener presente que a —c >1 y 
a > 1, concluimos que la desigualdad de partida es lícita 
Fjercictos 

Hállese el valor numérico de las siguientes expresiones numéricas (1. . .19: 

1. 2 (7) + (15) — 1058. 

a (AA 
(075409 ( 3)". 6 10.619 —U—4 57394 (3 )”. 


9 


A 

8. (—25)+(0,27%-1(—5)12-1(0.09.72. 

(var.[ (2 +): (5 ) de | (0, 19. ES Aj 
3 - (—0,295)0. 


10, 3-4; (2: 22:17) + 
11. (02572. (1 q) +| +)” (7) a (-3) 7 
5 


2. (27) +[ Ur. (5 7]: 6=—1—33.4sp. 

E E 

14. [amo —s-(5)7 a (2) (7) 030]: [41-322], 

15, [(1070)-24-59-(25)4-28.(23)2— 518. (42)2] ; | (5-5 > +) Se 105 | 

o er (er (47 
x[(3) Jen 


17. (15. + j y) > -(25)3 —23-(59)2 +4. E =>. Pes 


16, BO 30- 272 400-0947 8 
24-(62)5.(24)2 4- 144 -(23)9-(94)2.43" * 


180-[ 28. (7) "Y ($) 72.602.180) .481s 
ERRATA EEE : 


> 


-= 1 
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Sáquense del signo de la raíz uquellos [actores del número subradical que 
pueden sacarse (20 . 


20. Y 120, Y 147 15, Y 108, Y 245, M303. 21. ; 32, ) 54, y 532, 
Y 1080, $375. 
22. 1480, 1405, Y 328. 23. $ 486, $ 800, y 12500. 
4 Vis vin, V ss2—YV 32. 25 Y 48(2-Y Ds 
YV2vH—3 MER 113). 


Introdúzcanse bajo el signo de la raiz todos los factores que están delante 
del signo de la raíz (26 ... 30): 
A 


26. 43, 5 y 2, yz 3 Y E. 27.235, 33 4, 2. y o 
dpi 
Var 
28, SV8, FV3, 127/22. 2 (24 3)- 2, (4—Y 19) Y 3, 
30. Pd (11— Y 13)-y 7 


ón) del signo de la raíz el denominador de la fracción subradical 
(31 ... 33): 


hr 5/7 

E (24/77 
dd VÍ EV 7! y: 

Escríbase en forma del producto de pe números el siguiente número 

(34... 37): 

34. TY 7, V124+ 1234118, 54 V15+1 15. 

35 5-5, YI) D4 y 20, 3-V6+] 24. 

36. 31123 Y 64 V 30-115. 37, 48—5 75+y 32--3 40. 

y roda el valor numérico de las siguientes expresiones numéricas (38 .. 
. 45): 

38, 21 5/88B+3V 40 Y 12-2V 15 y 2. 

39. V176—2 V 2754 Y 1584 — Y 891. 

40. 21Y 252— Y 175) —(Y 112— y 63— y 28). 


41. 15 T05— Vs 2+0 V L-e Y 002— y 200). 
5 9 18 
1 E 1 RA O nono 
$2. 30 an +3s +55 144, 43. 27 0 o 0,0016. 
44. Y 0,0001 — Y 0,00032. 45. (Y 6—2 Y 15)- 24 Y 2. 


Escríbanse en forma de raíces de un mismo qe los siguienles cuatro nú- 

meros (46 . Ds 
46, y 3, Ya S Y E y Y 7. 47. V5,; AS “45, Y 50 y y 1 
enars 3 
: 


48. V2, V7, Y 11 y 1671. 49. $ 2-31, 05 E, 35 y YA 
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3/7 4/5 56 
Vi Vi VirVz3 


Escribanse on formu de potencia con exponente racional los siguientes nú- 
meros (31 ... 33): 


5 15,77, 5115, $ 13%, 3 195, 

52. ) 023 Paba y 33, Y 7,5 PSSS, 

53, 241, 3/43, 777, 8/3. 9 7335, 

Escríbase. LA el signo de la raíz, la siguiente potencia con expo- 
A 


nente racional (54... 57 
no 3 3 2 1 
aa 5, 409,20, 40,18 710s 3% 
D4 2 , 3 Y , 7 4 55. 30 1 49,2 9 40, , 71,93, 3 e 
2 1 1 
a Y ez 
56, 3-2 4-3 


, 5-60,25 7.338,25, 9.9 ?, 
1 3 


a A ST - 
2:33 2, 3-2-3,73, 7.5 6-7-0,7, 8.40 2. 
ia el valor numérico de las siguientes expresiones numéricas (38 . 


64), al sustituir todos los signos de las raíces por los exponentes racionales 
de la potencia: 


58. My VIEW V5: VEB). 
1 
59. Mor 2:V 2142 Y 2/22. 
0. 133 ya: VU 3 Y 373: VIVE. 
a Mas Y 3273. Vaya, 
62 + 3 oV 273: (0 35.Y 3y3) E 
E 1 
$ 3 TAR IIS 91 
63, 4) VIVIA VA TOS EE) 
AECE TAE ——— 
o AAA asi ASE y 5)>. 
Vs 125)" 


Jiállese el valor numérico do las siguientes expresiones numéricas (63 . 


12.2 31 
6s. (27? .8%.32* -81*)*, 
a 5 
66. (100 2.64% .9,259,0.46-0,2b) 3 ! 
1 PE 
O 2 
67. (6,250. (7) ES 
E o A A o e 
68, (122-323:487]:(4 2:(2 %.3 Y. $.4 $):3€7, 
A 
dl 2 


3 3.0959 37]. 23 E 
5 e me 

as lr a: 1 1417 
70. 3148 2 2%):3 4.9 8): (31) j l 
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5 EN 5 1 Le 
71. 1? ib 2 4):[46: daga 32y5 
1 


na a de La 
72. es 28 16: (27-1-5 35].(95.32:24)? 

E a La 
73. 103-4000 cia 2 0,027 5) | 6259,794- (77) ($ 


1 1 
74. [(27 y “3 + (8 4H -| —-(343 Y 2) 3 — 10 (0,001- Y 2) 9 ' 


: EN sr 77 03 Y 5 
na Y EstV E) (ymi 03). 
== —— lr ES 

76. (4 Vas V 12-+ Y 0,025 3 y 3) (—0,75 y 2). 
71. QUE-V5+4 VD (BV54 Y G—2 13. 

AE decoro 
78, (V > +4 V + > 5) (VI+Yy 124+ Y 16). 
Demuéstrese la validez do las siguientes igualdados numéricas (79 .. 
79. Vi0u4yYb=y 8-2. 80. V3=2y 2¿=yd=1. 
s1. Ms+2 Y 04+VM 5-2 y 8B=2 y 3. 

novia va,9_ 2V3412+42 

82. V Vi+» VI Y 24 == A ARKÁA 
ss. V 17-4V 944 5=V 5-2. 
sa. Y vs V3-V 29-12 y 5=1. 
85. V o+2 Vs-V 13+ VB=V 3+1. 
86, Vs + VDE VI0+VE=V 5+ Y 241 

TOO A  —————— a q 
e. Ve+2V 1042 5+V 82 V 1042 dm 2 43- V 3). 
88. V 24 y 5= E de 8 V5V2+1VM5Y2-7=2. 
90. Y 2057-14 V24+-Y 20-14 1 2=4. 
91. Y Bey b—Y 1+2 y 8= 
92 V 34493 129 V 18=) 98. 
93. (Y 944 154 Y 24 y3 Y y 5—2=2. 
9%. VIE ViIOPF. VD Y ¿VW 21 221 0 2=23 7, 
95. Y 287-4V48B=V3+1. 96. Y 17412) 2=14 e 1. 
97. V 28-16 3=y 3-1. 
98. Vo+2(V + VU 3 UD V 62 (163 341 D=2 Y 2. 

ALTE 


Y 3y5-3Y 2 


99. =)]5+ y 2. 
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. 112) 


(24 Y 245 15) (242 51122 p 5 di 
0. BEE 2451 (22501 E 


4a+3V5 
4 e 
10. —=3=ú0 3-19 (3 > IA. 
01 ETE -4) VD(ISVIF2 5 944) 
41013 e 
102. ==-—=1 341 


0. + 0 34D 0 344 203413) 


39 2 b— | 10 
100, 
2430 (0274 30) (4 544 6—Y7) 
CC VIA VET Ñ A 
6 3342-4134) 2413) 
3212-43 


110. E AS A A "Wir 
4 = 1 alas e, y 343 
) Y f (3 tr y +) 

Vy?-1 - BY (y 3á12) 4 36 y 3— g_ 

GV V 31 Y 3-21 

2+ y -3 243 2 

112. | == +=] =2. 

a V2>y3 y2—Vay3 ) 


113. La diferencia IM 140 Y ““—51-VY 40 4 2+57 es un número entero. 
Hállese este número. 
¿Cuál de dos njmeros siguientes es mayor (114 ... 123): 


114. 310633, 115. (4 0,2)73,5 6 1; 
116. $24 63 5; 147. 14623 6 y 5; 
148. (27 2y+ 0 214; 149. % 906% 


MOE 5 
Ca rr. 92 De 4 y a 
20. 1123-33 6 EA —-.* 972: 
120. y 123-343 ú V 31 30? 972; 
3/40, 
121. 79 + 12; Vo ; 
122. V TD SV VB: 12m. V VI 6 
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111. 


Demuéstrose la validez de las sizuientes dosigualdades numéricas 124 . 
132): 


124, 39M > 251, 125, 202203 > 403203, 
126. V3++ 33 Va 33 3 ab 3. 

127. VYM—3 > 155 

128. 2 (347 3+) DAVIS VES VD E 3. 
129. 6 YN 2443451 4>) 6475 1043) 35. 
130. (STR) (541 74149) >9 315. 


131.3 Y 24 Y 3014 2 Do>27 8 (143 24303). 


“e 
203 


132. y 647 10415 > 3 


.. 


Háilese el valor numérico de las siguientes expresianos umbéricas (133 ... 


. 170): 
133. ciar (27 143) — log, 15 y 5. 
343 ] 


134. logs eE ) +1023 para 


+ log, ( 


==” 
y 
da 


3 El 3 


a 64 
136, logs 27 — 1lo8g,y7 is 27—lug Vi ES , 
2 
37 5 3 Po 
y 4 V 2 y 16 V á 
137. loga YE ) log , + log 


cin: (5 ¡50 ) Ho, h (1 ie 32 ES 
¿Y S 


1239, Logé. 7 5 —-log Es +5 to) 5) +108 15, y 2) 
METIO Ea A E 
y 2 y Be Y á qe Ñ 2 . 
140. Vi E ] pl 2 1 log v vz ) ! 


) IEEE RO 
141. Vo, y 7 O EE — 57 T log 3 = V y 


77 
142, (108,75 5 5 ) via L (a ) 5)+ By 5 y5 _— 
143. 2-logs 3 5+ log yr 25 —log? 15—2. 


44. 7 (9loEes 341 32(og15 2+1/4 _ — 108,7 (27 Eon 


145. log, logs dog, 16. 146. log, log, log, 64. 
147. log, logs logs 81. 


1 E 
148. log, [ logg (5) -+5108. Vips]. 
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yS 
128 2 
135. log, V 941083 -79 log , y 32 +108 , Y 128 ¡A 
y = 


149. (log,yz 125 : log? 25) » (log , V 5 :loBo,2 y 25). 
5 


5 [1 y » a 6log y (5)-2108 , (7)]:108,,,5/3. 
16 


log 3 3-1 
151 3141083 4 y glosa 32 152, ¿3 lo812__ (£ > 0 
loga 3+-3 logs 6 


153, 29-108134.72 1083241, 154, 468-logs 54 ¿2 : 


196, 921082 244 loga1 2 Y 206 16 16 | 


8 
156. (0, Li 1-1,5 180,1. (9, ¡y Ue 5+2-18 20) 


5 9- log» 6 E as 
157. 72. (497 e 088, IB 


Jogs 81 
158. Togo” 3 ! 
log 1 
208,716 475 7188 - 218 2 
VE To, 173 Uogy5 (27 2) +- 100 ). 
1 0 = 
160. 1075 9-1g 5+lg O E 27. 
161. loB y; 3-logs 36+108,y5 8-log, 81. 


361-1loga 2 449-1087 $), 


159 


: E 
162. 72 log, Yi -Log2s y' 2-+10 logs (27 
163. qa 32—1ogs 64+log, 10 
Li 2-31 4 
104. (0, 2) uN o, %o, 2 4 


way” Ry; 5-2 108y3 25-108,13 10+2 lara ys 
1 
166. (l2+1g 5-+1g 300—1g 3).35 1080 3 


1 logs 12 log, 4 
167. (dog, 27 —logo,; 3 ) (1 25) é 


3 ICY 3 : 

2 3/7 
168 log Y 2108 y V 5 O ya 
dog 7 logyyz V 7 835 V yo ley7 Y 3- 


169. 21085 3, 


170. logs 2-10g, 3-10g, 4-logg 5-1og, 6-1og; 7. 
¿Tendrán sentido las siguientes expresiones (171 ... 173): 
171. V log, 1,4+108,0,7 ; 172. V lg 15+1g 0,07; 
173. lg lg lg 11? 
¿ Cuál de los númoros es mayor (174... 188): 


4 y 1-10gs 2,5 
($) -log, 2-l0g, 81. 
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174. log 0,245 ó 0; 175. Je ( L — 60; 


176. lg 10 6 log, Y 2; 177. log, 5 ó logo 5; 
178. log¿10 ó log, 11; 179. logz 2 ú logs 3; 
180. log, 2 ú log0.0825 0,255 181. lo2,59 1323 % logsg 147; 


182, log, 11 6 logs Y 74; 183. >+lg3 ó lg 19—Ig 2; 
lg5+1lg 17 
JS 9 NS | 


184. log, : 0,8+ logo, : 5 ó 0. 185. » 1 


54+y7 
Eg 


1 1 

186. 3(1g7—185) 6 2( 5189-3188); 181. Iglglg5 ó 1835: 
188, log y log,y75 Ó 0275 108,75 7? 

9) 
189. log, 32 < loga5. 190. log; 14 > log. 18. 

191. log¡4 729 < log 16. 192. log, M3<l0g , ) 2. 


2 3 


? 1 . . 
193. 108j0g, 23 >0- 194 Tog, 7 7 Tog,,gn 


196. 108,73 V 35 (1+ 


DICE ne la validez de Jas siguientes desigualdudes numéricas (189 ... 


<Z 2. 


A A] > 4, 


1 
197. logj, 2 logs 3 loga Ó <"»7 : 
198. 3 log, 7 +10g, 5410849 5 > 4- 
199. log, 3/45-1log, (45 Y 3) > 2 log: 1 3 log Y 3. 
1 lg 3 3 
200. lg 1-+ E g 4084, 117032116 


7. lgt4+41224+1g3 da 5 6 
201. 1 > EA Arles 


7 6 
202. logs logs q < log y log , 7. 
2 3 


203. log y 2:1og, y 2-108z Z > 1. 204. log , 7 > log, 325 E 
5 5 3 

205. log (W3+V3 +1 3/3 ) <log, (2573). 

206. Hállese logs, 72, sabiendo que log, 2 = a. 

207. Hállese logryg 9, sabiendo que logyg 8 = 3. 

208. Hállese log;, 64, sabiendo que loz, 125 == c. 

209. Hállese logs 6, si se sabe que log¡04 3 = a y logig0 2 = B. 

210. Hállese log), 24, si se sabe que logs 15 = m y log;2 18 = n. 


CAPÍTULO 
Vv 


TRIGONOMETRÍA 


S 1. Angulos y medición de los mismos 


Concepto de ángulo. Sean dados dos rayos coincidentes: el ravo 
OA y el O£ (fig. 37). 

Supongamos que el rayo OA realiza cierto giro, dando vueltas 
en un plano on torno al punto O. Entonces para cualquier giro seme- 
janto ol rayo OB se considera como rayo inmóvil (inicial) de giro, 
mientras que el rayo OA, el rayo móvil, que realiza el giro dado. 

Cualquier giro del rayo móvil OA con relación al rayo inmóvil 
OB puede realizarse en dos direcciones opuestas (en el sentido de las 
agujas del reloj y en el sentido contrario). Si en el rayo móvil O 4 


Fig. 37 


montamos un dispositivo trazador quo se aleje uniformemente del 
punto O, desplazándose a lo largo del rayo OA, entonces, a medida 
que gira el rayo OA, el dispositivo dejará cn el plano cierta huella. 
Al realizar el rayo OA cierto giro, la huolla representará una curva 
on desenrollamiento en torno del punto de giro O. Dicha curva tiene 
por origen el rayo inmóvil OB y termina junto al rayo móvil OA. 
Con ayuda de tal curva se muestran en los dibujos los giros, con la 
particularidad de que junto al rayo móvil la curva termina con una 
flecha que indica el sentido del giro realizado. 

En la figura 38 se muestra uno de los giros en el sentido de las 
agujas del reloj. 

En la (igura 39 se muestra uno de los giros on ol sentido contrario 
a las agujas del reloj. 

Supongamos quo el rayo móvil OA roaliza semejante giro en el 
sontido de las agujas del reloj de modo tal, que el rayo 04 ha coin- 
cidido por primera vez con el rayo inmóvil OB. Este giro suele lla- 
marse vuclta completa en el sentido de las agujas del reloj (fig. 40). 
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Supongamos que el rayo inmóvil OA realiza tal giro en el sentido 
contrario a las agujas del reloj, que el rayo Vd coincide por primera 
vez con el rayo inicial 08. liste giro suele llamarse vuelta completa 
en el sentido contrario a tas agujas del reloj (tig. 41). 

En la fig. 42 se muestra un giro igual a tros vueltas completas en 
el sentido contrario a las agujas del reloj. 

En la fig. 43 so muestra un giro igual a dos vueltas completas en 
el sentido de las agujas del reloj. 

Ási pues, de los ejemplos examinados está claro como se debe 
mostrar en el dibujo cualquier giro. 

Supongamos que el rayo móvil 04 realiza un giro en el plano 
en torno del punto O respecto del rayo inmóvil 0/7. En este caso 


O 8 
b 
A A 
Lig. 38 Fig. 31 


suele considerarse que de osta manera se forma un ángulo q y se 
dice que el rayo móvil OA prefija el ángulo a. correspondiente al 
giro citado. El punto O se denomina vértice del ángulo a, el rayo 
inmóvil OB es el rayo de referencia del ángulo a, y VA. el rayo móvil 


q A BB (a A 8 
0 l 


Fig. 4 Pig. 4 
que prefija el ángulo z. El rayo inmóvil 07 (comienzo de referencia 
para cualquier ángulo) suele disponerse en los dibujos horizontal- 
mente oriontado a la derecha. Se ha couvenido en considerar que 
si el rayo móvil realiza cierto giro en el sentido contrario a las agujas 
del reloj, se prefija de este modo el correspondiente angulo positivo; 
si el rayo móvil realiza cierto giro en el sentido de las agujas del 
reloj, él prefija el correspondiente ángulo negativo; si el rayo móvil 
no realiza ningún giro, él prefija el ángulo nulo. 

Por ejemplo, si el rayo móvil OA da una vuelta completa en el 
sentido contrario a las agujas del reloj, dicho rayo prefija el ángulo 
positivo completo: si ol rayo OA da una vuelta completa en el sentido 
de las agujas del reloj, él prefija cl ángulo negativo completo. 

Medición del ángulo en grados. Supongamos que cl rayo móvil 


OA realiza un giro igual a 500 parte de vuelta completa cn el sen- 
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tido contrario a las agujas del reloj. Eu osle caso se dice que el rayo 
móvil OA prelija un ángulo cuya medida en grados es igual a un 
grado, o, en forma más breve, un ángulo de tn grado (1%). Por con- 
siguiente, el ángulo posilivo completo y el de 360? es el mismo ángu- 
lo, prefijado por el rayo móvil OA que realiza una vuelta completa 
en el sentido contrario a las agujas del reloj (véase la fig. 41). 

Para las partos del ángulo de un grado se han aceptado denomi- 
naciones especiales que son mintto y segundo. 

Supongamos que el rayo móvil OA realiza en e) sentido contrario 

1 


a las agujas del reloj un giro igual a = parte do vuelta, correspon- 


lg. 43 


“z. 

bs 
ao 
to 


diente al ángulo de un grado. En este caso se dice que el rayo móvil 
OA prefija un ángulo de un minuto (1%). Por consiguiente, un ángulo 
de 60” y un ángulo de 1% sou un mismo ángulo. 

Supongamos que el rayo móvil OA realiza en el sentido contrario 
a las agujas del reloj «an giro igual a + parte de vuelta. cortespon- 
diente al ángulo de un minuto. En este 
2 caso se dice que el rayo móvil OA prefija 
un ángulo de un segundo (17). Por consi- 
guiente, un ángulo de 60” y un ángulo de 

$ son un mismo ángulo. 
Supongamos que el rayo móvil (QA 
realiza en el sentido contrario a las agujas 


del reloj un giro igual a y parte de una 


0 £ vuelta completa. En este caso se dice 
| que el rayo móvil OA pretija un ángulo 
Piy. 44 y dvi : / 1 le 90* 
recto positivo oO bien un ángulo de: 
(fig. 44). 


Supongamos que el rayo móvil OA realiza eun el sentido contrario 
a las agujas del reloj un giro igual a = parte de una vuelta com- 
plota. En este caso se dice que el vayo móvil OA prefija un ángulo 
llano posilito, o bien un ángulo de 180” (fig. 45). 

Supongamos que el rayo móvil DA no roaliza ningún giro, en 
este caso se dice que el rayo móvil OA prefija un ángulo nulo, o bien 
un ángulo de 0% (véase la fig. 37). 
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En los casos como el citado suele decirse 4 veces que el rayo 
móvil OA ha realizado una vuelta nula. 


Supongamos que el rayo móvil OA realiza un giro igual a parte 


de una vuelta completa en cl sentido de las agujas del reloj. En este 
caso se dice que el rayo móvil OA profija un ángulo llano negativo, 
o bien un ángulo de (—1807?) (véase la fig. 45). 


A ' ) 6 
Fig. 45 


q ad 1 
Supongamos que el rayo móvil OA realiza un giro igual a A 


parte de una vuelta completa en el sentido de las agujas del reloj. 
Entonces, el rayo móvil OA prefija un ángulo recto negativo, o bien 
un ángulo de (909) (fig. 46). 


0 b 


Fig. 46 Fig. 47 


Medida radial del ángulo. Supougamos que el rayo móvil OA 
coincide con el cayo inmóvil O/ sín dar ninguna vuelta. Elijamos 
arbitrariamente un punto 47 en el rayo inmóvil OB y un punto NY 
del rayo móvil OA que coincide con el punto 34. “Tracemos una 
circunferencia con centro en el punto O y de radio R, igual a la 
longitud del segmento ON (fig. 47). 

Si el rayo móvil OA empieza a girar alrededor del punto O, el 
punto NY se desplazará a Jo largo de esta circunferencia. 

Supongamos que el rayo inmóvil OA realiza tal giro en el sentida 
contrario a las agujas del reloj que el punto N, desplazándose pot 
la circunferencia, pase una distancia igual al radio de ésta. En este 
caso se dice que el ravo móvil OA prefija un ángulo cuya medida 
radial es igual a un radián, o, más brevemente, un ángulo de un 
radián (fig. 48). 

Sea dado un número positivo f. Supongamos gue el rayo móvil 
OA realiza tal giro en el sentido contrario a las agujas del reloj que 
el punto N, desplazándose por la circunferencia, pase una distancia $, 


igual a BR; entonces se dice que el rayo móvil VA prefija un ángulo 
de P radianes. 
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Sea dado un número negativo $. y supongamos que el rayo móvil 
OA tealiza tal giro en el sentido de las agujas del reloj, que el punto 
N, desplazándose por la circunferencia, pase una distancia $, igual 
a |f 12; entuncos se dice que el rayo móvil OA prefija un ángulo de 
P radianes. 

Así pues, la medida radial de cualquier ángulo se define del 
modo siguiente. Sea dado cierto ángulo a, prefijado por el rayo 

móvil OA. Se denomina medida 


va radial del ángulo « tal número, 
cuyo valor absoluto es igual a la 

Í es yazón entre la distancia $, reco- 
EE rrida a lo largo de la circuaferen- 


A cia de radio R por el punto N 

: del rayo móvil OA, y el radio 

a | R, y cuyo signo se define por el 
A sentido del giro realizado, en 

otras palabras, se llama medida 

radial del ángulo a un número 

Fig. 48 positivo 5, , si el giro se realiza 
en el sentido contrario a las 


a , á . ; S : : 
agujas «lei reloj vu bien un número negativo — a) si el giro se 


R 
realiza en el sentido de las agujas del reloj. 
Si el ángulo viene prefijado por el rayo móvil OA que no realiza 
ningún giro, entonces el ángulo a será nulo y la medida radial de 
este ángulo se considera igual a cero. 


N HN 
M A B M A E 


Fig. 49 Fig. 50 


Supongamos que el rayo móvil OA realiza una vuelta completa 
en el sentido contrario a las agujas del reloj, entonces, el punto Y 
del rayo móvil OA, dosplazándose por la circunferencia de radio R, 
recorre una distancia igual a 21. Quicre decir, en este caso el rayo 
móvil OA prefija un ángulo, cuya medida radial es igual a 2n radia- 
nes, o, más brevemente, un ángulo de 2x1 radianes (tig. 49), es decir, 
el ángulo de 360" y el de 2x1 radianes son un mismo ángulo (véanse 
las figs. 41 y 49). 

Si el rayo móvil OA da una vuelta completa en el sentido de 
las agujas del reloj, se prefija un ángulo de (—2x) radianes (fig. 50), 
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es decir, el ángulo de (—3607) y el ángulo de (—2x1) radianes son un 
mismo ángulo (véanse las figs. 40 y 50). 


get : 1 
Supongamos que el rayo móvil OA realiza q barte de vuelta 


completa en el sentido contrario a las agujas del reloj. En este caso 
el punto N del rayo móvil, desplazándose por la circunferencia de 


radio R, recorre una destancia igual a > . Por consiguiente, si el 
A 
N 
M R 
MB 1% 
A 
Fig. 51 Fig. 52 


rayo móvil OA realiza z parte de vuelta completa en el sentido 

T 

2 
y a . . a 

(fig. 51), es decir, un ángulo de 90% y un ángulo de 7 radianes son 


contrario a las agujas del reloj, él prefija un ángulo de 5 radianes 


un mismo ángulo (véanse las figs. 44 y 51). 
Si el rayo móvil OA realiza > parte de vuelta completa en el 


TU 


sentido de las agujas del reloj, é) prefija un ángulo de (— 7) radia- 


nes (fig. 52), es decir, un ángulo de (-—90”) y un ángulo do (5) 


radianes son un mismo ángulo (véanse las figs. 46 y 52). 
Supongamos que el rayo móvil OA roaliza a parte de vuelta 
completa en el sentido contrario a las agujas del reloj. Entonces, 
el punto NY del rayo móvil OA, desplazándose a lo largo de la cir- 
cunferencia do radio PR, recorre una distancia igual a 14, por con- 
siguiente, en este caso, el ángulo que se prefija por el rayo móvil OA 
medirá sí radianes (fig. 53), es decir, el ángulo de 180” y cl ángulo de 
a radianes representan un mismo ángulo (véanse las figs. 45 y 53). 
Análogamente, el ángulo de (—1807) y el ángulo de (—x) radianes 
representan un mismo ángulo que se profija por el rayo móvil OA 


que realiza 5 parte de vuelta completa en cl sentido de las agujas 


del reloj (véanse las figs. 45 y 53). 
Si la medida radial de ciorto ángulo constituye f radianes, mien- 
tras que la medida por grados del mismo ángulo es igual a a grados, 
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los números mencionados estarán ligados entre sí mediante la siguien- 
te proporción: 
a: 360 =P: 2x. 


Haciendo uso de esta proporción, se puede convertir la medida 
radial en medida en grados, y viceversa. la medida en grados a la 
radial. Los ejemplos aducidos más arriba representan un caso parti- 
cular de dicha proporción. He aquí unos ejemplos más. 


El ángulo de 30% y el de + radianes representan un mismo 
ángulo, lo que se deduce de la validez de la proporción 30* :360* = 


Tr 
=-=:2; . 
6 E 


El ángulo de 45% y el de + radianos representan un mismo 


ángulo, lo que se deduce de la validez de la proporción 45" : 360* = 


Fig. 33 


de . xí 
=- 221, El ángulo de 60% y el de q radianes representan Un 


mismo ángulo, lo que se deduce de la validez de la proporción 
. T 
60* . 360" = 3 : 2n. 


Observación. En lo sucesivo siempre se empleará sólo la medida 
radial del ángulo. En las designacionos las medidas de un ángulo en 
radianes casi siempre se omite la palabra «radián». Por esta razón, 
en adelante 

— por ángulo n se entiende un ángulo de rn radianes, es decir, 
un ángulo cuya medida radial es igual a n radianes: 

J 


. , > i 5 : 
— por ángulo q se entiende un ángulo de 7 radianes, es decir. 


un ángulo cuya medida radial es igual a + radianes; 

— por ángulo a (donde a es cierto número fijo) se entiende un 
ángulo de x radianes, es decir. un ángulo cuya medida radial es igual 
a a radianes; 

— por ángulo (a -- $) se entieno un ángulo, cuya medida radial 
es igual a (2 - f) radianes; 

— por ángulo (a — f) se entiende un ángulo cuya medida radial 
es igual a (x -—- f) radianes. 
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Notemos, además, que por las palabras «ua ángulo a tal que 
u + B-+ ky, k€Z se entiende que a es un ángulo tal que su medida 
radial no es igual al número (P |- key), cualquiera que sea el número 
entero k. 

Circunferencia unidad. Supongamos que en un plano se ha intro- 
ducido un sistema rectangular de coordenadas xOy con el scmieje 
positivo de abscisas Ox orientado a la derecha y el seinieje positivo 
de ordenadas Oy, hacia arriba, Sea dada una circunferencia cuyo 


MUDO z 


(0-1) 


Fig. 54 big. 55 


radio es igual a la unidad de medición de longitudes con centro en 
cl vrigen de coordenadas (fig. 54). “Cal circunferencia suele llamarse 
circunferencia unidad, 

Tomemos como vértice de cualquier ángulo el origen de coordena- 
das. es decir, el punto O (0, 0). Consideramos como rayo inmóvil 
el semieje positivo de abscisas, es decir, como punto de referencia 
paca cualquier angulo «x. 

Sea dado un ángulo cualguiera ae: es obvio que el rayo móvil VA, 
que prefija oste ángnlo «a, cortará sin falta la circunlorencia unidad 
en cierto punto Q (a, £). No es menos evidente que para cualquiec 
punto R (e, d) de la circunferencia unidad existe obligatoriamente 
un ángulo ff tal. que el rayo móvil OA, que prefija dicho ángulo f, 
corte la circunferencia unidad precisamente en este punto ft (e, d). 

Determínemos las coordenadas de alirunos puntos de la cireon- 
ferencia nnidad. 

Queda claro. ante todo que (fig. 00): el rayo móvil OA, que pre- 
fija el ángulo nulo, corta la circunferencia unidad en ej punto 
M (1; 0); el rayo móvil 04 que prefija el ingulo xi, corta la cir- 
eunferencia unidad on el punto P (—4; 0); el rayo imóvil Ol que 


.. . To, Ñ : A 
prefija el ángulo 7 interseca la circunferencia unidad en el punto 


T (0; 1); el rayo móvil OA que prefija cl ingulo (7) interseca 
la circunferencia unidad en el punto £ (0, —41). 
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Snpongamos que el rayo móvil OA, que prefija el ángulo y , Corta 


la circunferencia unidad en un punto A (fig. 96). Calculemos las coor- 
denadas de este punto. Tracemos por el punto XK una recta paralela al 
eje Oy, y supongamos que corta el eje O.r en el punto K,. Por cuanto 
ambas coordenadas del punto Á son positivas, serán iguales, respecti- 
vamente, a las longitudes de Jos catetos del triángulo rectángulo 
isósceles OK, K. Conforme al teorema de Pitágoras, |OK |? = 
= OK, Po 1] KK, lcomo OK, | -- |K,K |], obtenemos de aquí que 


¡OK | = ¡KA B2. Por oso, la ahscisa del punto XK es igual n 


Fig. 56 Fig. 57 
+4 e $ 2 . . 
la ordenada del punto K e igual al número EZ (Juiere decir, el 


o. .. * Te > , 
rayo móvil QA que prefija el ángulo <q corta la circunferencia 


y2. ON 
> 2 " 
Supongamos que el rayo móvil OA, que prefija el ángulo de So 
corta la circunferencia unidad en el punto S (fig. 57). Calculemos 
las coordenadas de este punto. Tracemos por el punto $ una recta 
paralela al eje Oy que corte el eje Oz en el punto S,. Por cuanto ambas 
coordenadas del punto S son positivas. serán iguales, respectiva- 
mente, a las longitudes de los catetos del triángulo rectángulo OS,S. 


Del curso de geometría se sabe que en un triángulo rectángulo la longi- 
tud del cateto opuesto al ángulo de 5 , €s igual a la mitad de la longi- 


unidad en el punto A 


lud de la hipotenusa. Por consiguiente, | $$, | = > De acuerdo 
con el teorema de Pitágoras, | 08, [* == | 08 2 — 1SS, |*. De aquí 
tenemos |0S, | = pe Por eso la abscisa del punto S os igual 
A ya y su ordenada, a 5 
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: 2? ] A 
Quiere decir el rayo móvil 04, que prefija el angulo de lo 
(13 4 
corta la circunferencia unidad en el punlo - a z +). 
oo os ..o. . y 
Supongamos que el rayo móvil OA, que prefija el ángulo de z 
corta la circunferencia unidad en el punto / (fig. 58). Calculemos 


Fig. 58 Fig. 59 
las coordenadas de dicho punto. T'racemos por el punto F' una cecla 
paralela al ejo Oy, que corta el eje Ox on e] punto F',. Por cuanto 
ambas coordenadas del punto /” son positivas, serán iguales, rospecti- 
vamente, a las longitudes de los catetos del triángulo rectángulo. 


Fig. 60 Fig. 61 
Empleando la afirmación enunciada más arriba sobre la longitud 
del cateto opuesto al ángulo de 7 llogamos a que | OF, | = + 


mas, en este caso, al aplicar el teorema de Pitágoras. encontramos 


que |F,F? = a Por eso. la abscisa del punto F es igual a EA 
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FE 
¿3 

y su ordenada, a 1 

y . » * ” . .. r »14 

Quiera decir, el rayo móvil 04 que prefija el ángulo de 5 corta 
ya 

Supongamos que el rayo móvil OA. que prefija el ángulo a, corta 
la cireunferencia unidad en cierto punto Q (a, b). En este caso es 
fácil ver la validez de las siguientes afirmaciones: 

1. El rayo móvil OA. que prefija el ángulo (a + 21), corta lau 
circunferencia unidad en el mismo punto Q (a, b) (Mig. 39). 


la circunferencia unidad on el punto F ( 


Fig. 62 Fig. 63 


2. El rayo móvil OA que prefija el ángulo (a — 2x) corta la cir- 
cunferencia unidud en el mismo punto Q (a, b) (fig. 60). 

3. El rayo móvil que prejija el ángulo (o. - q) corta la circunferencia 
unidad en el punto Q., (—a, —b), simétrico al punto Q (a, b) con rela- 
ción al origen de coordenadas, es decir, al punto O (0, 0) (fig. 61). 

4. El rayo móvil que prefija el ángulo (—a) corta la circunferencia 
unidad en un punto O, (a, —b), simétrico al punto Q (a, b) respecto del 
ete Ox (fig. 62). 

5. El rayo móvil que prefija el ángulo (um —a) corta la circun- 
ferencia unidad en un punto Q3 (—a. bd), simétrico al punto Q (a, b) 
respecto al eje Oy (fig. 63). 


$ 2. Seno y coseno de un ángulo 


Sea introducido en un plano el sistema rectangular de coordenadas 
¿Uy econ el semieje positivo de abscisas Ox orientado a la derecha y el 
s=emieje positivo de ordenadas Oy, orientado hacia arriba (fig. 64). 
Sea dada. además una circunforencia unidad. 

Flijamos cono vérlice de cualquier ángulo el origen de coordena- 
das, es decir, el punto O (0, 0). El semieje positivo de abscisas se 
considera como el rayo inmóvil Of, os decir, como el punto de refe- 
rencia en la medición de cualquier ángulo «. 
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Supongamos que el punto 17 es un punto común del rayo inmóvil 
OB y de la circunferencia unidad. Entonces, una parte del rayo 
inmóvil 0/3, a saher, el segmento OM se denominará radio unidad 
inmóvil, o bien punto de role- 
rencia de los ángulos. 

Supongamos que el rayo 
móvil OA coincide con el in- 
móvil OB sin realizar ningu- 
na vuelta. Denotemos con NÑ 
el punto del rayo móvil OA 
que conincide con el punto A7 
del rayo inmóvil OB. Enton- 
ces, una parte del rayo móvil 
OA, es decir, el segmento ON 
se denominará radio unidad 
móvil, y el punto N, extremo 
del radio unidad móvil. 

Si el rayo móvil OA rea- o 
liza cierto giro, entonces jun- Fig. 64 
to con él realizará también 
el mismo giro el radio unidad móvil ON. Por eso se puede conside- 
rar que el ángulo a lo prefija no sólo el rayo móvil OA, sino tam- 
bién el radio unidad móvil ON. 

Convengamos en decir en lo sucesivo: el radio unidad móvil ON 
prefija un ángulo «a, sobreentendiendo por ello que el rayo móvil 

correspondiente OA prefija el mis- 
” | mo ángulo «. 


Supongamos que el extremo del 
radio unidad móvil ON, que pre- 
fija el ángulo a, coincide con el 
punto Q (a. d) de la circunferencia 
unidad; entonces, las eoordenadas 
del punto Q se llamarán coordena- 
das del exiremo del radio unidad 
móvil que prefija el ángulo a 
y se notará: NY (a, 6). 

Seno de un ángulo. Sca dado 
un ángulo cualquiera q. Ll nú- 
mero igual a la ordouada del ex- 

Fig. 65 tremo del radio unidad móvil que 
prefija dicho ángulo a lleva el nom- 
bre de seno del ángulo a y se designa seu 2 (fig. 63). 

De la definición proviene que para cualquier ángulo x existe el 
seno de este ángulo y, además, único. 

Ejemplos. 

La ordenada del extremo del radio unidad móvil, que prefija 
el ángulo nulo, es igual a cero (fig. 66), por consiguiente, sen O = 0, 

La ordenada del extremo del radio unidad móvil que prefiia el 
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ángulo 7 es igual a cero (véase la fig. 66). Por consiguiente, sen 1 = 0. 
La ordenada del extremo del radio unidad móvil que prefija el 


ángulo de 5 es igual a la unidad (fig. 67), por consiguiente sen 5 =E 
La ordenada de) extremo del radio unidad móvil que prefija el 


ángulo ( ==) es igual a(— 3) (véase la fig, 67), por consiguiente, 


M0) 


Fig. 66 Fig. 67 


T 
sen (-+) =-—1, 
La ordenada del extremo del radio unidad móvil, que prefija el 
4 


ángulo de 7 os igual a 3 (fig. 68), por consiguiente, sen A As 


Pi. 68 Fig. 69 


La ordenada del extremo del radio unidad móvil, que prefija el 
; : ON ra y 2 
ángulo de 7 , es igual a Ls (tig. 69), por consiguiente, sen z = E L 

La ordenada del extremo del radio unidad móvil, que prefija el 
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y /5 
ángulo de 3» es iguala Y — (fig. 70), por consiguiente, sen A == E 


Demos a conocer ami propiedades del seno de un ángulo. Por 
cuanto, para cualquier ángulo «a. la ordenada del extremo del radio 
unidad móvil, que profija dicho ángulo «, no puede ser menor de 
(—1) y mayor de 1, encontrándose encerrada entre los valores adu- 


Fig. 70 Fig. 71 


cidos, incluidos (—1) y 1, entonces, cualquiera que sea el ángulo ce, 
so verifica la desicualdad doble —1 < sen a < 1. 

Supongamos que la ordenada del extremo del radio unidad móvil, 
que prefija el ángulo a, es el número b, entonces, según lo expuesto 
más arriba, la ordenada del extremo del radio unidad rmóvil, que 
prefija el ángulo (—a), será el número (—b) (fig. 71). Por eso, para 
cualquier ángulo a se verifica la igualdad 


sen (—u) = —sen a. 


Esta propiedad del seno de un ángulo puede enunciarse así: ul 
signo menos puede sacarse del signo del seno o introducirse bajo el 
signo del seno, es decir: 


sen (—a) = —sen au = sen (4). 
E 0 PE t 
Ejemplos, 3% =7)= A 
á K e mo LA. 
en (—-F)= do O E 
0 E E A 
7)= ió 


Según lo indicado anteriormente, la ordenada del extremo del 
radio unidad, que prefija el ángulo a, cs igual a la ordenada del 
extremo del radio unidad que prefija el ángulo (rn — a) (lig. 72). 
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Por eso, para cualquier ángulo x se verifica la igualdad 


sen (1 — 2) = sen a. 


Ei | N $ Lar JT y <T 19 * 
s Q — 2 ap a == K ) a. 
ejemplos. sen — sen (1——7 sen = E 
sen pr = (un (n— de = Sen Dos — l $ 
e 6) 62? 


A A 
did E Ñ 3 = KQi) A 


Supongamos que la ordenada del extremo del radio unidad móvil, 
gue prefija el ángulo ax. es el número b, entonces, según lo expuesto 


Pier, 72 


más arriba, la ordenada del extremo del radio unidad móvil, que 
pretija el ángulo (n —- 7), será el número (—6) (fig. 73). Por eso, para 
cualquier ángulo a se verifica la igualdad 


sen (mn + a) = —son %. 
Si 31 a n ¡E 
Ejemplos. sen y sen (a + +) = —s0n ==; 
son on (143) = —sn == eE 
6 ñ 6 E 
Sen E = SON (1 + $) = —sen == ==. 


Según Jo indicado más arriba, la ordenada del extremo del radio 
unidad móvil, que prefija el ángulo a, es igual a la ordenada del 
extremo del radio unidad móvil que prefija el ángulo (a + 21) e igual 
a Ja ordenada del extremo del radio unidad móvil que prefija el ángn- 
lo (a — 21). Por eso, para cualquier ángulo a se verifican las siguien- 
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tes igualdades: 
sen a = sen (a + 2a), 


sen 2= sen (% — 27), 
Haciendo uso de estas igualdades y aplicando el método de inducción 


matemática, se puede mostrar que para cualquier número entero n 
y todo ángulo «a se vorifican las ignaldades 


sen a = sen (a + 21n) = sen (a — 2an). 


Esta propiedad del seno de un ángulo puede enunciarse así: el seno 
de cualquier ángulo q se repite. al variar cl ángulo en la magnitud de 
2an, donde n es un número entero cualquiera. 


z 437 Tr E T 1 
Ejemplos. sen — =8en 21 + +) = Sel ES; 
O Tr TT pa 
sen 7 = Sen (25 +3) = $0 A 
q a TAS 
sen > sen (25 + +) = Son iS ÉS 
se) a sel (21 — = Sn ( o ]= 04 
a 1 6 — >? |] " 8 —. G , —— 


son 2 = sen (2n — ) = sen (— )=-4: 


A s 
sen (+ 101.) = sen <= ls 
T >, 
sen DOS — 24n) =seu (— HF) =—!1. 


Sea dado un número PE€(0, 1). Examinemos un úngulo enva 
medida radial cs el número f. El extremo del radio nnidad nióvil, 
que prefija dicho ángulo. coincide con cierto punto de la circun- 
ferencia unidad dispuesto en e) primero o en el segundo cuadrantes. 
o bien en el semieje positivo de ordenadas. Por eso, la ordenada del 
extremo del radio unidad móvil, que prefija el ángulo mencionado. 
es posiliva, con otras palabras. el seno de este ángulo es positivo. 

Tomanrlo en consideración que sen KB — sen ($ -- 21) para eual- 
quier número entero r, se puede afirmar que sen a es positivo para 
cualquier ángulo a tal. que su medida radial (el número 2) pertenece. 
para cierto rn entero, al intervalo correspondiente (Qan. q * 2124). 
En la recta numérica (fig. 74) so muestran tales intervalos, que para 
cada námero a, perteneciente a cualquiera de estos intervalos, sen x 
es «positivo. 

De modo análogo se muestra que es también válida la siguiente 
afirmación: sen a es negativo para cualquier ángulo x tal, que su 
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medida radial (el número a) pertenece, con cierto n entero, al inter- 
valo (a + 2an; 271 4- 2nn). En la recta numérica (fig. 75) están mos- 
trados tales intervalos, que para cada número a, pertenciente a cual- 
quiera de ellos, sen « es negativo. , 

En fin, teniendo presente que sen a = sen (a + 211) para lodo 
número n enlero y que sen O = sen x -= 0, resulta que sen a es igual 


n=-1 n=0 Rf 


R Re de ya ” É jó % Te 5% E 


Fig, 74 


a cero para cualquier ángulo a tal, que su medida radial (el número <) 
es igual al núntero aim, siendo »m entero. En la recta numética 
(fig. 76) se muestran aquellos números «, para cada uno de los cuales 
sen 2 es igual a cero. 


a==? n=-1 4=( 


o: 


Árco seno de un número. Sugé con frecuencia el problema en 
el que se requiere hallar, para cualquier número real a, tal ángulo au 
que el seno de éste sea igual al número «. 


m2 Mi=-] mG m=/ 2 m=W 


A A A O E 
2 —A Y R 2H dl í 


Fig. 76 


Observemos que si «>1 y sia < —1, entonces este problema 
no lieno solución, pues, por definición de seno de un ángulo, no existe 
tal ángulo cuyo seno sea mayor del 1, o menor que (—41). 

En cambio, si «€ E [—1; 11, se puode mostrar que existe una 
infinidad de ángulos tales, que el seno de cada uno de ollos es igual 
al número a«. En olecto, la recta y — a (a € Í--1, 11) corta la cir- 
cuuJerencia unidad o bien en dos puntos (fig. 77) o bien en un solo 
punto (fig. 18). Mas, según lo expuesto más arriba, para todo punlo 
de este lipo en la circunferencia unidad existe un ángulo a tal, que el 
seno de dicho ángulo es igual a la ordenada del punto citado, es decir, 
igual a a. Alora, de acuerdo con la propiedad del seno tenemos 


sen 4 = sen (a + 27m) 
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para cualquier ángulo a y para todo número entero a. Por eso, el 
seno del ángulo (a + 21) es igual al número a, cualquiera que sea 
el número entero n. 
Se ha convenido en lo siguiente: el ángulo cuyo seno es igual al 
JT + 
número a y que forma parle del segmento [5 713 7). recibe el 


nombre de ángulo principal y se designa arcsen a (se e arco seno del 


Pig. 77 


número a). De este modo, por definición, arcsen « es el ángulo que 
satisface simultáneamente dos condiciones: 


T 
—=37< arcsen aX > , Sen (arcsen a) =4. 


Es fácil ver que para cualquier número a € | —1; 1] el arco seno de 
este número existe y es, además, único. Para todo número a € 
€ (—oo, —1) |) (1, +00) el arco seno de él no ct 


Ejemplos. 1. arcsenÚÓ es un ángulo a tal, que — TT <S=o7 + y 
sena =0; está claro que éste es un ánguio cero, por a 


arcsen 0 = 0. 


2. arsenú es un ángulo a tal, que — 7<0<=3 y sena= ,; 


está claro que éste es el ángulo > (véase la fig, 78), por consi- 
fuiente 


arcsen 1 =-— 
2 L) 
3. arcsen (—4) es mn ángulo a tal, que— << y 


sona = —d4; está claro que éste es el áugule (-$) (véase la 
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fig. 78), por consiguiente, 
arcsen (— 1) = +. 


í : n _. 
4 arcsen > es un ángulo a Lal, que =$ Sas y sen == 


E. 
Ss 


a Pe S iS 5 - JU . 0 
« está claro que éste es el ángulo — + Por consiguiente. 


1 TU 
arasen — = += 


5. arcsen (-E) es un ángulo 0% tal, que — 


Ka T 
Ñ 2 
a 7 ES 
á4 


<a y y 


, Por con- 


sen a = 2; está claro que éste es el ángulo ( — 
siguiente, 
v3 


arcsen 2) = — 


AL 
PA e. 


3 ; O 
6. qresen 22 es un ángulo 9 tal, que q <0E SF y sen a = 
. Na > y . 3 A Ñ 

== 2. está claro que éste es el ángulo —- , POr COpsi guiente, 


arosen LP =— 


Indiquenos algunas propiedades del arco seno de un número, que 
se desprenden de su definición. Para todo número a, mayor que l, 
y también para todo número a menor que (—1), la notación arcsen e 
está privada de sentido. Por ejemplo, no tienen sentido las notaciones 


arcsen 2, arcsen (—3), «arcsen (—V 5), 
pl 
. T 
aresen 1, aresen (— 311), aveson J/ 5. 


Para cualquier número a € |—1; 1] se vorifica la siguiente desi- 
gualdad doble 


JU na DO LA a 
pea =% aroSsen 1 Zo 


Para todo número a € [—4; 1] es válida la igualdad 
sen (arcsen a) = a. 
] no 7 es ó 
Para todo número a € | $; +| es válida la igualdad 
arcsen (sen a) =0, 
. . 1 
Ejemplos. 1. Calcúlese sen (arcsen Sy ) . Por cuanto y El —1, 1), 


entonces sen (arescn +)= +. 
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2. Calcúlese arcsen (sen V ). Por cuanto yz € | 


)= = 
o E 


Ii 
5d 


Ñ 
> | , entonces arcsen (sen Wwe 


3. Calcúlese arcsen (sen 2) . Por cuanto 19 € |< +] , 


no podemos escribir que aresen sen 4) No obstante, 


Pa t3x , Mn 
es fácil ver que sen E = sen (214) = sen q. Por eso, 


TE 


3n Ti 
arcsen (sen 47) aycsen (sen +) . Por cuanto H 5 € 


+ 
entonces arcsen (sen $) =$. Así pues, arcsen 2% + _ 
ls 


4. Calcúlese arcsen (sen (—5)). Es fúcil ver que sen 


= sen (21 — 5) y (2n—5)€| — Fl. Poreso arcsen Pa 
= arcsen [sen (298 — 5)] = 21 — 5. Así pues, arcsen [sen (--5)) = 
= 21 — 9. Por fin, demos a conocer una propiedad más del arco 
seno del número a: para cualquier número a € [—1; 4] se verifica 
la igualdad 


arcsen (—a)= —arcsen a. 

Efectivamente, por definición, aresen 4a=«, con la particula- 
ridad de que sen a=4a y eel —-< Ñ + | , Arcsen (—a)=B, con 
la particularidad de que sonfB=-—a y P€ | -$ : +] Ñ 
De aquí se hace evidente que $ = —«, es decir, 


aresen (—a) = —arcsen a. 


Ejemplos. 
1 1 T 
1. arcsen ( =-+) = —arCcsen = —=< 7. 
2 va a 
2. arcsen (— 5)= — aresen == — 7. 
3. arcsen (-%)= — arcsen YÍ, +. 


Coseno de un ángulo. Sea dado un ángulo a: cualquiera. El núme- 
ro igual a la abscisa del radio unidad movil, que prefija dicho ángulo 
a, se denomina coseno dol ángulo a y so designa cos a (tig. 79). 

Do la definición se deduce que para cualquier ángulo a existo el 
coseno de este ángulo y es, además, único. 

La abscisa del extremo del radio unidad móvil, que prefíja el 


o JT . , . e mm - e . 

ángulo, es igual a cero (véase la fig. 67), ¡por consiguiento, 
JL 

COS DAS 0. 
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La nbscisa de) extremo del radio unidad móvil, que prefija el 
” JT . , pe % » . 
angulo (3). es igual a cero (véase la Sig. 67), por consiguiente, 
COS (-5) —1). 

La abscisa del extremo del radio unidad móvil, que prefija el 
ángulo nulo, os igual a la unidad (véase la fig. 66), por consiguiente 
cos O == 1. 

La abscisa de los extremos del radio unidad móvil, que prefija el 
el ángulo nx. es igual a (—1) (véase la fig. 66), por consigniente, 
cos 1 = —1. 

La abscisa del extremo del radio unidad móvil, que prefija el 


Sá 
. . á 3 , . . . 
angulo 7, cs igual) aL (vénse la fig. 68), por consiguiente, 
F3 
cos E y 
La abscisa del extremo del radio unidad móvil, que prefija el 
Fo 
ángulo q es igual a EZ (véase la fig. 69%), por consiguiente, 
7 NE, 
IT, ¿8 
cos ==. 


La abscisa del extremo del 
radio unidad móvil, que prefija 


3 
(véase la fig. 70), por consi- 

¡ T 1 
gulente, cos TT + 

He aquí algunas propiedades 
del coseno de un ángulo. 

Por cuanto para cualquier 
ángulo qu la abscisa del extre- 
mo del radio unidad móvil, que 
prefija el ángulo a, no puede ser 

Fig. 79 menor que (—1) y mayor que 4, 

encontrándose encerrada entre 

dichos valores, incluidos (—1) y 1, entonces para todo ángulo au se 
verifica la siguiente desigualdad doble 


—1 < cos a < 1. 
Según lo mostrado anteriormente, la abscisa correspondiente al 
extremo del radio unidad móvil, que prefija el ángulo a, es igual a la 


abscisa del extremo del radio unidad móvil que prefija el ángulo (—a). 
Por oso, para todo ángulo a se verifica la igualdad 


el ángulo +], es igual a 


cos (—a) = cos a. 


Esta propiedad del coseno de un ángulo puede enunciarse así: el 
signo delante de un ángulo que está bajo ol signo del coseno se puede 
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cambiar sin variar el valor del coseno del ángulo, es decir, 
cos (—a) — cos a = cos (—a). 
st T V3 
Ejemplos. COS (—-$) E > 
TU JU 
0s | — =]=cos ==, 
il 4 ) Ea 
Tí E 
Cos ( — +) = 608 == = 


Supongamos que la abscisa correspondiente al extremo del radio 
unidad móvil, que prefija un ángulo a, es el número a; entonces, de 
acuerdo com lo mostrado anteriormente, la abscisa «dlel extremo del 
radio unidad móvil, quo prefija el ángulo (1— 2), es el número (—a) 
(véase la fig. 72). Por eso, para todo ángulo a 

se verifica la igualdad 


cos (1 — Uu) = -—-CcoS A. 


Ejemplos. cos z = 005 ( a 


Sea el número a la abscisa correspondiente al extremo del vector 
unidad móvil que prefija cl ángulo a; entonces, según lo mostrado 
anteriormente, la abscisa del extremo del radio unidad móvil, que 
prefija el ángulo (a -+ a), es el número (—a) (véase la fig. 73). Por 
eso, para cualquier ángulo a se verifica la igualdad 


cos (1 + a) = —cos au. 


A Ón n 7 E 
Ejemplos. cos 77 = tos (1+-) = —008 == LE : 
TA AN n ya 

COS an = COS | T -P Sa )= — cos + = a 

Ad (: gr 3 e 


Como se ha indicado más arriba, la abseisa del extremo del radio 
unidad móvil, que prefija un ángulo a, es igual a la abscisa del 
extremo del radio unidad móvil que prefija el ángulo (ua -- 21) y es 
igual a la abscisa del extremo del radio unidad móvil que prefija 
el ángulo (a — 21). Por eso, para cualquier ángulo a se verifican 
las igualdades 

cos a — cos (a -+ 271), 


cos a = cos (a — 2x1). 
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Haciendo uso de estas igualdados y aplicando el método de inducción 
matemática, podemos mostrar que para todo número entero n y para 
cualquier ángulo a se verifican las igualdades 


cos a -= eos la + 2nn) = cos (1x— 21m). 
Esta propiedad del coseno puede enunciarse así: el coseno de cual- 


quier ángulo a se repite, al cambiar el ángulo en la magnitud de 21», 
donde r es un número entero cualquiera. 


e za 
Ejemplos. cos 2 =cos (21 + +) =cos += Lc 
15 
cos q =00s (27 + 7) =cos P=%2, 
DE a T F3 
COS ñ =cos (21 —-F) =cos [ —<F =Y2, 
cos < =cos (- ]+ 21) =c0s 2 
al q +2) =e (-7)=%, 
Lo IM TT o rn y_ 1 
cos E=c08 (| — F +21) =c08 [ — FP) ==, 
A o: nm 1 
cos =cos ( -+2n ) = SI=SA 
cos [ L —101) =c0s E =0, 
ve 2 
cos [— F—1022) =cos (| — $) =0, 


E: 
cos (— 121] =cos $ == 


3 
Sea dado un número B € [ — 5 7) Examinemos un ángulo 
cuya medida radial es el número f. El extremo del radio unidad 


CR 3 ] pa $ a 
ll da Eat 0 a Eo 
Fig. 30 


móvil que prefija este ángulo coincide con cierto punto de la cir- 
cunferenciafunidad dispuesto o bion en el cuadrante | o bien en el 
cuadrante 1V, o bien en el semieje positivo de abscisas. Por eso, la 
abscisa correspondiente al extremo del radio unidad móvil, que 
prefija el ángulo dado, es positiva. Con otras palabras, el coseno de 
este ángulo es posilivo. Teniendo presente que cos $ = cos (P + ¿1un) 
para cualquier número a positivo, podemos afirmar que cos a es posi- 
tivo para todo ángulo a tal, que la medida radial de ésto (cold número a) 


JO 


: ; Tn : T 
pertenece, para cierto » entero, a! intervalo (— zo 25, 7 -- 2an). 


En la recta numérica (fig. 80) se muestran los intervalos de tal género, 
que para todo número a, pertenecionte a cualquiera de ellos, cos « 
es positivo. 

Análogamente se muestra que cos y es negativo para cualquier 
ángulo y tal, que la medida radial de ésto (el número y) pertenece, 


ul | n=0 4=1 
A A E TE TIN DE 
Fig. Si 
con cierto n entero, al intervalo (5 + 2x2, = -L 2an ). En la 


recta numérica (fig. 81) se muestran los intervalos dde tal género, 
que para todo ángulo y, perteneciente a cualquiera de ellos, cos y 
es negativo. 

Por fin, towando en consideración que cos a = cos (2 -- 210n) para 
T 


n 
todo rn entero y que cos — =00s ( — 3) =Ó0. resulta (Ue COSA es 


a J M==2 H=-Í 1t=] i=1 H=2 
2 MAÍZ HZ HJ2 GHZ ¿2 2 


lvig. 82 


igual a cero para cualquior ángulo a tal, que la medida radial de 
éste (el número qa) es igual, con cierto n entero, al número 


(an +). En la recta numérica (fig. 82) se ruuestran tales 


números a, que para cada uno de ellos cusa es igual a cero. 

Arco coseno de un número. Surge con frecuencia el problema 

en el que se requiere hallar, para cualquier número real a, tal ángulo a 
que el coseno de éste es igual al número «. 
-— Notemos aquí mismo que si a > 1, y también si a < —1, este 
problema no tiene solución, puesto que, por definición de coseno 
de un ángulo, no existe un áugulo, cuyo coseno sea mayor que 1, 
o menor que (—1). 

En cambio, si a E | —1; 1), podemos mostrar que existe una infi- 
nidad de tales ángulos que el coseno de cada uno de ellos es igual 
al númeco a. 

En efecto, la recta xr = a interseca, para a € l—1; 1], la circun- 
ferencia unidad o bien en dos puntos (fig. 83), o bicn en un punto 
(fig. 84). Mas, según lo expuexto anteriormente, para cada tal punto 
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existe un ángulo a tal, que el coseno de él es igual a la abscisa del 
punto citado, es decir, igual a a. Ahora, de acuerdo con la propiedad 
del coseno, 

cos a = cos (a + 21m) 


para cualquier ángulo « y cualquier número » entero. Por eso, para 
cualquier número entero n el coseno del ángulo (a + 2nn) es igual 
al número q. 

Se ha convonido en lo siguiente: el ángulo cuyo coseno es igual 
al número « y que forma parte del segmento [0, x recibe el nombre de 


Fig. 83 Fig. 84 


ángulo principal y se designa arccos a (se lee: arco coseno del núme- 
ro a). De este modo, por definición, arccos! a es un ángulo que satisfa- 
ce simultáncamente dos condiciones: 


O < arccosa< sn, cos (arccos a) = a. 


Es fácil ver que para cualquier número « € [—1, 1] el arco coseno 
de este número existe y es, además, único. Para todo número a € 
€ (—oo, —1) U (1, -00) el arco coseno de éste no oxiste. 
Ejemplos. 1. arccos 1 es un ángulo a tal, que UÚÓ<a <a, 
y cosa = 1. Es obvio que éste es un ángulo cero (véase la fig. 84), 
por consiguiente, arccos 1 = 0. 
2. arccos O os un ángulo a tal, quee bd <a < xa, y cos a = 0. Es 


. . » JU . . TY 
obvio que éste es el ángulo 5, y, por consiguiente, arccos U -= z* 


3. arccos (—1) es un ángulo a tal, quee U Za Xx, y cosa = —1: 
Es obvio que éste es el ángulo n (véase la fig. 84) y, por consiguiente 


: 'Y 
4. ArccOS 7 4S UN ángulo a tal, que O<a<a, y Cosa ==; 


. y rn . á Tr Ñ s . 
Está claro que éste es el ángulo == Y, por consiguiente, arccos 
4 x= 


=p: 


s V2 
5. arecos +2 es un ángulo a tal, que Ó<a <a, y cosa =-=2 


2 . 
, , » Tr . . 
Está claro que éste es el ángulo 77 y, por consiguiente, 
pu 
y 2 as 
s —ÁÚ==, 
arcco 3 z 
6 A un ángulo a tal, que O<a< o 
3. 2 9 D d 19 is qa e = 14H MN, y 0054 ==. 
> _ E 1 id 
Está claro que éste es el ángulo q, y. por consiguiente, 


arccos Y 3_ 1 
2 6 * 
Demos a conocer algunas propiedades del arco coseno de un 
número, que se deducen de su definición. 
Para cualquier número a inferior a (—1) y lambién para cualquier 
número « superior a 1, la notación arccos a está privada do sentido. 
Por ejemplo, no tienen sentido las notaciones 


= 5 
arccos Y 3, arceos +) y ÁNCCOS TE 


arccos ( — +5) , AICCOS V > , ANCCOS -3) ; 

Para cualquier número « € [—1; 1] es válida la desigualdad doble 
1) < arecos e <£ a. 

Para cualquier número a € [—1; 1] es válida la igualdad 
cos (arcros a) = a. 

Para cualquier ángulo xa € [0; ga] es válida la igualdad 

arccos (cos a) = a. 


Ejemplos. 41. Calcúlese cos (arecos 0). Por cuanto 0 € [1; 1), 
se tiene cos (arceos 0) = 0. 


2. Calcúlese cos (arccos +) . Por cuanto + El —1; 1), se Liene 


57 
arcco EN == => ó 


3. Calcúlese arecos (cos Y n). Por cuanto Mx. EJ(, , ] se tiene 
arccos (cosV 1) =Y n. 

4, Calcúlese arccos [cos (—6)). Por cuanto (—6) € 0, 1], entonces 
no se puede escribir que arccos [cos (—6)) = —6. No obstante, es 
fácil ver que cos (—6) = cos (21 — 6) y (21 — 6) E l0, a]. Por eso, 
arecos [cos (—6)] = arccos [cos (21 — 6)] = 2n — 6. 

Por fin, indiquemos una propiedad más del arco coseno de un 
número: para lodo número a € [—4; 1] se verifica la igualdad 


arccos (—a) = n — arccos q. 
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En cfecto, por definición, 
arccos a = «, con la particularidad de que cos 4 = «e y a E [0, xl, 


arccos (—a) = f, con la particularidad de que cos f = --a y 
B E lO, rl. 
De aquí se ve que f -= 1 — a, es decir, arccos (—a) = n — arccos a, 
Ejemplos. 


1 | 
4. arecos | — 7) — MU ATCCOS 


de a 2n 
ES 37 3“ 


( y3 | 
2. arccos ( += ) == [ — Aarccos e = 31 —_ ==, 


9. UNUCOS — 25) = I— arccosL>- n— + == : 
$ 3. Tangente y cotangente de un ángulo 
Tangente de un ángulo, Sea dado un ángulo cualquiera a tal, 


que au + 5 + ak, k € Z. Se denomina tangente de dicho ángulo «a 


un número igual a la razón entre el seno del ángulo xa y el coseno 
del mismo y se designa tg a, es decir, 


De la definición se deduce que pata cualquier ángulo a tal, que a + 


H 5 + ak, k€ Z, la tangente de este ángulo au existe y es, además, 
única. 


=. sen 0 sen 
Ejemplos. tg0= y =0, ign=-—=0, 
sen — RAE 
EA E AA 
¡A 
3 6 
Jl 
O = 
tg = 7 =V 3. 
c0s 37 


Demos a «conocer algunas propiedades de la tangente de un ángulo. 
Para cualquier ángulo a tal, que a+ + ak, kEz, se verifica 
la igualdad 
tg (—a) = —tg a. 
En electo, para cualquier ángulo a se verifican las igualdades 
sen (—x) = —sen a y cos (—a) = cos ax, por lo cual para cualquier 
ángulo í tal, que a + > + nik, k € Z, tendremos, de acuerdo con 


234 


la definición de tangente: 


Mi=tBs=» > osa esa O 


Esta propiedad de la tangente puede enunciarse así: para todo ángulo 
a tal, que a +5 + nu, k€Z, el signo menos puede sacarse del 
signo de la tangente o introducirse bajo el signo de la tangente, es 
decir, si a +5 + id, EZ, entonces 


tg (—a2) = —tg a = tg (—a). 
Ejemplos. tg (-<) = — tg F=-1, 
MY HN _ Ya 
e(-7)=-e =-% 


(5) e. P-V3 


Haciendo uso de las propiedades del seno y dol coseno de un 
ángulo, podemos mostrar que para todo ángulo < tal, que a + 


k 5 + ak, keZ, se verifican Jas igualdades 
tg a = tg (ua + 1) = tg (a — 1). 


En efecto, para todo ángulo de esta indole resultan licitas las cadonas 
de igualdades 


_sSen(aJ-1) _ —sene _ sena A 
tg (0 +1) = COS (AFM) —c08%  C03a ga, 
_sSeon(a—Y _—sna _ sena 
tg (aa) = (AR) TC —c03% COSx (ga, 
Ejemplos. tg E =tg (+3) = 1.8 += 1, 
Ta T 3 
ee (a+ 7). p=5 0 
3IT 5 n 
y (a) =t8 (-+)= ss 
ST T 130 ¡E 
ye (a 5)=t8 (-7)=-+ > 
ñ T n 3 
te (1-5) =t8 (-5)=-V3 


Aprovechando las igualdades 
ta a =tg (a 4 1) = tg la — 1) 


y aplicando el método de inducción matemálica, se puede mostrar 
que para todo número entero 2 y para cualquier ¿ungulo a tal, que 
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a E53an, n€fl, se verifican las igualdades 


tol a 


tga => tg (a + mn) = tg (a — sn), 


Esta propiedad de la tangente de un ángulo puede enunciarse así: 
la tangente de cualquier ángulo xa tal, que a + 5 - An, nEZl, 


se repite al cambiar el áugulo en magnitud de rr, donde n es un núme- 
ro entero cualquiera. 


3 f: 
Ejemplos. lg pia = lg (+ Za) = lg + ES , 
; F3 
e (- =18 ($ 22) =14 3=%, 


Para cualquier ángulo a cuyos seno y coseno son de un mismo 
signo, la tangente del ángulo a es posiliva, es decir, tg a es positiva 


E EN 7 A=2 
a, 
AAA 


ig. 83 


para todo ángulo « que se prefija por el radio unidad móvil, cuyo 
extremo coincide con un punto de la circunferencia unidad dispuesto 


en los cuadrantes T 6 TI (es decir, para todo número Y que inter- 
viene como medida radial del ángulo correspondiente a, perteneciern- 
te, para cierto n entero, al intervalo ( nn, 5 + an) ). En la recta 
numérica (fig. 85) los intervalos que se muestran son tales que para 
todo número a, perteneciente a cualquiera de ellos, tg a es positiva. 


2:36 


Para cualquier ángulo x, cuyos seno y coseno son de siguos 
opuestos, la tangente del ángulo a es negativa, es docir, tg a es nega- 
tiva para cualquier ángulo a que se prefija por el radio unidad móvil 
cuyo extremo coincide con un punto de la circunferencia unidad 


dispuesto en los cuadrantes Il ó FV (es decir, para cualquier número a 
que interviene como medida radial del ángulo correspondiente a, 
perteneciente, para cierto n entero, al inlervalo — A Z- an, an) e 


=-2 n=-1 “O nl a=2 n=3 


_ 5d -094 a YM ÍX Sk 3. 8 
s 2-5 a 5 A y el 5 Óx 


Vig. 86 


En la recta numérica (fig. 86) están expuestos tales intervalos que 
para todo número «a, perteneciente a cualquiera de ellos, tg a es noga- 
tiva. 

Para cualquier ángulo a, cuyo seno es igual x cero, la tangente 
del ángulo a es también nula, es decir, tg a = 0 para todo ángulo a 
prefijado por el radio unidad móvil cuyo extremo coincide o bien 
con el punto M (1; 0) o bien con el punto 2 (—1; 0) (es decir, para 
cualquier número a que interviene como medida radial del ángulo 
correspondiente a, igual, para cierto n entero, al número an). En la 
recta numérica (fig. 76) se indican los números a, para cada uuo de 
los cuales tg a es igual a cero. 


La definición de tangente de un ángulo, aducida más arriba, puede 
ser enunciada asi: 


sea dado (fig. 87) un ángulo cualquiera a tal, que a +5 + nun, 


n€Z, y supongamos que el extremo del radio unidad móvil, que 
prefija dicho ángulo a, es el punto N (a, D) (cou la particularidad 


. JU . 
de que a + 0 a consecuencia de que a ye > <+- qu, n € Z); se denomi- 


na tangente del ángulo citado el númoro igual a la razón de la orde- 
nada del punto N a la abscisa del mismo punto NV, es decir, 


bh 
(ga =-——. 


Es fácil ver (fig. 87) que la recta que pasa por el origen de cuorde- 
nadas y el punto Y (a, b) corta la recta z = 1 en el punto XK (1, >). 


Con otras palabras, la recta que pasa por el origen de coordenadas y 
el extremo del radio unidad móvil, que prefija cl ángulo «a 


( a + 5 +oann,nez ) , Corta la recta z = 1 en el punto A (1, tg a). 
Por eso la recta + = 1 se llama a menudo linea de las tangentes. 
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Arco tangente de un número. Surge con frecuencia el problema 
en el que se requiere hallar, para cualquier número real %, un ángulo 
a tal, que su tangente sea igual al número citado k. 

Se puede mostrar que existe una infinidad de ángulos tales, 
que Ja tangente de cada uno de ellos es igual a k. Efectivamente, en 


E E. ¡SN 
V+ 4? 1 4k? 


Fig. 87 Fig. 88 


la fig. 88 se ve que la recta que pasa por el origen de coordenadas y el 
punto C (t; k), dispuesto en la línea de tangente, interseca la cir- 
cunferencia unidad en dos puntos: 

1 k —1 —k A Ma 
Vir $ Pa) y (vé 5 VIT ) : Pero, segun lo indi 
cado más arriba, para cada uno de estos puntos de la circunferencia 
unidad existe un ángulo a tal, que la tangente de dicho ángulo es 
igual a la razón de la ordenada de este punto a la abscisa del mismo, 
es decir, a k. Ahora, de acuerdo con la propiedad de la tangente 
tenemos 

tg a = tr (a + al), 


para cualquier ángulo a tal, que a + z + sun, m EZ, y para todo 


número entero l. Por eso, para todo número entero / la tangente del 
ángulo (o. -+ xd) es igual al número A. Se ha convenido en lo siguien- 
te: el ángulo cuya tangente es igual al número 4 y que pertenece al 


intervalo (— 7 5) recibe el nombre de ángulo principal y se 


designa arctg k (se lee arco tangente dol número k4). 
De este modo, por definición, arctg k es un ángulo que satisface 
simultáneamente dos condiciones: 


el + <aretgk<—, tg (arctg k) =k. 
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Es fácil ver que para cualquier número real k existe el arco tan- 
gente de este número y es, además, único. 
Tí 


Ejemplos. 1. arctgÚ es un ángulo a tal, que =$ EXa< > 


y tga =0, Está claro que éste es el ángulo nulo, por consiguiente, 
arctg 0 =0, 


2. arctg 1 es un ángulo a tal, que —=F <a <s y tga= 1. 


Está claro que éste es cel ángulo <-> por consiguiente arctg 1 =>. 
3. arctg V 3 es un ángulo a tal, que —-5 <<< y tg a= 
=V 3. Está claro que éste es el ángulo +. Por consiguiente 


arctg V 3= + E 


Y 3 ¿ a st 
4. arctg <- es ua ángulo a tal, que —= FEU y 1ga= 
3 o] -? r - T . . 
=Y. Está claro que éste es e) ángulo TF > Por consiguiente, 


V3  « 
arg =p. 
1 


3. arctg(—41) es un ángulo a lal, que — 5 <A<<Ñ y tga= 


= —1. Está claro que éste es el ángulo (-<). Por consiguien- 


sl. 


te, arctg (—1) = (-$). 


Demos a concocer algunas propiedades dol arco tangente de un 
número, que se deducen de su definición. 

Para cualquier número real % se verifica la siguiente desigualdad 
doble: 


+ <arcdgk<. 
Para cualquier número rea] k se verifica la igualdad 
tg (arctg /) = k. 


Para cualquier ángulo a € + ; +) se vorifica la igualdad 
arcte (tg a) = a. 
Ejemplos. 1. Calcúleso tg (arctg 10). Obtenemos lg (arctg 10) = 
= 10, 
2. Calcúlese  arctg (tg $) . Por cuanto € + ; +) : 
entonces arctg (te +) =>+. 
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3. Caleúlose arctg (tg 31). Por cuanto 3n — > +) , enton- 


ces no se puede escribir arctg (tg 31) = 3n. No obstante, tg 3n = 
= tg 0. Por consiguiente, arctg (tg 3n) = arctg (lg 0) = 


O, 
4, Calcúlese arcíg (tg 10), Por cuanto 106 ( => +) ; 
entonces uo se puede escribir arelg (tg10)=10, No obstante 
tig 10= tg (10—33). Por cuanto (10— 3m) € ( + . +) , resulta 


2 
arcig (tg 10) —arctg | ty (10— 331)) =10— 3n. 
Por fin, indiquemos una propiedad más del arco tangente de un 
número: para cualquier número real k se verifica la igualdad 


arctg (—k) = —arctg k. 


En efecto, por definición, 

A Tn 
2 Ds 
arctg (—k)=8, con la particularidad de que tgB= —k y P€ 


dd 


arctg k==a, con la particularidad de que tg a =k y qu € — 


de aquí es evidente que f = —«, es decir, 
arclg (—k) = —arctg k. 
Ejemplos. 
1. arcter (—1)= —arctg 1 = +. 
2. arctg (—VM3)= —arctg V 3 = —+ 
3: A E 
3. arctg ( ñ )= arg q = —-=p. 


Cotangente de un ángulo. Sea dado un ángulo cualquiera a tal, 
que a 5 sum, m € Z. Se denomina cotangente del ángulo a el número 
igual a la razón entre el coseno de este ángulo a y el seno del mismo 
y se designa ctg a, es decir, 
4 _ COS x 
CEA na 

De la definición se desprende que para cualquier ángulo a tal, que 
a + am, m € Z, la cotangente de dicho ángulo a existe y, además, es 
Única. 


Ejemplos. 
1 n= 
mí no IN 0 ah : A (A) 0 0 
ii AA A 
Se y so 3) 
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T ] Tí 3 
Cog EN Ss 97 r 
a MA A 
sen á E sen a 
1 
er On RA A 
Ñ 3 sen v3 q 
2 


Demos a conocer algunas de las propiedades do la cotangente de 
un ángulo. 
Para cualquier ángulo a tal, que a e qm, m € Z, se verifica la 
igualdad 
ete (—a) = —ctg a, 
Efectivamente, para todo ángulo de este género os válida la cadena 
de igualdades 


cos(—a)__ cosa _. 008 Y 
sen (—x) — —sema sen % 


cta (—a) = = —elga, 

Esta propiedad de la cotangente de un ángulo puede onunciarse así: 
para cualquier ángulo a tal, que a + am, m € Z, el signo menos puede 
sacarse del signo de la cotangente o introducirse bajo el mismo, es 
decir, si a 32 nm, m € Z, entonces 


ctyg (—a) =— —ctg a = ctg (—a). 
Ejemplos. 


clg (-F)= eg = —t; Ctg (-3$) => — agp e —V 3, 


Haciendo uso de las propiedades del seno y del coseno de un ángu- 
lo, se puede mostrar que para cualquier ángulo a tal, que a 3 sur, 
m EZ, son válidas las igualdades 

ctg a = ctg (a + 1) = ctg (a — 11). 


ln efecto, para cualquier ángulo de éste géncro son válidas las 
cadenas de igualdades 


cos (a -|- 30) —C0S Y cos 
Gt A A o, AS ? : T 
g (041) sen (a-Fx)”” —sena sen a Cig a, 
cos (a — s1) — (09 QU COS UL 
O o A An pc ——_— == (E Ñ A 
ctg 1) son (a, — 31) — sen a sen a ctga 


Ejemplos. ctg = = Clg (a +4 ) =p 1, 
ctg E =ctg (+ %) =ctg =V3, 
ctg F=08(—FH+a) =ctg (—<) 1, 
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Aprovechando las igualdades 
ctg a = ctg (a + 30) =,ctg (a — 11) 


y aplicando cl método de inducción matemática, se puede mostrar 
que para todo número entero rn y todo ángulo a tal, que o 3£ am, 
m EZ, se verifican las igualdades 


ctg a = ctg (a + nu) = ctg (a — na). 


Esta propiedad de la cotangente de un ángulo puede cnunciarse 
así: la cotangente de cualquier ángulo a tal, que a e 1m,m€ Z, 
se repite cuando el ángulo varía en la magnitud an, donde n es un 
número entero cualquiera. 

Ejemplos. 


ele (4) =0tg ($ +2x) =ctg y =V3, 
cg (42) =0g (F— 2) =ctg P=V3 
ctg (7) =ctg (+22) =ctg=1, 
ag F=ctg(—-<Í+ 25) =ctg (—<) E 
cte (F+11x) = cte == 
cg ( —L—43m) =ctg (-4)=-Y, 
lg (-+ 151) =0tg ( +) =0. 


Para cualquier ángulo a, cuyos coseno y seno son do un mismo 
signo, la cotangente del ángulo «a es positiva, es decir, ctg a es positt- 
va para cualquier ángulo a prefijado por el radio unidad móvil cuyo 
extremo coincide con el punto de la circunferencia unidad dispuesto 
en los cuadrantes 1 ó 111 (es decir, para cualquier número a que inter- 
viene como medida radial del ángulo correspondiente a, pertenecien- 


te, para cierto ¿ entero, al intervalo ( ul, 5 /- ul), 


En la recta numérica (véase la fig. 85) se muestran tales interva- 
los, que para cada número «a, perteneciente a cualquiera de ellos, 
ctg a es positiva. 

Para cualquier ángulo a, cuyos coseno y seno son de signos opues- 
tos, la cotangente del ángulo a es negativa, es decir, ctg a es negativa 
para cualquier ángulo a prefijado por el radio unidad móvil cuyo 
extremo coincide con el punto de la circunferencia unidad dispuesto 


en los cuadrantes Il o TV (es decir, para cualquier número a que 
interviene como medida radial del ángulo correspondiente «a, per- 
teneciente, para cierto lk entero, al intervalo (5 + nk, n + ak) ). 
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En la recta numérica (fig. 86) se muestran tales intervalos, que 
para cada número a, perteneciente a cualquiera de ellos, ctg a es nega- 
tiva. 

Para cualquier ángulo a, cuyo coseno es igual a cero, la cotangen- 
te del ángulo a es también nula, es decir, ctg « = O para todo ángulo 
a prefijado por el radio unidad móvil cuyo extremo coincide o bien 


con el punto 7 (0; 1), o bien con el punto L (0; —1) (es decir, para 


todo número a que interviene co- 
mo medida radial del ángulo corres- 
pondiente a igual, para cierto núme- 


» T 
ro rn entero, al número (7 + yn) le 


En la recta numérica (fig. 82) 
se indican los números a, para cada 
uno de los cuales ctg « es igual 
a Cero. | 

La definición de cotangente de 
un ángulo, aducida más arriba, 
puede enunciarse con otras pala- 
bras del modo siguiente: 

sea dado un ángulo a cualquiera 
(fig. 89) tal, que a e am, me€ Z, 
y Supongamos que el extremo del Fig. 89 
radio unidad móvil, quo prefija 
este ángulo, es el punto NV (a, b) (con la particularidad de que b +0, 
a consecuencia de que a < xaum, m € Z); se denomina cotangente 
del ángulo a un número igual a la razón de la abscisa del punto N 


a la ordenada del mismo punto N, es decir, ctg a. = 7 a 


Es fácil ver (fig. 89) que la rocta que pasa por el origen de coorde- 
nadas y el punto N (a, b) interseca la recta y = 41 en el punto 


F (5 , 1 ). Con otras palabras, la recta que pasa por el origen de 


coordenadas y el extremo del radio unidad móvil, que prefija el 
ángulo a (a + im, m € Z), interseca la recta y = 4 en el punto 
F (ctg a, 1). Por eso, la recta y = 1 se denomina a menudo línea 
de cotangentes, 

Arco cotangente de un número. Surge frecuentemente el problema 
en el que se requiere hallar, para cualquier número real d, un ángulo 
a tal, que la cotangente de él es igual al número d. Se puede mostrar 
que existe una infinidad de ángulos tales que la cotangente de cada 
uno de ellos es igual al número d. 

Efectivamente, es fácil ver (fig, 90) que una recta que pasa por el 
origen de coordenadas y el punto D (d; 1) dispuesto en la línea de 
cotangentes interseca la circunferencia unidad en dos puntos: 


d yl —a — 1 adas 
IFA , Vir) 5 (y , vi») . Pero según lo indi- 
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cado más arriba, para cada punto de esta índole existe un ángulo tal 
que la cotangento de él es igual a la razón de la abscisa de dicho 
punto a su ordenada, es decir, igual a d. Luego, de acuerdo con la 
propiedad de la cotangente, 


ctg a = ctg (a + xn) 
para cualquier ángulo a tal, que o. 3 sun, m € Z, y pasa cada número 


entero n. Por eso, para cualquier número entero n la cotangente del 
ángulo (a + nn) es igual al número d. 


ae pd 
vdd) 


ae El 
AA? ed 


Fip. 90 


Se ha convenido en lo siguicnte: un ángulo cuya cotangente es 
igual al número d y que pertenece al intervalo (0, 11) recibe el nombre 
de ángulo principal y se designa arcctg d (se les: arco cotangente del 
número a). 

De este modo, arcctg d es, por definición, un ángulo que satisface 
simultáneamente dos condiciones 


0O<arccted<x,  ctg larecte d) = d. 


Es fácil ver que para todo número real d el arco cotangente de 
dicho número existe y es, además, único. 
Ejemplos 1. arcclgÓ es un ángulo a tal que OÓ<a<x y 


ctga=0. Está claro que éste es cl ángulo — por consiguiente. 
arcctgd = —. 
2. arcctg Y 3 es un ángulo a tal, que (d<a<x y ctga=Y3 


Está claro que éste es el ángulo . Por consiguiente, arcctg Y 3= 
JT 


=p 
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3. arcclg 1 es un ángulo a lal, que Ó<a<ux y ctga=1. 
Está claro que ésle es el ángulo FP. Por consiguiente, arcctg 1= 


T 


e ca 
Fa 


á e 
” V3 : | bo 
s. ió es un ángulo a tal, que Ó<a<<xnt y ctga= 


, Está claro que éste os (cl ángulo +. Por consiguiente, 


5. arctg(—1) es un ángulo a tal, que OÚ<ca <a y ctga= 


e > > 3n a Q 
=(—4). Está claro que éste es el ángulo( 3). Por consiguiente, 


arcctg (— 1) =-> 


J)emos a conocer algunas de las propiedades del arco cotangente 
de un número que se desprenden de su definición. 
Para cualquier número real d se verifica la desigualdad doble 


0 < arcotg d < n. 
Para cualquier número real d se verifica la igualdad 
ctg (arcctg d) = d. 
Para todo ángulo a € (0, 1) se verifica la igunidad 
arcetg (ctg a) = «. 
Ejemplos. 1. Calcúlese ctg (arcctg 10). Obtenemos 
ctg (arecty 10) = 
2. Calcúlese arcetg (ez). Por cuanto = E(0, n), se tiene 
1 


arcclg (ctg 5) =>. 
3. Calcúlese arcctg | cta ( — 3 3) |. Por cuanto (-$) 6 (0, 1), 


no se puedo escribir arcclg | ctg (— -+)]= +. No obstante, es 
fácil ver que ctg (-5) = ctg ( —-3+n) =clg E y (0, 1). 
Por consiguiente, arcctg[ clg (-5)|] = arcctge (ctg Z Ja : 


Indiquemos, por fin, una propiedad más del arco cotangonte de 
un número: para cualquier número real d se verifica la igualdad 


arcetg (—d) = n — arcctg d. 
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Efectivamente, por definición, tenemos 
arcctg d = a, con la particularidad de que ctg a = d y a € (0, 3), 
arcctg (—d) = P, con la particularidad de que ctg $ = —d 


y B€(0, x). 
De aquí se deduce que $ = x — a, es decir, 
arcotg (—d) = x — arcetg d. 
Ejemplos. 1. arcctg (—1) =xt —arcctg 1 == ¿ 
2. arcctg (—V 3) = n —arcclg Vi=1 => . 
3 3 2 
3. arcctg [—L2) =2—arcotg y ==. 


$ 4. Identidad trigonométrica fundamental 


Teorema. Para cualquier ángulo a se verifica la igualdad 
sont a -+ cos? a = 1, (1) 


que se denomina identidad trigonométrica fundamental, 

Este teorema puede enunciarse así: el cuadrado del seno de cual- 
quier ángulo más el cuadrado del coseno del mismo ángulo es igual a la 
unidad. 

Demostración. Sea dado cierto ángulo «. Entonces las coordena- 
das del extremo del radio unidad móvil que prefija el ángulo a serán 
(cos «a, sen o.) (fig. 91). Por cuanto 
el cuadrado de la distancia entre 
dos puntos cualesquiera de un pla- 
no prefijados por sus coordenadas 
es igual a la suma de los cuadrados 
de la diferencia entre las coorde- 
nadas ohmónimas, entonces para 
los puntos (cos «, sen a) y (0, 0) 

- tenemos 


(cos a — 0)2 + (sen a — 0)? = 1”, 
o bien 


sen? a + cos? a = 1 


Fig. 91 y el teorema queda demostrado, 

La identidad trigonométrica fun- 

damental muestra en qué depen- 

dencia se encuentran el seno y el coseno de un mismo ángulo. Cono- 
ciendo una de las magnitudes que figuran en la identidad trigono- 
métrica fundamental para cierto ángulo a, se puede hallar la otra 
magnitud del mismo ángulo «. En efecto, la identidad trigonométri- 
ca fundamental es equivalente a la igualdad cosa = 1 — sen? a, 
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la cual es equivalente, a su vez, a la siguiente: 
[cos | =Y 1 —sen?o, (2) 


De la ¡igualdad (2) tenemos 

coca =-—Y 1—sen? a (2b) 
para cualquier ángulo a con el 
que cos qa es no positivo (es 


decir, para cualquier a, pertene- 
ciente, con cierto k€Z, al inter- 


valo | 2nue +5 : Z + 2nk) ]. 


cos a =Y 1—sen? a (2a) 
para cualquier ángulo a con 
el que cos a es no negativo 


(es decir, para cualquier «u 
perteneciente, con cierto kEZ, 


al intervalo | 27 — ELO > + 


2 
+ 2x4 |). 
Luego, la identidad trigonométrica fundamental es equivalente 


a da igualdad 
senia = 4 — cos? a, 


la cual es equivalente a la siguiente: 


Isen a] =Y 1—cos? a. (3) 
De la igualdad (3) tenemos 
sen a = V 1—cos* a (3a) son a = —V 1—cos! a (3b) 


para cualquier ángulo «u con 
el que sen a es no negativo 
(es decir, para cualquier « per- 
teneciente, con cierto mEZ, 
al ¡intorvalo [21m; rn 21m]). 


para cualquier ángulo «a con 
el que sen qa es no positivo 
(es decir, para cualquier a per- 
teneciente, con cierto mEZ, al 
intervalo |[n + 21m; 274-270 ]). 


Observación. Para los valores de frontera del ángulo a (es decir, 
cuando a = 5 + xi, donde k € Z) las fórmulas (21) y (2b) dan un 


mismo valor de cos a = 0; las fórmulas (3a) y (3b) dan en las mismas 
condiciones (cuando x% = nm, donde m € Z) un mismo valor de 


sen a =0, 

. * . 9 3x1 
Ejemplos. 1. Calcúleso son a, si cos a = y a € (x, +) : 
Para cualquier ángulo a del intervalo citado sen a es negativo, 

y por esta razón sen a = —V 1 —cos? a= Y 1 — -41)'= 
_2y10 
ti ? $ 
, , 1 n TU 
2. Calcúlese cos «a, si sen Q=> —=-y y ac (— E; -+). 


Para cualquier ángulo a dol intervalo citado cos « es negativo, 


y por esta razón cos a= Via =— Y 1-(-4)= 
_ 2y2 
E E 


Corolario 1. Para cualquier ángulo au tal que a e 7 + sk, keZ, 
se verifica la igualdad 


1 4- tg a 7 (4) 
Demostración. Por cuanto a eS + nde, k € Z, entonces cos « € 


+0, y por esta razón la identidad trigonométrica fundamental (1) 
puede dividirse término a término por cos* a. En este caso para 
cualquier a lenomos 


codaj+sonta__ 1 
cos? q costa ” 

cota , senta 1 
costa ' costa“ cota ” 


1 + tg? “==+7 


osa ' 


La igualdad (4) está demostrada. 
La igualdad (4) muestra en qué «dependencia se encuentran Ja 


tangonto y el coseno de un mismo ángulo a (a+ te, KEZ) , 


Si se conoce una de Jas magnitudes que figuran en la igualdad (4), 
se puede hallar, para cierto ángulo a de esla índole, la otra mag- 


nitud del mismo ángulo. Efectivamente, por cuanto a +ak, 
kEZ, la igualdad (4) es equivalente a la igualdad cos? a = 


= Fura * la cual cs equivalente a su vez a la siguiente: 
1 E 
COS A| = ———== , e) 
| | y iia y 
De la igualdad (5) tenemos 
cos O: EA (da) COS A. (5h) 
V 1+iea —V 1T-tga 
para cualquier ángulo «a con para cualquier ángulo «a con 
el que cos O es positivo (es cl que cos a es negativo (os 
decir, para cualquier a perle- decir, para cualquier a perte- 
neciente, con cierto kEZ, al neciente, con cierto kE, al 
, Es T TU : Kí 3n: 
intervalo (2111 a intervalo (2 Pa 
+ 21%) ). +2nk)). 
a] 
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Lucgo, la igualdad (4) cs equivalente y la igualdad tg? a = 


__ 4—costig 
cos? a 


y a|= 


De ta igualdad (6) tenemos 


Y 1I—cos3a (Ga) 


to a = 
g C03 Al 


para cualquier ángulo a con 
el que tg a y cos a son de 
un mismo signo (es decir, para 
cualquier a, perteneciente, con 
cierto m€ Z, al conjunto 


[ 20m, > + Za) U 


, la cual es cquivalenle a la siguiento 


V 1 — (08? a, 
CTI (6) 
== 
vie O (Gb) 


CS O 


para cualquier ángulo a con 
el quo tg a y cos a son de 
signos opuestos (es decir, para. 
cualquier a, perteneciente, con 
cierto mE, al conjunto 


[25m TT — 5 + 25m ) U 


U (+ 2nm; uN + 29m |) 6 


U ( — ++ 210n, 2am |) , 


Observación. Para los valores do frontera del ángulo a (es decir, 
cuando au = sun, donde m € Z), las fórmulas (Ga) y (6b) dan el mismo 
valor de tg a= 0. 
z ¿ j V5 3n 
Ejemplos. 1. Calcúlese tg a, si cos a = AS (uu 7) : 
Para cualquier ángulo a del intervalo citado tg a es posilivo, 
mientras que cos a es negalivo, razón por la cual ig a= 
—_ —YVi-cota _, 
— c03 Y EEN 

2. Calcúlese cos a, si ig a=-—3 y 4 € (-5:0). 


Para cualquicr ángulo a del intervalo citado cos « es positivo: 
1. —_ y 
Va 10 
Corolarlo 2. Para cualquier ángulo U tal, que a + ak, ke Z, 
se verifica la igualdad 


y por eso cos a = 


4 "o 
l+0ga= sen? a (7) 


Demostración. Por cuanlo a + mk, k € Z, entonces sen a y 0, 
y, por eso, la identidad trigonométrica fundamental (1) puede divi- 
dirse término a término por sen? a. ón este caso, para todo a de esta 
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índole tenemos 


colg+jeena__ 1 
soni a — sena ? 
cos? a, sen? a 4 


5en? a + sentia — sentia ? 


1 
tai —— 
ctgta+1= senta * 


La igualdad (7) está demostrada. 

La igualdad (7) muestra en qué dependencia se encuentran la 
cotangente y el seno de un mismo ángulo a (a ye uk, k €Z). Al cono- 
cer una de las magnitudes que figuran en la igualdad (7), para cierto 
ángulo «a, se puede hallar la otra magnitud del mismo ángulo «a. 


En electo, puesto que ase ak, k € Z, entonces la igualdad (7) es 
equivalente a la igualdad 


1 


na = —_——_— 
ds i+ctga ? 


la cual es equivalente, a sn vez, a la siguiente: 


1 


[sen e4| = Vitaga aa” (8) 
De la igualdad (8) tenemos 
'sen O == e (Sa) sen a == AE. PA (8h) 
Y iFfotgia =V Fora 


para cualquior ángulo a con el 
que sen a os positivo (es “decir, 
para cualquier a perteneciente, 
con cierto n€Z, al %intervalo 
(21m; u+21n)). 


para cualquier áugulo a: con el 
que sen a es negativo (es decir, 
para cualquier « perteneciente, 
con cierto n€Z, al intervalo 
(a+217; 21 4 21m). 


Luego, por cuanto a + xk, k € Z, entoncos la igualdad (7) es 
equivalente a la igualdad 


“1 —sen! a 
UA 
clgta= sen? o, 


ia cual es equivalente, a su vez, a la siguiente 


V i—senia 


|ctg a] = anar * (9) 
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De la igualdad (9) tenemos 


V i—sena (9a) 


ctg o sen a 


para cualquier ángulo a con el 
que ctg a y sen a son de un 
mismo signo (es decir, para cual- 
quier « perteneciente, con cier- 
to kEZ, al conjunto 


| 25%; 21d) U 


U (23%; S +2 |) E 


—Vi—sena 


= 
ctg a Sen a 


(9b) 
para cualquier ángulo a con el 
que clg a y sen a son de sig- 
nos diferentes (es decir, para 
cualquicr a perteneciente, con 
cierto k€ Z, al conjunto 


[2 +: Zak +1) U 
U (54 20d; o +20 |). 


Observación. Para los valores de frontera del ángulo «a (es decir, 
cuando a =i+nk,k€ Z) las fórmulas (9a) y (9b) dan el mismo 


2 
valor de ctg a = 0, 


Ejemplos. 4. Calcúlese ctg a, si sena = — y a El —u; 


si 
7) 


Para todo ángulo a del intervalo citado ctg x es positivo, mientras 
que sen «a es negativo, par lo cual 


ctg a = 


— Y (30m a 
sen o 


7 
= -=70 
3x 


2. Calcúlese sen a, si ctg a=4 y au € (x, 5) a 


2 


Para todo ángulo a del intervalo citado sen a es negativo, por 


lo cual 
sen Y = ==> o is VA 
— Y 1+ctgia 17 


Las definiciones de tangente y cotangente de un mismo ángulo 
predeterminan la validez de la siguiente afirmación: 


para cualquier ángulo a tal que a + - , REZ, se verifican las 


igunidades 
tgactga=t, (10) 
tg a = YT (11) 
clg a = a (12) 


ga 


Las igualdades (11) y (12) muestran en qué dependencia se en- 
cuentran la tangente y la cotangente de un mismo ángulo « 


a > = ,nEeZz ). Si se conoce una de las magnitudes que figuran 


en las igualdades (11) y (12), para cierto ángulo x, se puede hallar 
la otra magnitud del mismo ángulo «. 


ads . 3 
Ejemplos. 1. Caleúlense cos U, tg a y ctg a, si sen a = e. -- 
Tñ 


y Y € | — NM, — 5) 
Para cualquier áugulo a del intervalo citado cos a es negativo 
y por esta razón 


cosa=—VY 1—senta= E. 


Por cuanlo cos 2 € 0. enltoncos 


epaz sona 3 
8*= sa 4" 


Análogamente, por cuanto sen a + O, entonces 


cosa __á5 
TE 

2. Calcúlense cos a, sen O y tg a, si ctg a=-—?7 y a0€ ($> 3 
1 1 


Por cuanto ctg 130, entonces lg 4 =- 


etarra 7 Er 
Piura enalquier ángulo a del intervalo cilado sen o es posilivo, 
mientras que cos a Cs negativo, por consiguiente, 


Al A me 
sen 4 = —=====4%, coa=-—V 1—senta= — dde a 


$ 5. Fórmulas de adición 


Scan dados un ángulo a y otro ángulo fi), es decir, supongamos que 
están dados un número «, que representa la medida radial del ángulo 
2, y otro número f que representa la medida radial del ángulo f. 
Entonces, por ángulo (a — $) se entiende un ángulo cuya medida 
radial es el número («4 — f); el ángulo (« — fi) recibe el nombre de 
diferencia de dos ángulos dados. Por ángulo (a + ($) se entiende un 
ángulo cuya medida radial es el número (« + f); el ángulo (a + f) 
se denomina suma de dos ángulos dados. 


Coseno de la diferencia y coseno de la suma 
Teorema. /ara cualesquiera ángulos a y f se verifica la igualdad 
cos (2 — $) = cos a cos B + sen a sen f, (1) 


que lleva el nombre de iórmula del coseno de la diferencia de dos ángulos, 
Esto teorema puede enunciarse del modo siguiente: el coseno de la 
diferencia entre dos ángulos cualesquiera es igual al producto del coseno 
del primer ángulo por el coseno del segundo ángulo más el producto del 
seno del primer ángulo por el seno del segundo ángulo. 
Demostración. Sean dados en un plano el sistema rectangular 
de coordenadas Oy y una circunferencia unidad. Convengamos en 


232 


considerar que el radio unidad inmóvil OM de dicha circunferencia 
(donde M (1, 0)) es el punto de referencia. 

Supongamos que el ángulo a se prefija medianto cl radio unidad 
móvil cuyo extremo coincide con el punto Y (cos a, sen a) de la 
circunferencia unidad, y el ángulo f, mediante el radio unidad móvil 
cuyo extremo coincide con el punto P (cos f, sen f) de la circun- 
forencia unidad. 


Fig. 92 Fig. 93 


Son posibles dos casos de disposición relativa de los puntos N 
y P: éstos o bien coinciden (fig. 92) o bien no coinciden (fig. 93). 

Demostremos el teorema separadamenle para cada uno de los 
casos aducidos. 

1. Supongamos que los puntos Y y P coinciden. En este caso los 
ángulos a y PB son de tal índole que a = f + 2ak, es decir, (a — PB) = 
= 2nk para cierto número entero fijo k, y la igualdad (1) puede ser 
escrita en la forma 


cos 210k = cos P cos (PB + 21/c) + son P sen (P -:- 200) 


o, por cuanto 
cos 2nk = 1 


cos (B + 2xk) = cos f, 


sen (B + 214) = sen Pp, 
en la forma 


1 = cos? f + sen? f, 


es decir, en el caso que se considera la igualdad (1) os una forma equi- 
valente de la notación para la identidad trigonométrica fundamental, 
por] consiguiente, la igualdad (1) es válida. 

2. Supongamos que ax y f son tales que a + f + 2xk, cualquiera 
que sea el número entero k. Cualculemos la longitud del segmento PN, 
empleando con este fin dos procedimientos. 
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En el sistema de coordenadas dado las coordenadas de los puntos 
N y P son conocidas, por lo cual, de acuerdo con el teorema sobre la 
longitud de un segmento cuyos extremos están bien definidos por las 
coordenadas prefijadas, tenemos 
Ap» = (cos a — cos f)* + (sen a — sen B)?, (2) 
Introduzcamos ahora otro sistema rectangular de coordenadas 
x'Oy' de tal modo que la unidad de escala coincida con la unidad de 
longitud elegida anteriormente; el semieje positivo de abscisas 
(Ox") sería en este caso la prolonga- 
ción del radio OP, el semieje posi- 
tivo de ordenadas (Oy'”) formaría 
con el semieje positivo «de abscisas 
(Ozx”) el ángulo positivo 5 (fig. 94). 
En el nuevo sistema de coorde- 
nadas el punto P tendrá las coor- 
denadas P (1,0). El radio OP se 
toma ahora por el radio unidad in- 
móvil, es decir, por el nuevo punto 
de referencia para medir los ángulos. 
El sistema de coordenadas x'Oy” 
se introduce de tal modo que el 
nuevo punto de referencia para 
medir los ángulos (el radio unidad 
inmóvil OP) sea desplazado a un 
ángulo f con relación al punto de 
referencia anterior (el radio unidad inmóvil OM). Entonces, el radio 
unidad móvil ON prefijará (con relación al nuevo punto de referencia 
para medir los ángulos, un ángulo (a — fi) y en el sistema de coor- 
denadas x'Oy' las coordenadas del punto N serán N (cos (a — Pf), 
sen (a — f)). De acuerdo con el teorema sobre la longitud de un 
segmento cuyos extremos están bien definidos por las coordenadas 
prefijadas ($ 3, cap. III) tendremos 
dp = 11 — cos (a — f)1? + [0 — sen (a — B)]2. (3) 
Por cuanto el cuadrado de la distancia entre dos puntos fijos de 
un plano, determinado en dos diferentes sistemas rectangulares de 
coordenadas con una misma unidad de longitud, es un mismo número, 
entonces UN y = di p. 
Empleando la propiedad de transitividad de las igualdades, 
tendremos, a partir de las igualdades (2) y (3): 


(cos a — cos f)* — (sen a — sen f)? = [1 — cos (a — BJ)? + 
+ [sen (a — B)J?. 
Suprimiendo los paréntesis y agrupando, obtenemos 
(cos? a +4 sen? a) + (cos?fA + sen*?B) — 2 (cos a cos fi + sen a sen f) = 
== 1 -+ [cos? (a — fB) + sen? (a — f)] — 2 cos la — $). 


Fig. 94 
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Aplicando tres veces consecutivas la identidad trigonométrica fun- 
damental, escribamos esta igualdad on la forme 


2 — 2 [cos a cos $ + sen a sen Bl = 2 — 2 cos (a — B). 
1J)e aquí proviene la validez del teorema en el segundo caso. 151 teore- 
ma está demostrado. 

Ejemplo. Calcúlese cos + 


T 1 O AN 
Por cuanto TFT entouces 
T T T nr JT ; a tt 
c08 ¿7 005 (5-¿) = COS go 00s q +Sen 3 sen A 
1,192,438, 2 260413 
FO TS 4 > 
a 2 3 
Por consiguiente, cos EA! A 


Demos a conocer algunos corolarios del teorema demostrado. 
Corolario 1. Para cualesquiera ángulos a y P se verifica la igualdad 


cos (a + PB) = cos a cos $ — sen a sen f,; 


la cual se denomina fórmula del coseno de la suma de dos ángulos. 

Este corolario puede enunciarse del modo siguiente: el coseno 
de la suma de dos ángulos es igual al producto del coseno del primer 
ángulo por el coseno del segundo ángulo menos el producto del seno del 
primer ángulo por el seno del segundo ángulo. 

Demostración. Represontemos (a + Bf) en la forma la — (—$)) 
y apliquemos el teorema. Á continuación, aprovechando el hecho 
de que cos (—a)= cosa y sen (—a) = —sen a para cualquier 
ángulo a, tenemos 


cos (ua + B) = cos la— (—f)] = cos a cos (—f) + 
+ sen u sen (—(f) = cos a cos $ — sen a sen f, 
lo que se trataba de demostrar. 


Ejemplos. 1. Calcúlesc cos >. 


yn xn Ti . 
Por cuanto 33 =P YT > resulta 
YT á dy ed A poa qe e 
cos q7 08 (+ z ) cos m AS 7 sen % sen Z= 
V3 o Yyv2_ 1 y2_ Y2(y3-4) 
E 2 E E 
] 5x 2(Y 3-1 
Así pues, cos == — Y 21 3-0) Ll ) . 


2. Calcúlese cos + 


in n xn 
Por cuanto EST resulta 
cos 4h =cos (+5) = c0s H cos Eso sent = 
12 3 4 3 Z 3 4 
1942 y3 y2_ y2(1-43) 
= 2 E. 


: Ta  Y2(1—/'3) 
Así pues, cos == A 


Fórmulas para los angos complementarios. Dos ángulos a y P, 
cuya suma es igual a — 7 , es decir, a 4- Pf = 7 se denominan corr- 
plementarios uno de otro. Por ejemplo, el ángulo a es complementario 
del ángulo (2—a )y viceversa. 

Corolario 2. Para cualquier ángulo a se verifican las igualdades 


T EL 
2 2 
que se llaman fórmulas para los ángulos complementarios. 


En efecto, al aplicar la igualdad (1), tenemos cos (F<-2a)= 


= (08 > COS U + Sen + son a =0+.c0s a + 1.sen a =sen a, es decir, 
queda demostrada la validez de la primera fórmula. 
Al desiguar (5-2) =f, obtenemos de la primera fórmula ya 


1 j x 
demostrada que sen PB =cos (5 —P) . Por cuanto (+ — ) = A, 
entonces 


A 
sem (5-a) = COS “£, 


El corolario 2 puede enunciarse del modo siguiente: 

— el seno de cualquier ángulo es igual al coseno del ángulo comple- 
mentario, 

— el coseno de cualquier ángulo es igual al seno del ángulo comple- 
mentarto. 


Ejemplo. Calcúlese sen di 


12 * 
Por cuanto => dd =35 —L . entoncos is e 
E TR 2 =en (3-37)= 
=C08 3r+ 15l valor de cos 7 se ha hallado más arriba y es 
í 243 a / 
igual a BE dE Por consiguiente, son 7 e VAT 
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Corolario 3. a) Para cualquier ángulo a tal que a ak, hEcZ, 
se verifica la igualdad 
/ y 


tg (5-4) =clga 
b) Para cualquier ángulo a tal que au + 7 + sun, m EL, se veri- 
fica la igualdad 


cto (Fa) =1lg a 


Las igualdades aducidas se donominan también fórmulas para los 
ángulos complementarios. La validez de estas fórmulas se predeter- 
mina por las definiciones de tangente y cotangente y por el coro- 
lario 2. 


Ejemplo. Calcúlese tg =r Por cuanto E=I-E> enton- 
eos 
ces tg 7 =8 (5-3) =Cclg == E . Los valores de cos 
Sen —— 
12 
5 5 : ; 
+7 y de sen + fucron hallados anteriormente y son iguales a 


ay n_ ESTEVA ' : ; 
0-4 4) ya AE respectivamente, Por consiguiente, 


T__ Vs ,; no S 
tg 12 Y311 6 tg =2-/ 3, 


Seno de la suma y seno de la diferencia 
Corolario 4. Para cualesquiera ángulos a y f se verifica la igualdad 
sen (a + f) = sen a cos KB + cos a sen (3, 


la cual se llama fórmula del seno de la suma de dos ángulos. 

Este corolario puede euunciarse del modo siguiente: el seno de 
la suma de dos ángulos cualesquiera es igual al producto del seno del 
primer ángulo por el coseno del segundo más el producto del coseno del 
primer ángulo por el seno del segundo. 

Demostración. Flaciendo uso del corolario 2, luego de la ignal- 
dad (1) y, una vez más, del corolario 2, tenemos sen (a+) = 

$T 


-. 7 Y — [? : — (0 de y 
= (OS (5 —a—p)]= cos | ( 0 a) — p | = COS (+ o.) cos P + 
+ Sen (5- a) sen B=sen a cos (¿+ cos e son f, la que se Lrataba de 
demostrar 
ÓN 
¿A 


Ejemplos 4. Calcúlese sen 
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.-.] 


17 (1332 


Por cuanto 


== +4 , entonces 


511 xn T ni 
sen qy = Sen (5+%)= sen cos E 7 cos - — SON a 


6 5 
4 Pu de 13 y2_ y 2(1+43) 
PAE NA 4 
Así pues, sen Ss AA 


12 4 


Tm 
2. Calcúlese sen > 17 * Por cuanto == FF 7 + entonces 


Tr st 
sen 7 =sen (5 +%)=se n 7 cos q +05 y sen q 
_V3 y2,1 V42_ 12(43+1) 
TEA 3 


] ia V2(Y 341 
Así pues, sen 9 = —— q — 


Corolario 5. Para cualesquiera ángulos a y f se verifica la igualdad 
sen (a — f$) = sen a cos $ — cos a sen P, 


la cual se llama fórmula del seno de una dijerencia de dos ángulos. 

Este corolario puede enunciarse del modo siguiente: el seno de la 
diferencia entre dos ángulos es igual al producto del seno del primer 
ángulo por el coseno del segundo ángulo menos el producto del coseno 
del primer ángulo por el seno del segundo ángulo. 

Demostración. Representemos (a — f) en la forma la + (—f)) 
y apliguemos el corolario 4. Luego, aprovechando el hecho de que 
cos (—fB) = cos f y sen (—f) = —sen f, cualquiera que sea P, 
tendremos 


sen (a— $) = sen la + (—fB)] = sen a cos (—f) + 
+ cos a sen (—f) = sen a cos $ — cos a sen $ 


lo gue se trataba de A 


Ejemplo. Calcúlese sen 7 


Por cuanto ==3-% entonces 


se sen 14 7) =sen $ cos q —cos q sen q-= 
n47= RT e 4 iio 


coa eo | com a SE y aa 


2 2 9" 9 á 
Así pues, sen EE AUN 


Tangente de una suma y tangente 
de una diferencia 


Corolario 6. Para cualesquiera ángulos a y B tales que 
a ná, KEZ, Pz Hom, nREZ, y ap -+1m, 


m E Z, se verifica la igualdad 


_ tea+tgp 
Hd ara l 


la cual se llama fórmula de la tangente de la suma de dos ángulos. 


Demostración. Para cualesquiera dos ángulos del tipo mencionado 
resulta válida la cadena de igualdades 


tg (a+ |) = 
sen a Cos P-/-cos a sen B 
_ senía+-6) _ senacosfH+cosasenfp cos a cos B 7% 
"— cos(a+B)”"  cosacosf—senasenf "> cosacos P—senasenf 
coS % cos 
sen a cos f yy c050 Senip sena senf 
7 cos u cos $ cosacosb _ cosa ' cop —__ tga+tgB 
— cosacosf  senasenf ¡ — ena senf “— 1—tgatgbp 
cos x cos f cos a cos fi cosa  cosf 
la cual demuestra precisamente el corolario 6. 
Ejemplos. 1. Calcúlese e. 
Sa T st 
Por cuanto T=3 +7» entonces 
1 
no, si A 
tE (+ ; ¡A IA EN AI 
O E A e els 
4 14) Vi 


VE IAH 943, 


Asi pues, tg 3 =2+V 3. 

2. Calcúlese y. Tenemos 
E +e 
eg 


Y 344 (1340 (0340 7 
14=YV34  UM-V3)U+V3) ARElE 


Así pues, tg += —(2+V 3). 
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Corolario 7. Para cualesquiera dos ángulos au y Pp tales que 
and, KEZ, Pta, n€Z, ya=P Az +am, me, 
se verifica la igualdad 


_ go—tgb 
ES TT 


la cual se llama fórmula de la tangente de una diferencia entre dos 
ángulos. 

Demostración. Para cualesquiera dos ángulos del tipo mencio- 
nado resulta válida la cadena de igualdades 


le(a—B) == tg ja +(—P) == E2LTIELB)_ 18068 


la cual demuostra precisamente cl corolario 7. 


Ejemplo. Calcúlese E. 


a 1 T 
or e e os ta EAS Os 
Por cuanto 2 3 7 CuÍONCOS 
T 7 
xi n 1 IA 
y=4 (3-7)= as 
: + ez 


Vit IB (430 _o y 3 
AV AD LA 


Cotangente de una suma y cotangente 
de una diferencia 


Corolario 8. Para cualesquiera ángulos a y [3 tales que au y nde. 
kEZ,p Exn,nEZ, y la + P) + am, m E Z, se verifica la igualdad 


cte a cte B— 1 
cg (ap) = EL : 


la cual se llama fórmula de la cotangente de una suma de dos ángulos. 
Corolario 9. Para cualesquiera dos ángulos a y P tales que a ye uk, 
kEZ,fsenn, n €Z, y(a — fP) € nm, m € Z, se verifica la igualdad 


ctg a ctgB41 


arab aga 


la cual se llama fórmula de la cotangente de una diferencia entre dos 
ángulos. 

La demostración «de estos corolarios es análoga a la que se cmplea 
para los corolarios 6 y 7, razón por la cual aquí se omite. 
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Ejemplos. Calcúleso clg SN 


: 5x1 *í z 
, ——. 2 eras L — Y 
Por cuanto == +7 + entonces 
7 
l 5 a pS | ES tg 7 tg p—1 
A O A 
E 
SE AO AI, 
3/1 (13+10 (y 3-1) 
Ási pues, ce E =2-Y 3. 


2. iba AE 


Por cuanto ==*%-Z. entonces 
cid 12 3 AS j 


xn xr y 1 | 
AT RTS a «1 4 
ctg + =0l8 (3 0 isis Nero po = 


ctg F—ctg + eE 


_ AVID (Y 340 _ 7 
AV 30D (Y 3+1) anos 


Así pues, ctg 7 =2 LY 3. 


Fórmulas para calcular productos 


Corolario 10. Para cualesquiera dos ángulos u y f se verifica la 


igualdad 


coso cos fi A IES A decias y 


la cual se llama jórmula para calcular el producto de cosenos. 

El corolario 10 puede enunciarse del iodo siguiente: el produclo 
del coseno de cualquier ángulo zx por el coseno de cualquier ángulo $ es 
igual a la semisuma del coseno de la diferencia entre estos ángulos con 
el coseno de la suma de los mismos. 

Corolario 11. Para cualesquiera dos ángulos o. y fi se verifica la 
igualdad 


sen a sen f = cos (2 —f)—cos (+ f) 
na Sen K = : | 


la cual se llama jórmula para calcular el producto de los senos. 

El corolario 11 puede enunciarse del modo siguiente: el producto 
del seno de cualquier ángulo au por el seno de cualquier ángulo $ es igual 
a la semidiferencia entre el coseno de la diferencia de estos ángulos y el 
coseno de la suma de los mismos. 
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Demostración. Se ha mostrado más arriba que para cualesquiera 
ángulos a y f se verifican las siguientes igualdades: 


cos (a— f) = cos a cos fi -- sen a sen f, 
cos (a -|- f) = cos a cos ff — sen a sen f, 


Al sumar y restar estas igualdades, obtenemos las fórmulas para 
calcular los productos de cosenos y los de senos: 


COS q COS p Sota BltcotarBr 


mad postal cos (a+ Br 


(5) 

Observación. ln virtud de que cos (—a) = cos U para cualquier 
ángulo a, al determinar ol coseno de la diforencia entre dos ángulos, 
podemos tomar en las fórmulas (4) y (5) tanlo el coseno del ángulo 
(2 — [P) como el del ángulo (PB — a). 


Ejemplos. 41. cos (+3) cos (5 -- 3)= 


IA A 
a Fr +z) +0 (7 ES ta >) e 
= > ES 

Ti 1 
c03 A + 608 7 cos 2h sá 
=> AAA . 


2. 2 sen (F-—$) sen (7+8) = COS (E—B-<Í —p)- 
— COS (E-5+ +8) = cos ( — 2) — cos (7) = (Os 28. 


cos (4—3)+c0s (443) __ cost+cos 7 
2 e 2 ] 
4 4 sen 7 sen 8 4 [cos (1 —8) —cos (7 +8)] 2 [cos 1 — cos 15) 
oq DIES NE 


3. cos 4 cos. 3 = 


5 5-2 == 


Corolario 12. Para cualesquiera ángulos a y f se verifica la igualdad 


sen a cos p= senta + senta Er : 
la cual se llama fórmula para calcular el producto del seno de un ángulo 
por el coseno de otro ángulo. 

El corolario 12 puede enunciarse del modo siguiente: el producto 
del seno de cualquier ángulo a por el coseno de cualquier ángulo [ es 
igual a la semisuma del seno de la suma de los ángulos a y f con el 
seno de la diferencia entre los ángulos au y $, con la particularidad de 
que la diferencia se toma de tal modo que del ángulo que se encuentra 
bajo el signo del seno se resta el ángulo que se encuentra bajo el signo 
del coseno. 


262 


Demostración. Hemos mostrado anteriormente que para cuales- 
quiera ángulos a y f resultan válidas las siguientes igualdades: 


sen (a + f) = sen a cos KB + cos a sen f, 
sen (a — f) = sen a cos f — cos a sen f 


Al sumar estas igualdades, obtenomos la fórmula para calcular el 
producto del seno de un ángulo por el coseno de otro ángulo: 


sen a cos p= Y ep (a—B) 


(6) 


Ejemplos. Calcúlese 4 sen (1 +-$).cos (1 +). 
Aplicando la fórmula (6), tenemos 


4 sen (143) cos (147) =2 | sen ( (1+ +14) + 

don (193 1—5)]=2 [sen (243) om (3)]= 

=2[ sen (F-(-2)-5]=2008(—2) 1 =2 00821. 
Así pues, 4sen (14 F) cos (143) =2 00824. 


ox 
2. Calcúlese 2c0s 07 sen y. 


Aplicando la fórmula (6), tenemos 


xr Ti T 
2 cos se en 7 =| sen ($ +47) + sen ($ 


=sen 7 -+sen — 


Así pues, 2c08 da sen == sa e, 
3 3 sen 4 cos 5 3 [sen 4+9 on (4 — 5)] 3 (yen 9 — sen 1) 


NE HE. Aa 


7 414 


Fórmulas para la suma y la diferencia 
de los senos y cosenos 


Corolario 13. Para cualesquiera dos ángulos a y fi se verifica la 
igualdad 


cos + cos f=2 cos E E COS ca ; 


que se llama fórmula de la suma de cosenos. 
1] corolario 13 puede onuncíiarse del modo siguiente: la suma de 
los cosenos de dos ángulos cualesquiera es igual al producto duplicado del 


coseno de la semisuma de dichos ángulos por el coseno de la semidiferencia 
de los mismos. 
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Corolario 14. Para cualesquiera dos ángulos a y f se verifica la 
igualdad 
a+ P—a 
— — Sen 
la cual se llama fórmula de la diferencia de cosenos. 

El corolario 14 puede enunciarse del modo siguiente: la diferencia 
entre los cosenos de dos ángulos cualesquiera es igual al producto dupli- 
cado del seno de la semisuma de dichos ángulos por el seno de la dife- 
rencia inversa de estos ángulos (por diferencia inversa entre los ángu- 
los se entiende la diferencia que se forma al sustraer el ángulo que 
se encuentra bajo el signo del coseno minuendo del ángulo que se 
encuentra bajo el signo de coseno sustrayendo). 

Corolarin 15. Para cualesquiera dos ángulos au y f se verifica la 
igualdad 


c0$ A — CUS $ = 2 sen 


a+ B 


e A el 
sen a + son $ = 2 son >) dice A 


la cual se llama fórmula de la suma de los senos. 

El corolario 15 puede enunciarse del modo siguiente; la suma de 
los senos de dos ángulos cualesquiera es igual al producto duplicado del 
seno de la semisuma de dichos ángulos por el coseno de la semidiferencia 
entre los mismos. 

Corolario 16. Para cualesquiera dos ángulos a y f se verifica la 
¿igualdad 
B 


%— a 
sen a — sen $ =2 sen —— + 


2 » 


Cos 


a cual se llama fórmula de la diferencia entre senos. 

El corolario 16 puede enunciarso del modo siguiente: la diferencia 
entre los senos de dos ángulos cualesquiera es igual al producto duplicado 
del seno de la semidiferencia de dichos ángulos por el coseno de la semi- 
suma de estos ángulos, con la particularidad de que el seno de la semi- 
diferencia se toma de tal modo que el ángulo que se encuentra bajo el 
signo del seno sustrayendo se resta del ángulo que se encuentra bajo el 
signo de seno minuendo. 

Demostración. Al designar 


a+p=.x, q 
| a—p=y, (0 
y al sumar estas ipualdades, obtendremos 
z—+y 
==, | 
p==2 dl 


De la igualdad (8) se deduce que para todo par zx e y siempre existe 
un par « y B tal, que se verifican las igualdades (7). 
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Si en las fórmulas (4), (5) y (6) sustituimos a y $ por x e y, en- 
tonces según las fórmulas (7) y (8) obtendremos, como resultado, la 
validez de las siguientes fórmulas: 


cos z + cos y =2 08 El cos (9) 
6O0S T=cOS Y =2 sen 031 senti, (10) 
sen í -/- sen y = 2 sen .+y cos GE (11) 
Haciendo uso de que sen (—y) = —sen y para cualquier ángulo y, 
de la fórmula (11) obtenemos 
sen x— sen y =sen T +son (— y) == 2 sen == cos 244 
es decir, es válida la siguiente fórmula: 
sen z—sen y =2 sen 2 cos =4Y (12) 


La validez de las fórmulas E e MO y (12) predetermina la vali- 
dez de los corolarios 13, 1 
40 -;- Uo ¿Se 4—6X% 
2 A 
= 2 c0s Sa cos (—a) =2 cos da cos e. 


o cos (50) 0 ($40) = 


Ejemplos. 1. cos 4a + cos 6a =2 cos 


31 me, «T T 
A FAB 
= 2 sen 3 sen ——_——— = 
JU T y ¿T 
=2 sen 7 Sen — +7) =V 2 sen (67). 
Tí U JT . 1 
iS += Sen y +8 —=28 (+3) s(+-+$) 
3. sen y LA = sen y + son q en [y +37) 008 (5-7). 
4. sen %-—C0S (5- 50.) = sen 4 — sen Ma = 
ce E . 
= 2 sen 2% gos 2752 sen (— 20) cos Ja = —2 sen 2a cos 3a. 


$ 6. Fórmulas de arcos dobles y de los arcos mitad 


Fórmulas de los arcos dobles. Sea dado un ángulo a, es decir, 
cierto número a que representa la medida radial del ángulo citado. 
Entonces, por ángulo 2a se entiende aquel cuya medida radial es el 
púmero 2x; el ángulo 22 sc denomina con irecuencia ángulo de arco 
doble. 
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1, Para cualquier ángulo a se verifica la igualdad 
sen 2a = 2 sen a cos a, (1) 


que se llama fórmula para el seno del ángulo de arco doble. 

Esta afirmación puede enunciarse del modo siguiente: el seno 
de un ángulo de arco doble 2a es igual al producto duplicado del seno 
del ángulo a por el coseno del ángulo «. 


Demostración. Suponiendo que a = f en la fórmula para el 
seno «de la suma de dos ángulos 


sen 2q= sen (ax + «) = sen « cos 1 + cos a sen a = 


= 2 sen Y Cos Y, 
obtenemos la validez de la afirmación 1. 


2. Para cialquier ángulo 2a se verifica la igualdad 
cos 2a = cos? y — sen? a, (2) 


la cual se denomina fórmula del coseno de un ángulo de arco doble. 

Esta afirmación puede enunciarse del modo siguiente: el coseno 
de un ángulo de arco doble 2a es igual al cuadrado del coseno del ángulo 
a menos el cuadrado del seno del ángulo «. 


Demostración. Snponiendo que f = « en la fórmula para el 
coseno de la suma de dos ángulos 


cos da = cosfa -+ x) = cos « cos « — sen q sen a = 


= cos? 4 — sen! a, 
lNegawos a que la afirmación 2 os lícita. 


3. Para cualquier ángulo a tal que a+ nk, kEZ, y a+ 


E + > , REL, se verifica la igualdad 


2 
1820 is. (3) 


a cual se llama fórmula de la tangente de un ángulo de arco doble. 
Demostración. Ropresentando 24 como la + a) y aplicando la 
fórmula de tangentes de la suma de dos ángulos, tenemos 
liga tg a 218 UL 
2 e MB, a AI. 
cara aaa e" 
lo que se trataba de demostrar. 


4. Para cualquier ángulo a tal, que a o kEZ, se verifica la 
¿igualdad 
ctg? a —1 


ctg 2a = Da (4) 


la cual se llama fórmula de colangente de un ángulo de arco doble. 
Demostración. Representando 22 como la + a) y aplicando la 
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fórmula de cotangente de la suma de dos ángulos, lenemos 


_ctgactga—1 __ ctgóa--1 
A ET TI 


lo que se trataba de demostrar. 


; E 3 
Ejemplos, 41. Calcúlense sen 2a y cos 2x, si sen U=F y A€ 


(5. 1) 
Para todo ángulo a, perteneciente al intervalo mencionado, cos a 
es negativo, por lo cual 


7 dr a 
cosa = —V 1 —senta = — 


.) 


Al aplicar las fórmulas (1) y (2), obtenemos 


sen 20 =2 sen a cos a= — > 


d 
cos 2 = cos? a —sen? a = 35 


2. Calcúlese e (PF+0)-— tg (F-2), si tg2a=3. Al apli- 


car las fórmulas para la tangente de la suma de dos ángulos y, a conti- 
nuación, para la tangente de un ángulo de arco doble, obtenemos 


AA e rr rara 


A O LE =2tg 20=6. 


Examinemos un ángulo na, donde n es un número natural cual- 
quiera. Por ángulo na se enticnde aquel cuya medida radial es el 
número na. Se pueden deducir las fórmulas que expresan sen na y 
cos na (n € N) en términos de sen « y cos x. A título de ejemplo 
aduzcamos las fórmulas para sen 3x y cos 3a: 


sen 3 = sen (2a + 2) = sen 2a cos a + cos 2 sen a = 
= 2 sen a cos? ax + (cos? a — sen? 2) sen a = 
= 3 sen o. cos? a — sen? = 3 seu a — 4+sen? a. 
Así pues, sen 3 = 3 sen 2 — 4sen? a; 
cos 3Jx = cos (2 + a) = cos 2% cos a — sen 2 son a = 
= (cos? a — sen? a) cos a — 2 sen? a cos a = 
= co a — (1 — cos? a) cos a. — 2 (1 — cos* x) cos au = 
= 08 € —c0s 2 + costa — 2c0sa + 2¿co a = 
= 4 08 2— 3 cos x. 
Así pues, cos 3a = 4 cos? x — 3 cos u. 
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Ejemplos, 4. Calcúlese sen 3a, si sen o = Ss Haciendo uso 
de la Jórmula para sen 3q, obtendremos 
a o O 313_ 36-27 _ 9 
son 3a= 3 >. (7) E TS E 


2. Calcúlese (seu da +c0s 2%), Si Sen 4 —cos a. Emple- 
ando las fórmulas para sen 3x1 y cos 3, tenemos 
sen 34 -+ cos 3a = 3 (sen a — cos u) — 4 (sen? a — cos* «). 
Apliquemos Ja fórmula de multiplicación reducida: 
sen? a — cos? a == (sen a — cos a) (cos? e -!- sen a cos a + sen? a). 
De este modo, para sen a — cos a = > tenemos 


; y 4 
sen 3-08 Ía= — 


MS + sen a cos a) = 


1 
= — ([—1-—4ser s At). 
73 (— $ —45eN Q COS 02) 
Completemos la expresión obtenida hasta que se forme el cuadrado 
perfecto: 


—1—¿4senacosa= —3 4 2 (1 —2 sen a cosa) = —3+2 (costa +- 
+ sen? a — 2 sen a c08a)=— 34 2 (sen a — cos a4)2= — 3 +22, 
Obtenemos en definitiva que sen 3a+ cos 3a= — Y 2, 


Fórmulas para los ángulos de arco mitad. Sea dado un ángulo «, 
es decir, cierto número a que representa la medida radial de dicho 


ángulo. entonces, por ángulo 7 S€ entiende aquel cuya medida radial 


. A r LA . y 
es cl número ;-; el ángulo y se denomina a menudo, ángulo de arco 


mitad. 
59. Para cualquier ángulo a se verifica la ¡igualdad 


a 1i+c0s 0 
cost CS OS , (9) 


lu cual se llama fórmula del cuadrado del coseno de un ángulo de arco 
mitad. 
Demostración. Es evidente que el ángulo a puede considerarse 
2 ., 4 a 
como un ángulo de arco doble con relación al ángulo z* Por eso, 
para cualquier ángulo u se verifica la siguiente igualdad: 


¡al 


Ñ o 2 e de 
CUS 0 =C0S* - — Sen? 7; 
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además, para todo ángulo a resulta válida la identidad trigonométri- 


<a fundamental: 


n 
= (05* — 


+ sen? 


02 


2 . 


Sumando estas dos igualdades, obtenemos la igualdad (5). 
La igualdad (5) es equivalente a la igualdad 


[cos Fl=/ 


De la última igualdad tenemos: 


a k+cosa ZÉ 
cos > y Lipaz (Sa) 


para lodo ángulo qa, para el 
a E 

cual cos 3 es no negativo (es 

decir, para lodo a, pertenccien- 

te, con cierto k € Z, al inter- 

valo | —gn + 4rnk; 1 4ak!). 


1-4 c0s ae 


2 


He A 
cos F=-— YA E (5b) 


para todo ángulo q, para el 
a: ye 

cual cos 7 es no posilivo (es 

decir, para todo a, pertenecien- 

Le, con cierto k € Z, al inler- 

valo [1 -+4ak; 3 + 41nk)). 


Observación. Para los valores de frontera del ángulo a (es decir, 
cuando a = uu + 27m, donde m € Z) las fórmulas (Sa) y (5b) dan un 


mismo valor, a saber: cos + =0. 


2 
TT 
Í +C0s 
Ejemplos. Calcúlese cos E Por cuanto cost pas pci EA 
va 

1 — 13 PO 

La h 2 
2. Calcúlose cos +, si sen a y 0e(--], —1) 


Hallemos, ante todo, cos «. l'or cuanto para todo ángulo a, per- 
teneciente al intervalo indicado, cos a es negativo, entonces 


€Fr—— 3 
cosa = —V 1—sen? a = a 


2 de 


todo ángulo ->, perteneciente al intervalo indicado, cos Á es 


Como ae(—Í, —a), resulta que FEE —+). Para 
a 


2 
también negativo y por eso 
a ifcsa_  Y35 
a 
V5 


, a 
Ási pues, cos FE — ——. 
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HU. Para cualquier ángulo a se verifica la igualdad 


e l—= cos 2 . 
sen? => —» (6) 
la cual se llama fórmula para el cuadrado del seno de un ángulo de 
arco mitad. 

Demostración. Se hu observado anteriormente que para lodo 
ángulo « se verifica la igualdad 


A > 
— sen? > |- ens? q =C08%, 


y y Q 
sen? cost oi, 


1 


Al restar la segunda igualdad de la primera, obtenemos la igualdad 
(6). 
La igualdad (6) es equivalente a la igualdad 


E =y 
sen 7|= E 


De la última igualdad tenemos 


nu me 


a ios a 
para todo ángulo q para el 


a . 
cual sen — CR no negativo (es 


decir, para todo a, pertenccien- 
te, con cierto me€Z, al in- 
tervalo [4nm; 23 + 41m)). 


Í—cosa 
sen += E V —— (6b) 


para todo ángulo «a para el 
92 E 
cual sen es no positivo (es 


decir, pan todo a pertenecien- 
te, con cierto me€Z, al in- 
tervalo | — 2x1 + 4nm; 4am)). 


Observación. Para los valores de frontera del ángulo a (es decir, 
cuando a. = 2ak, donde k € Z) las fórmulas (61) y (6b) dan un mismo 


a 
valor, a saber, sen a 0. 


je a 1 —cos 7 
Ejemplos. 1. Calcúlese sen E Por cuanto sent y = —y — + 
y 2 
——— 9 175 _V5 
= > 2 Se entonces sen F= AS E 
Ñ y 2 3n 
2. Calcúlese sen y , Si sen a. pa , y a€ (x, +). 


Como para cualquier ángulo a, perteneciente al intervalo indica- 
do, cos a es negativo, resulta pues que 


3 


2 


AFRICA 7 
cosa=—Y 1—senta=—+3]. 
T 


Por cuanto a€(a, +), enlonces FE (+. 5). Para todo 


» a a . 
ángulo +], perteneciente a este inlervalo, sen > 


2 


10.4 a 
+ es positivo y 


por eso 


oz a 22 
Por consiguiente, sen == 
7. Para cualquier ángulo a tal que a 3 nn + 2nh, € £, se verifica 
la igualdad 


n= Í—cos q. (7) 
ig = Í+cosa ' 


la cual se llama fórmula para el cuadrado de la tangente de un ángulo 
de arco mitad. 

Demostración. Haciendo uso de la definición de tangente de un 
ángulo y las igualdades (5) y (6), obtenemos la igualdad (7). La igual- 
dad (7) es equivalente a la siguiente 


y $ |= 1—cos a 
EZ PV THcosa * 
De la última igualdad tenemos: 
1 —cos a - 1 — c0sa ES 
ey 14+c0s 0 (ta) e3=- 1 4c0sa (1D) 


para todo ángulo a para al cual 
tg => es no negativo (es de- 


cir, para todo € que pertenece, 
con cierto nEeZ al intervalo 


(27; n + 23m)). 


le todo angulo a para el cual 
tg E 7 es no positivo (es de- 


cir, “para todo a que pertencco, 
con cierto nEZ, al intervalo 


(—a+2an; 2np). 


Observación. Para los valores de frontera del ángulo a (es decir, 
cuando a = 21xn, doi n € Z) las fórmulas (7a) y (7b) dan un mismo 


valor, a saber tg = ga 0. 


Ejemplos. 1. Calcúlese tg E Por cuanto 


1 
Tn 
8 e n 4 2 1-75 O A 
A+cos v 2+1 S 
E AR 


entonces 
tg F= ES 3—2 V 2. 
2. Calcúlese te» si cos 2 37 y LE (—x —). 


2711 


Por cuanto, para cualquier ángulo a, perteneciente al intervalo 
indicado, cos ax es negativo, entonces 


ALAN a/a 
COS A = y/ ES — poa , 


? , 3 | a r 3n 
Dado quo 2E(—a,; E). resulta que FE(-E, +). 


- . 04 . : a 
Para cualquicr ángulo —, perteneciente al intervalo citado, tg 5 
es negativa y por eso 


te 2 _q/ 10082 84+V 39 
ES | l+eosa 5 
ASÍ pues, ty 22 IR 


Para la tangente de un ángulo de arco mitad pueden deducirse 
también otras fórmulas. 
8. Para cualquier ángulo a tal que u 3 nu, k € Z, se verifica la 
¿igualdad 
1Í—cos e (8) 


tg LE 
6 Z sena  * 


.. E a 
Demostración. Por cuanto a > al, k € Z, entonces sen z + 0 


y Cos 7% 0. Quiere docir, se verifica la cadena de igualdades 


SEA ad paa A 
a son 2 sen 3 2 sen 7) 2 sen 3 
E COS — Cos yA -2 sen yn 2 50d -— 09 
e. 2 , ” so " , 2 y 2 


Aplicando ahora las fórmulas (6) y (1), obtenomos la validez de la 
igualdad (8). 
9. Para cualquier íngulo a tal, que a + x= + 21k, k E £, se verifica 
ti igualdad 
o %_. sena 
“8 2 "7 4-Fpcosa (9) 


La demostración de esta fórmula es análoga a la de la fórmula (8) 
y por osta razón no se da aquí. 
Ejemplos. 1. Para cualquicr ángulo a tal, que a <x+2xk, 


sS TT P e . pr. A . 4 
EZ, y 2% Yan, neZz, simplifíqueso la expresión 


a 
paA 


A — 2 Za cosa 
— f4cogg% 1+c082% 


Por cuanto para el ángulo en consideración au 
cosu=E0, cosas —1, cos Lu + —1, 
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entonces 
2 sen a tos a cos O sen Q 
A => TES 


Ifcosa ¿cosa  Í-pcosa ' 
En el caso dado es aplicable la fórmula (9), por eso 


ÁA=tg3. 


p a . A T 
2. Calcúlese tg + Si cosu=-- y aE(—<, 0). 


Para cualquier ángulo « del intervalo mencionado sen a es nega- 
tivo, por lo cual 


sena = —Y 1-—-cos? a = + ] 
Ahiora, al aplicar la fórmula (9), tenemos 
aL sen a 1 
tg = IFcosa 3" 
Sa a 1 
Por consiguiente, tg E —. 


Demos a conocer algunas fórmulas más que expresan el seno, el 
coseno, la tangente y la cotangente de un ángulo en términos de la 
tangente del ángulo de arco mitad. 

10. Para cualquier ángulo a tal que a +1 +2nk, k€ Z, se 
verifica la Igualdad 

ES 
005 4 == ———— (10) 
14 tg? y 


Demostración. Para cualquier ángulo a tal, que au 3x1 + 2ak, 
kEZ, se verifica la cadena de igualdades 


cos? — —-sen? pe 
2 
cos” e sen? cos” 
COS Z : 2 2 2 
o A A A 
; cos* + sen? — cog- —— +sen* e 
2 2 2 
AL 
cosi 3 
cos? a sen? E sen ay? 
2 E 2 pS 2 
p q » A 104 o % 
cos? cos? — c08 — 1 — ta — 
as. e a > 
cos? => sen? -—— sen = ¡PA 
cos? see h cos? ÉS cos E 
2 2 2 


de la cual se deduce que la igualdad (10) es válida, 


180382 2173 


11. Para cualquier ángulo a tal, que anu + 2nk, k€ Z, se 
verifica la igualdad 


2 lg 
sen a = 


rr L] 
l + tg? 


o|a 


(11) 


Demostración. Para cualquier ángulo a tal, que a + + 2nk, 
k EZ, se verifica la cadena de igualdades 


2 sen se c09 ds 
sl A 
10) a a 
2 sen -—= Cos — cost — 
sen 2 2 2 
sen YX = 1 a a a == > E == 
cos? — + sen? — cos? —+sen? — 
3 een > 3 soni 
. A 
2 AA 
COS 5 
O 
; sen > COS 3 
a a a 
COS — —0S ¿tg + 2tg8 = 
A pas 2 87 a 
. A E => La ? 
cos* sen? -— sen 1 +tg* —= 
2 En 2 ¡ 2 2 
A n 4 =—— 
al % » . % 
cos uN “0 3 tOUs — 


de la cual se deduce que la igualdad (11) os válida. 


12. Para cualquier ángulo a tal, que a +3 + 214k,k€Z,y as 
+ GF 4nm, n € Z, se terifica la igualdad 


(12) 
Esta igualdad representa un corolario de la fórmula para la tan 
gente de un ángulo de arco doble. 


13. Para cualquier ángulo uÚ tal, que e +5, ke Z, se verifica 
la igualdad 


it = 
ctg a = ss T (13) 
218 -5 
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Demostración. Para cualquier ángulo a tal, que a Y xk, kez, 
se verifica la cadena de igualdades 


, na a 
cos* -7— sen? -- 
cos? E —sen? E cost pr 
cos a 2 2 E 
tea = — =—  _Q_———__—_—_———=- _ __—_— _—_ 
dd 2 sen — cos Á 2 sen + cos -— 
2 2 E 2 
» a 
COS GS 
2 A o O a yl 
cos 3 E sen 
id 1— ss 
2 22 EA ia A 
_ COS 5 008 > j cos 7 1—tg o) 
9.2 [0.4 => pl O a a , 
¡A a 218 
es e 
2 2 
de Ja cual se desprende que la igualdad (13) es válida. 
Se . 1 e 
Ejemplo. Calcúlese rai tg 7=2. 
ea 
Según la fórmula (10) tenemos cos a = ———=-—=, 
O 5 
1+1tg* 
Z 
2 4 
Según la fórmula (11), sen a = ———=-+>. 
q y 
1i+tg? 
2 
: 1 5 
Quiere deci pena HT > 
Ejercicios 


Determínese el signo de los siguientes números (f ... 21) 
Í. sen2-sen 4+sen6. 2. cos5-cos 7-cos 8. 
3. tg(—1)-tg3-tg6-tg (—3). 4. ctg 1-ctg (—2)-ctg 9-ctg (— 12). 


. sen(—3)-c0s4-tg (—5) sen 7 -cos (—8) 
de ctg6 E (a * 
3 sen Ó-+ cos (— 4) 8 sen (—3)+c0s 9 

" tl(—2+ctge(—10) ” *  cosi1-tg (—9) ” 


10 17 pr 
cos 10-senT—tg10_ tg 7-sen qq cos 37 -ctg Y 26 
"cos (—Y 2)-ctg(—=4) " —  cos(—2-sen Y 17 —tg 170 * 
sen y2 
y 3 9 2 
t4. 008 "737 -3en PINE TIO A 
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cos 5 
* senú 


+tg11—ctg V 49,5. 
Ti j 
13. arcsen “q Tarcte (—10) + arccos ( +) á 


4 
14. Zarccos 7p «arcetg (— 14,5) —arcsen ( —G) . 


4 
15. arctg (— e yo el € eps 


arcctg ( -%) 


E 1 
16. «arcsen E 3) | -harotg [cos (—4)]. 
arcolg (sen 10) —arctg (cos 10) 
arcsen [cos (—8)]-arccas (sen 5) * 
-  arcsen(cos 12) +arctg (sen 7) , 


on (5) 005) 


2) _ arctg (cos 4) + sen (— 10) 
arcctg 145 tg 12 


ctg (—7). 


19. arccos 


T 
20 aresen [ctg (—0,3)]-son (9) , ctg Sl ES, 
” — arcsen [tg (—0,4)) cos (5,8) sen Y 3 2” 
arcty (sen 10) 4- tg [ axcsen ( =4)] te (—11) sen A 
ER ps STA 
E 


Hállese al valor numérico de las siguientes expresiones numéricas (22... 
101): 


st 3n T 2 
22. sen cos —+) A son SEN ) . 23 AR 
cos [ —F) 


21, 9 27 
cos 3 =1- sen 6 ctg 3 


24. = SL 
cr 
3n ST 
son =¿7 cos =g7 . 


cos 77 -Fsen 4 ctg 3 
rt st 


cos tg 5 


sen (—31)+c0s n ada EE: 
27. cos [ —1001 +) sen (200 —) (ur). 
sen (1123) cos ( o + 5) 


oe 


26. 
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3 


paa 
Puto 


. sen 


4 
6371 8571 14 491. 
e son 7 00s ( —p=) w(—-2) ctg a 


37. Cos E sen (3) tg? - 5 ). 
6”) 


E (131 +3) 4008 (17 5), a, 
son" | cos q —son (| — 1900 7) ] 
ST 3n ; 

te 5 a y 


a (4) [reto (5 


A 


e(-3)u(- 5-7) 


a 


131 181 457% 
7 cos (1130) +8 7 cos (—- +) y 


¿ sen [ —L2) cos ($ ) +18 (- 2. 


h4r (5x1 
sen 3 Sos (-=H) 
te ( 7) ctg en 


6 


ES 
0 E 
2 (32) mae (52) 


tg (— 1121) —cos? (115n) 


y 1195 , 33N 
sen” —3 TeOtg=3— 


08 (5) 10 (55) von E 


+ sen (— 1011) 


, 3AN 
eos? — 


1 de 
. arCcOS (—3) +arosen 7 Harctg y 3, 


» 2 ATrCcos A Jarcctg (—1) —1. 


y 3 


. 3arcsen —+) — 2 arccos E) a 


E Garctg(—4)+haretgd—. 


46. 


sen arcsen 7) + cos [1 —arctg (— 1)]. 


1371 4 
yA 3 —— SEA GE 3 AO A 
7. son | 77 2arecos ( 7) |. 
149x h 
48. sen | arcctg (-y3)| R 
es v2 117 
49. sen É arccos (—S ) OA 
30. sen [4 arecos (— 1) — as ] > 


60. 


61. 


62, 


64. 


65. 
66. 


67 
67. 


: k y 2 
. ctg | Jarcsen (— 1) + arccos—— |, 


v3 231 91 


. ty [ Garecos (— A 37 32. tg (Sarccoso— F) pa 


tg ( EH arccos 3) a 


Za 


d%4. ty | arcsen (—47) +-arccos 0]. 


/9 


%. clg [2 arcsen (-5) +arcoos > > 7). 


2 
“arcsen 0 13 
cta ES — 2arctg ( 43] ; 
pen pe 
ctg 


————— +arectg 4]. 


. CUS [4 aresen 323 arctg (YD | d 


y 2 
cos [ Saresen Aa arctg (11 | á 


] V3 , 
cUS | 3 arcsen 5] + cos [ — 2 arctg 0). 


cos 1 —arcsen 0) —cos [6 arcctg (— 1)] 
sen (21 —arcoctg 1) ñ 

15; E 

son ( 5 —arcctg 3) — 008 (2 arcote 5) 


tg (— 111 —arcotg 1) 


o 


3 
sen [ —2arceta (E ] Lcos (—darcetg 0) 


V3 tg (1014) 


sen (a rcsen e ) —cos ( áTCCos y) 
312 6)" 
Lg (arctg 31) + ctg (arcctg 5). 


LN (aresen5). 68. tg (arccos 7) . 69. tg (arcctg 7). 
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70. sen (arcos 7) cos [ arcson (—3) | a 


71. sen (urctg 12) +-cos [arcctg (— 2)). 
72. cos [arctg ( —5)] —sen (arcctg 3). 


73. cos (F-+aresen 7) . Ve. cos (1A=arctg 17). 
75. C03 [arca (4 ] A 


Cea 
76, cos | 21—Zarcos E) | . 77. sen (—arocos 45) ] 


2 
78. sen (a+ arceg E) . 79, sen [-— arcetg 81 ) b 
í 2 
] y 2 7 4 
860. sen (253 arcsen 55). Vi. tg | Z—arccos ( 7) e 


V3 


82, tg (+ arctg 4) . 83. tg | a+arcsen (47) | . 


84. tg (2T—arcctg (—5)]. 85. ctg (H—arosen ) ¿ 


86. ctg [ n-+arccos ( —337) ]. 87. ctg [ E—5arcetg(—1)] y 

88. ctg [21 +arctg (—11)]. 89, arccos (cos 2) +arcaen [sen (— 1)]. 

90. arcctg (ctg 3) —arctg (tg 1). 91, arccos (cue )—arcctg (cg) : 
2 AS a 


92. arccos (cos 4) + arcsen [ sen —F>) j y 
arcsen | sen (+ Jen 


93. > 
T-—Aarctg (18 de 


TU 
arccos (cos Ju) —arcsen (sen +) 


95. arcsen (sen 2) + arcos (cos 10). 
96. arccos [cos (--9)] — arcsen (sen 7). 
97. arctg [tg (—6)] — arcson (sen 8). 


98, arccos (cos 2 +arcsen [sen (—7)]. 


94. 


arcsen (sen Y 26) + 25. 
arctg [tg (—8)] —3n * 


100. arctg ($) arcetg (e $) E 


101, arccos [cos (—5)] + arccos [cos ( —8)]. 
Demuéstrese la validez de las siguientes igualdades numéricas (102... 197): 


99. 


102, ES 1032. y 3=V 2-1. 
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104, 


106. < 


108. 


109, 


110, 


111. 


t12, c 


113, 


115. 


117. 


119. 


120, 


121. cos 


122. 


123, 


124. cos 


125. 


126. 


127. 


129. 


131. 


133. 


T V 5-1 2 

sen ET 105. sen — = ———— , 
xn  Vio+2V5 e 

¡Eco TES E 
90d — sen HE cd sen 4 y 3 
9 E e 

7 st Me 

+ sE Taca Ta 


cos 


8 cos == 


c08 y Cos eo 12 sen E=W% 4 ] 
13 64 Y 
co pps El cos a PE 
yE¡: 4 


y cos ¿Ecos q de — 00s 5 cos q = cos 7 cos 5 15 = 138 * 

tg? 27 pis. 114, cos cos Eco El. 
si E den 57 úl 71 _A T 21 3m $n 
18 18 18 “8” 
2n 41 Tr 
==7 118, nda — 


con == 
EA 10 10 


71 71 z 
ete +4 cos =V3 Ñ 


271 4r 6x 1 
ee doi 


En E Pop E > 
15 45 15 Doa: 


Ox a 
ctg — 71 3-tg E y ete q =0+2 Y 3, 


n 3 5r 7n 91 1 
Erie Y Gl Ed E 


e => 
sen 16 + sent 16 +- sent —=— + son — =>3. 
sent1i0 — cest10 an 10 + cost 10 y sent1i0 _ 41 
8 8 O A E ÁS o EY 
e 1 5 
DE 3 128. arcsen ( sen E. 

7 

: 4y TH E y 
arcsen (cos 1) = 7. 13%). arcsen (ens ( — 3 ))= E 


arccos (sen 5 PL 
o)=+ 


CE 
Arccos (cos ()) =$ . 134. sen (2arccos . )= 4. 


132, arccos (sen (| — 
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116. tg y cta —— 9 cta = 9 otg q = 


E 
3 a 


135. sen ( Arccos G-barecos y) = PAZ z 
136. cos (2 arctg —+$) ) => R 


137. cos (arccos y; 33 7" Arcsen 5) =3 * 


138. tg (arctg 24 arctg 3) = —1. 
139. arctg (tg 6) =5—2x. 140. arcsen (sen (—5)) = —53-+2n. 


141. arccos (cos 9) =9-—2x. 142, arctg 2+arctg (—3) ==>. 


143. arctg (—2) + arctg (—3) = 0 , 


12 96 
144. arcsen = +arosen 8 -arcsen ¿p=1. 


145. arctg es 5 2 arcte 7 +aretg ==. 
146, arcson =p--+-arcsen 37 arcsen E=+F. 
147. arctg 1 arctg 24+arctg 3=131. 


148. 2 arcson + =9rc008 5 149. arccos Y 2—arecos 


15% 2arctg >+arotg 3 =arctg 3. 

Se 1 A 
151. arctg 7 3+28rctg y =arctg z7- 
cosií0 _ 1+tg85 
i—sni0 ¿4(—tg5 ” 
2 sen 6-+-sen 12 


2 sen 8 — sen 12 


sen 8 — sen 10—sen 12+sent4 senti 
cos4—cos 6—cos8+4cos 10 “>. cos7 


152, 153, 2 sen? 144 cos (4-7) =1. 


cos 6 — cos 9-- cos 12 


10 sen 6 —sen 9 + sen 12 


=ctg? 3. 155. == Cctg 9. 


156. 


mn eds = 
157. sent Y 7 -Ecost Y 7 +7 sen? 2 Y 7=1. 


158. sen V 2 sen (2— Y 2) + cos! 1 + sen? (4 — V 2)= f. 
4 sen 4 y 3 da 2 
1—2sen2 Y 3 1—tg2 2 y 3" 
cos (5-5) cas (F+v8 ) desen: Y 6 
sent 2 Y 6 —sen (2 Vv 6 +) cos (2 V6— 3 
161. sen8—cos 8 tg 4 =tg 2. 
162. 4sen (Y 5+ 1) sen V5+3) co3 (F-V5)=s0n3 vió. 


1 —sgen? 1 —cos? 1 3 
e A 
1 —250n? 2-Y Bsen4 2 


159. 


160. 


"— =14 


cos 2 Y TÍ —cos 6 Y 11+c08 10 Y Ti—cos 14 Y 11 
sen 2 Y 11 -+sen6 Y 11 + sen 10 Y 11 -LEsen 14 Y 11 
sen 2J>3cos 23— sen 69 —-cos 69 
2 sen 46 +4 sen? 23 —2 


4 4-cos 17 +c0s 34 + cos 51 
2 eo9 17 +4 cos? 17 —2 
167. sen 2--sen 4+sen 6 =4 sen 3c032 cos 1. 


168. sen 2 Y 13+sen4 Y 13—sen 6 y 13=4sen Y 13 sen 2 Y 13 sen Y 13, 


164. =tg 2 y 11. 


165. — sen 23. 


166. =cCc0s 17. 


: tgi-otgt 3—Acos24+cos4_ 
169. 1-2 tl =2ctg 2. 170. 3 F4cos2pcos4 =—tg* 1. 
7. sen? 2 cos 6 + cosi sen 6 pei : 
ds sen? 4 cos 34-cos? 1 sen 3 aeona 

3n 11n 
cos (11-35) +2 cos (1-3) 
172, =V 3 ctg 1 


3 _ y 
2 sen 3 +1)+y3 gen (5-1) 
173. Y (1—1tg21) (ctg 1—1) =-—2ctg 2. 
174. (cos 2 tg 1 —sen 4) (cos 4 ctg 2 + sen 4) = —1. 
175, SD 13 +sen 14-+ sen 15 + sen 16 | 29 
"eos 133c0s 14-+ cos 15-005 10 E A 


176. 1—VY cos (3) —2cost (E-53) = 2 sen ($) A 


2-2 6 
sen (2 12 +1) -+sen (2 Y 2 —4) —cos (a vz) 


177, HA A MA 2 y 2. 

cos (2 2 +4)+cos (2 Y 2 —1) —sen (+ y 2 ) 

E 

1+c0s (4 — 21) + cos ($) 
178, -————————— a UE: 

1-+cos (31 4-4) +08 (4) 
mn Sen? 2 (1+cosec 2+ctg 2) (1 — cosec 24 ctg 2) 
170: cos 2 (1 sec 24-tg 2) (1 — sec 24 tg 2) =008 d. 

3 ES 3xt 2 
sen2 (+3 cos? (F-—v3) 

130. E E SC A A NA 

sec? (vi-5)-: cosec? (F+V3)- 
181. "8 cus ($3) sen (5-2) sen 3 cos 9 =sen 18. 
182. 1 3—1tg 2—tg 1 =tg3tg 2 tg 1. 

1—2 cos? 7 
1 SS). MMMM |, 
TL 57 

2 tg (1-4) sen? (+7) 

154. 1-W-sen 2—2 c08? 4 == y 2 sen (2) a 
E 3x1 3 cas * 

185. 1 — sen (2) —cos (2-<$)=2 Y 2 sen 1 cos (1H) ó 
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186, 6sen? 1 —cos 2—1==-—8 cos (1+3) cos (1— = E 

187. 2cos342c0s 6-==3=8 cos (343) cos ( +) A 

188. ] sen (FS) +sen a—e) "+! cos e — 612 =2. 
189, [ty ]—tg (5-1) ] “+[ cta + 0tg a—n |" = 7. 

190. 2 (sen? S +cos$ 5) —3 (sent 54 co0s1 5) 410. 

191. ctg S FMF y g3=80g1. 

ty 2 ju (1) +10 288 ue Ja (F-1) (5 > —1)=1. 


cos (ctg 10). 


192 


sen 10 
194. 1--cos2+c0s 4+cos 6 =4 c03 1 cos 2 cos 3. 
195. sent2 4-sen 4—sen 6 =4 sen 1 sen 2 sen 3. 
196." sen? 5 + sen? Y 2-42 on 5 sen Y 2co8 (5-+ Y 2) == sen? (5 Y 2). 
197 fcosi send 4 +2 c03? 4 = 2 

-  sent-—cosi cos? 1 (tg? 1 — 1) 1+4tgd * 

Domuéstrese la validez de las siguientes desigualdades numéricas (198... 244): 

198.£sen 1-Fcos1i > 4. 10. sen1+ tg 4 > 2. 


243 sen24sen 13 
AAA 


193, sen (ctg 5) + sen (tg 5) = 2 sen (á 


2 
ViYy2a_ LP cos A 
201. 9 AA AE 


) <cos (sen 15 . 


3 
203. sen (sen Y 2) < cos (cos Y 2). 
4 1 -4Y3 
st 3 ? 


sen (1+-3-) sen | 1) 
205. (+=) (+77) > 34245 


sen (1 + Y 2) a 2 
sen 1-sen Y 2 1I4y 2" 
sen —— 


202. sen (cos Y3 


204. 


206. 


en = 3 
207. cos 1+c0s Y 2 Ecos (n—1-Y2)<>3- 
208. sen? A Y 3) > sen 2 Y 2 sen 2 Y 3. 
y2 rn— 1 V2 1 
209. sen 5 > Son —— sen ——3 TT <g. 
210. 4sen 3(34+ Y 5) +5>4c052(3+ Y 5) +5 sen (3+ y 5). 
283 


211. er di v7 <F + 232, 7 <sen* 124008842 <Í. 


21 . A A 
d 7 — + Y Y E Y 
COS “37 2 COS “5” COS ES ES 


2 
214. Arcsen 7 < arcsen E . 215 arccos + < ArCccos 5 a 


216. arctg— < arotg 3 , 217.arcctg (3 V2)< arcctg 4. 


218, 2arcctg 44 arcctg 3 > + . 219, arctg + arcig 3 > + ; 


2 5 3 3 
220. arccos ( 7) < Arccos (- 7) . 221, art > arctg V 3-5. 
222. 4rccos (-3) > 3 + arcsen 2 223. arcctg (— 3) <Z—arcg 3. 


CLA 2/5 


224. ups 2arceon (2) >< Zn * 


225. arectg $-+arcotg 5 a < -. 22. 5 Pd > Arccos E —arcsen $. 


2 142 4 
=> Anal De CU 
227. arccos 5 arecos 13 +Crasen Z > > a 


228, 12 cos $6 +7 500 + <13, 229, sená+cos4>—VZ, 
230, ctg? 34-ctg? 3—ctg 31 <O. 

231. cos V 2+c0s 2 Y 2+c083 V2<0. 

232. 2005 1+sen1> tg > - 233. tg? 7 +ctg37 > 2. 


15 15 -= 415 y 3 1 
234. 2c08 3 (cos F—V8 23) <5. 23). HFE >3ItegF- 


E 191 
2+ Y 2 -—4 cos? 19 9 3 
236. — ATA > 237. 4sen 5 sen 7 , sen “y < sen y - 
Ser 5 — cos —— 
12 6 
238. 2 cos1 Y ¿—sen V 3+80n3 Y 3<1. 
239. 6 cosa Y2 pgs Y 2<02sen* Y 24+3 tg2 Y 2, 


0 1 
ZA0. Y 5-20 2 2 Sen + 7 > 68m 1. 241. Y 2+4c0:2 >>713c082, 
242, ral ver >. 


243. V 3-+2 tg 1 LEAN >>3 +3 te 7 


244. cos1 +c0s 3 > cos 24-cos3 4. 


y3 


Simplifíquese (245 ... 262): 
: 3n ml 
245. sen? (119) -+ tg? (19) tg? (+0) 4 sen (+2) cos (Y—2m). 


246. 1— sen (1—2x) cos (1-5) —tg (n—1) tg (FE ) cost (14-41). 


2 
LN 71 g 1 _ , 201 2 27 2, 34m 
247. sen m son ¡7 Fsen 15 0% 3 -+- sen 18 00% gr + 


20. (o Fin) uno 485) 4 (nom 35) 


Xx (eos E —cos +) , 


sen (4 — 1) cos (4— 21) sen (21 — 4) 


des sen (5-4) ctg (1 —4) ctg (+4) 
¿A 


Tí 1 37 í 1 
cos (¿+z) cos (+7) 0 (a+7) 
251. cos(2 Y 2 —2:) + cos (F—vz) sen (a+ Y 2). 
sen (— 5) 
cos (5 5) 
254. 2sen Y 19-sen 2 V 19+2 003 4 V 19.c08 10 y 19. 
255. sen3 Y 21-+2-sen5 Y 21-008 2 Y 2. 
1+tg 2 Y 29-tg Y 29 
cte V 24 tg Y 29 * 
sen 2 V7+tg 2 V 7 259 sont 1 + cost 1—1 
cos 2 T+ctgav7 * ” senti4pcosti1 * 
cos 2 Y 5—sen 2 Y S-ctg2V 5 


T 2x1 
cos9 cosg 5 


261 . ctg? 10 — tg? 10 — 3 cos 20 ctg 20, 
cos3+ Y 3 sen 3 
cos 3— Y 3 sen 3 ' 
Hállense tales A máximo y 2 mínimo ch para cualquer f se verifiquen las 
siguientes desigualdades dobles (263 . . . 265): 
263. A < sen f cos f cos 2f4 cos 4P < B, 
264. A < sen fi + 2cosf < B. 
265. A < 4 sen 2f — 3 cos 2f < B. 


266. Demuéstrese que la igualdad (sen 23% +4- (cos x)” = 1 se verifica para 
cualquier x sólo en el único caso, en que YU == 2 


3n T 4 — tg? 7 
+ ctg (+5) tg ($-=s) . 253. TT 14. 


T 
256. sen (5- ) «son 1-cos 2. 257. 


260. 


262, 


CAPÍTULO 
VI 


FUNCIONES Y GRÁFICAS 
DE LAS FUNCIONES 


Al analizar las relaciones cuantitativas de los fenómenos que 
ocurren en el mundo real hemos de tratar valores numéricos de dife- 
rentes magnitudes, por ejemplo, de tiempo, camino, valocidad, ace- 
leración, volumen, etc. En dependencia de las condiciones que se 
analizan, algunas de las magnitudes tienen valores numéricos 
constantes y las otras, variables. Tales magnitudes se denominan 
constantes y variables, respectivamente. Por ejemplo, al realizarse 
un movimiento uniforme, la velocidad v es constante, mientras que 
el tiempo ? y el camino S son variables, con la particularidad de que 
S = vt. Durante la caída libre de un cuerpo que se tira sin velocidad 
inicial, la aceleración de la gravedad g es una magnitud constante, 
mientras que el tiempo del movimiento : y el trayecto recorrido S 
son variables, con la particularidad de que $ = Le. 

El estudio de Jos fenómenos que nos rodean muestra que las magni- 
tudes variables cambian no de manera independiente una de la 
otra, sino que la variación de los valores numéricos de algunas de 
ellas lleva tras de sí el cambio de los valores de otras magnitudes. 
Aquí se analizarán solamente los pares de variables, los valores de 
una de las variables (dependiente) de los cuales varían en función 
de los valores de la otra (independiente). En la dependencia entre dos 
variables que se analiza pueden figurar, además de las propias varia- 
bles, ciertas magnitudes que no varían y se llaman, corrientemente, 
constantes. En los ejemplos citados más arriba es natural considerar 
que t es una variable independiente, S, una variable dependiente, 


mientras que + y v son constantes. Expongamos otros ejemplos de 


pares de magnitudes variables: el área de un círculo S = nr”, 
(R es el radio y xr, una constante), donde S varia en función de R; 


la loy do Boyle-—Mariotte: p = = (V es el volumen de cierta canti- 
dad de gas, p es la presión de este gas, e es una constante), donde p 
varía en función de V, 
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La variable independiente no siempre toma valores numéricos 
cualesquiera, sino aquellos que se predeterminan por las condiciones 
del problema en consideración. Por ejemplo, en la caída libre de un 
cuerpo arrojado sin velocidad inicial desde la altura A el tiempo del 


movimiento t puede tomarse sólo dentro del intervalo [0 yv. 


Subrayemos que en los ejemplos aducidos a cada valor de la 
variable independiente le corresponde únicamente un valor de la 
variable dependiente. En lo que sigue se considerará sólo tal depen- 
dencia de los pares de variablex,. 


$ 1. Definiciones y ejemplos 


Concepto de función. Sea dado un conjunto de números X y su- 

po que se indica cierta regla (ley), designada mediante la 
etra f, de acuerdo con la cual a cada valor de la magnitud x (variable 
independiente) del conjunto X se le pone en correspondencia un valor 
bien determinado de la magnitud y (variable dependiente). Suele de- 
cirse en este caso que viene dada la función y = f (x) con el campo de 
definición X, o bien que viene dada la función y = f (x) definida en 
el conjunto X. El conjunto Y de todos los valores que toma en este 
caso la variable se denomina campo de variación de la función y = 
= f (1). 

En el presente libro se analizarán, principalmente, las funciones, 
para las cuales la ley que establece correspondencias se define me- 
diante las fórmulas. Tal método de definir las funciones se llama 
analítico. 

Ejemplos de funciones. 

1. Sea n un número natural fijo, entonces, a todo número real a 
se le puede poner en correspondencia (véase el cap. IV) el número 
real a”. Por consiguiente, podemos decir que aquí se ha indicado 
una ley, de acuerdo con la cual a todo valor de x, pertenecionte al 
conjunto de todos los. números reales, se le pone en correspondencia 
un valor numérico x". Con otras palabras. se ha fijado la función 
y = zx”, cuyo campo de definición es el conjunto de todos los núme- 
ros reales. 

2. Sea (—n) un número negativo fijo entero, entonces a todo núme- 
ro real a, distinto de cero, se le puede poner en correspondencia 
v éase el cap. IV) un solo número real a-”. Por consiguiente, median- 
te dicha correspondencia queda dada la función y = x7”, cuyo 
campo de definición es el conjunto de todos los números reales distin- 
tos de cero. 

3. Sea (a) un número positivo fijo no entero, entonces a todo 
número no negativo a se le puede poner en correspondencia (véase el 
cap. IV) un número a”. Por consiguiente, mediante esta correspon- 
dencia queda definida la función y—= 2%, cuyo campo de definición 
es el conjunto de todos los números no negativos. 
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4. Sea (—a) un número negativo fijo no entero, entonces a todo 
número positivo a se le puede poner en correspondencia (véase el 
cap. IV) un número a-%. Por consiguiente, mediante dicha corres- 
pondencia queda definida la función y = 27%, cuyo campo de defi- 
nición es el conjunto de todos los números positivos. 

5. Sea a un número positivo fijo distinto de la unidad, entonces, 
a todo número real h se le puede poner en correspondencia (véase el 
cap. IV) un número a”. Por consiguiente, mediante dicha correspon- 
dencia queda definida la función y == a*, cuyo campo de definición 
es el conjunto de todos los números reales. 

6. Sea a un número positivo fijo distinto de la unidad, entonces 
a todo número positivo b se le puede poner en correspondencia (véase 
el cap. 1V) un número log, b. Por consiguiente, mediante dicha 
correspondencia queda definida la función y = log, x, cuyo campo 
de definición es el conjunto de todos los números positivos. 

7. A todo número real a (como medida radial del ángulo a) se 
le puede poner en correspondencia (véase el cap. V) un número sen «. 
Por consiguiente, mediante la correspondencia mencionada queda 
definida la función y = sen x, cuyo campo de defiuición es el conjun- 
to de todos los números reales. 

8. A todo número real a (en calidad de medida radial del ángu- 
lo a) sele puedejponer en correspondencia (véase el cap. V) un número 
cos «. Por consiguiente, mediante la correspondencia mencionada 
queda definida la función y = cos z, cuyo campo de definición es el 
conjunto de todos los números reales. 

9. A todo número real a (en calidad de medida radial del ángu- 


lo a)! tal, que u« + +- nk, donde k es un número entero cualquiera, 


se le puede poner en correspondencia (véase el cap. V) un número 
tg a. Por consiguiente, mediante la correspondencia mencionada 
queda definida la función y = tg x, cuyo campo de definición es el 
conjunto de todos los números reales, a excepción de los números 
T= > = nk, donde / es un número entero cualquiera, 

10, A todo número real a (como medida radial del ángulo «), 
salvo a = rm, donde mm es un número entero cualquiera, se le puede 
poner en correspondencia (véase el cap. V) un número ctg a. Por 
consiguiente, mediante la correspondencia mencionada queda defini- 
da la función y = ctg x, cuyo campo de definición es el conjunto de 
todos los números reales, a excepción de los números - = nm, donde 
m es un número entero cualquiera. 

11. A todo número real a del intervalo —1 < a < 1 se le puede 
poner en correspondencia (véase el cap. V) el único número arcsen a. 
Por consiguiente, mediante la correspondencia mencionada queda 
definida la función y = arcsen x, cuyo campo de definición es el 
conjunto de todos Jos números reales que pertenecen al segmento 

[—1; 1]. 

12. A todo número real a del intervalo —1 < a < 1 se le puede 
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poner en correspondencia (véase el cap. V) el único uúmero arccos a. 
Por consiguiente, mediante la correspondencia mencionada queda 
definida la función y = arccos x=, cuyo campo de definición es el 
eN de todos los números reales que pertenecen al segmento 
—4; 11. 

13. A todo número real a se le puede poner en correspondencia 
(véase el cap. V) el único número arctg a. Por consiguiente, mediante 
la correspondencia mencionada queda dofinida la función y = 
= arctg x, cuyo campo de definición es el conjunto de todos los núme- 
ros reales. 

14. A todo número real a se le puede poner en correspondoncia 
(véase el cap. V) el único número arcctg a. Por consiguiente, meo- 
diante la correspondencia mencionada queda definida la función y = 
= arcctg x=, cuyo campo de definición es el conjunto de todos los 
números reales. 

Observación. Las funciones examinadas en los ejemplos 1 ... 14 
llevan el nombre de funciones elementales fundamentales. 

15. Examinemos una función definida para cualquier x real de 
acuerdo con la regla; y = 1, si x es un número racional; y =0, si z 
es un número irracional. Esta función recibe el nombre de función 
de Dirichlet. En forma breve esta función se escribe así: 


1, sí tes un púmero racional, 
pu O, si z es un número irracional, 


16. Veamos una función definida para cualquier número real z 
de acuerdo con la regla: y = 1, si x es un número positivo; y = —1, 
si r es un número negativo; y = 0, si z = 0. Esta función se llama 
signo de z, y se denota así: y = sign x. La definición de esta función 
se escribe brevemente en la forma siguiento: 


—1fl,siz<O, 
y =SÍign r= 0, Si x= 0, 
4, si z>0. 


147. Examinemos una función, definida para cualquier x= real 
de acuerdo con la regla: y = g, si z es un número positivo, con la 
particularidad de que z=R +40; donde nr es un número natural 
y0<oa<dt;y = —m, si z es un número negativo, con la particu- 
laridad de que  = —m + $, donde m es un número natural y 
O<PB<4A¡y =0,s10 << 1. Esta función se llama parte entera 
de x y se denota así: y = [zx]. En forma breve la función y = [zx] 
puedo ser definida del modo siguiente: [x] es el máximo número onte- 
ro, que es inferior o igual a z. 

18. Si a todos los números reales se les ha puesto en correspondon- 
cia un mismo número real c, se dice que queda definida la función 
y = Cc, cuyo campo de definición es el conjunto de todos los números 
reales. 
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Campo de existencia y campo de variación de una función. La 
primera cuestión que requiere respuesta inmediata al analizar una 
unción se refiero al campo de definición y al campo de variación 
de esta función. 

De la definición de función se dosprende que la función y = f (x) 
ha de prefijarse junto con su campo de definición X. Subrayemos 
que el campo de definición de una función se puede prefijar o bien 
por las condiciones del problema que se resuelve, o bien por el senti- 
do físico del fenómeno que se estudia, o bien por los convenios mate- 
máticos. 

No obstanle, a menudo ocurre que al prefijar analfticamente una 
Iunción y = Í (2). su campo de definición no se indica de manera 
explícita. En estos casos la función se examina en su campo de defini- 
ción natural. 

Se llama campo de definición natural o campo de existencia de la 
función y = f (2), dada analíticamente, el conjunto de todos los 
valores reales de la variable independiente x, para cada uno de los 
cuales la función toma valores reales. Así pues, el campo de existen- 
cia de una función so determina por la propia lev (fórmula) que define 
la función, mientras quo el campo de definición de la misma se prefija 
por las condiciones o por el sentido del problema a resolver, es decir, 
ol campo de definición de una función lo puede constituir cualquier 
parte del campo de existencia de la función, o bien los campos mencio- 
nados pueden coincidir completamente. Por ejemplo, para la función 


2 e y = 
y = => el campo de existencia es (—oo; --oo), mientras que el campo 


de definición de la función, si un cuerpo se deja caer desde la altura 


0 et 
H, será o; V=] 


De este modo, siempre cuando se dice que eslá dada una función 
y = f(x), se considera que ya está prefijado también su campo de 
definición X: este último o bicn se indica explícitamente o bien 
existe el campo de existencia de dicha función (y en este caso se debe 
encontrar dle antemano). 

En lo que se refiere al campo de variación de la función y = f (u), 
éste se calcula a base del campo de definición ya prefijado. 

Ejemplos. 1. Sea dada la función y =Y' senz— 3. El campo 
do existencia de esta función es un conjunto vacío, es decir, X = q, 
por consiguiente, el campo de variación es también un conjunto vacío, 
es decir, Y -= H. 

2. Sea dada la función y = V log,sen x. El campo de existencia 
de esta función es el conjunto de todos los números 1, = > + 2xk, 


donde k es un número entero cualquiera, es decir, X =(5 + 


+ 2nk | 4 € 2). Es Jáci] ver que el campo de variación consta de un 
solo número, a saber, del punto cero, es decir, Y = (0). 
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Sea dada la función y = Y 1 —az El La de existencia 


re pe función es el segmento [—4; tl, es decir, X -= [—4; 1]. Es 
a ver que el campo de variación es el o (0; 1], es decir, 
= 101 
4. Sea dada la función y = ==: El campo de existencia 
“A—a 


de esta función es el intervalo (—1; 1), es decir, X (—1, 1). Es 
fácil ver que el campo de variación es el intervalo (1; -¡ 00), es decir, 
Y = l1; +00). 


> . 1 . o 
2. Sea dada la función ia" enyo campo de definj- 
iz 
o.» y 3 dí o . , 
ción es X= 7 |» entonces es fácil ver que el campo de varia- 


ción es el do (1; 21, es decir, Y =/1; 2). 

Acotación de las lunciones. La función y = f(x), definida en 
el conjunto X, se llania acotada inferiormente, si existe Lal número 4, 
que AS 7 (2), cualquiera que esea x E X. 

Ejemplo. La función y =«u* está acotada inferiormente en todo 
el campo de existencia, puesto que (véase el cap. 1Y) O < az para 
cualquier x real. 

La función y «<> f(x), definida en el conjunto X, se Jlama 
acotadu superiormente si existe tal número £, que ((0<8B para 
cualquier EX. 

Ejemplo. La [unción y=V ix eslá acolada superiormente 


en todo el campo de existencia, puesto que PV t—x9<4, para cual- 
quier zx tal que E[—1; 1]. 

La función y= f(2%). definida en el conjunto A. se denomina 
acotada, si existe un número 47 >>0 tal, que |/ (7) |< M4 para 
todo EX. 

Ejemplo. La función y -- sen x está acolada en lodo el campo 
de existencia. puesto que | sen |< para cualquier .- real. 

Se puede demostrar que la función y = j (e), definida en el con- 
junto X, está acotada en dicho conjunto si, y sólo si, está simullánea- 
mente acotado en este conjúnto tanto superior como inferiormente, 

Ejemplo. La función y=Y 1—a? está acotada en el campo de 
existencia X = [—1; 1), pusesto que en este conunto está acotada 
inferiormente por el cero, y superiormente, por fa unidad. 

Paridad e imparidad de las funciones. Se dice que un conjunto X 
os simétrico respecto del origen de coordenadas, si el conjunto AX es 
tal, que (—2) € X para cualquier x € X. 

La función y = f (x) se denomina par, si el campo de su definición 
es un conjunto simétrico respecto del origen de coordenadas y si 
fla) =j (—:e) para cualquier r € X. 

Ejemplos de funciones pares: 

y=:, y=cosx, y=Y 1—a?, 


A 
ya + y=t”. 
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De cualquier función par y = f (2), con campo de definición X, 
se dice que es simétrica respecto del eje de ordenadas, puesto que, 
cualquiera que sea z € X, los puntos del plano (:<, f (x)) y (—x, f [—x)) 
son simétricos con relación al eje Oy. 

La función y = f (xr) se donomina impar, si el campo de su defi- 
nición X es un conjunto simétrico respecto del origen de coordenadas 
y si flo) := — f(x) para cualquier x € X. 

Ejemplos de funciones impares: 


y=Y, Y=SCMI, y=t, y=x4,  y=arctg Z, 


De cualqu¡ior función impar y = f (x), que dispone del ca mpo de 
definición X, sa dice que es simétrica respecto del origen de coordenadas, 
puesto que, cualquiera que sea z € X, los puntos del plano (zx, f (1) 
y (—x, —f (1)) son simétricos con relación al origen de coordenadas. 

A la par cou Jas funciones pares e impares cxisten también 
funciones que no son ni unas ni otras, por ejmplo, las funciones 
y =2%, y = lg x, y = arccos x, y = Vz. 

Teorema 1. Toda función definida en un conjunto X, simétrico 
respecto del origen de coordenadas, puede ser representada en forma de 
la suma de dos funciones, cada una de las cuales está definida en el mismo 
conjunto X, y una de las cuales es par y la otra, impar. 

Demostración. Supongamos que la función y == f (x) dispone 
del campo de definición X, simétrico respecto del origen de coordena- 
das. Mostremos que existen las funciones y = q (1) e y = y (z), 
cada una de las cuales queda definida en el mismo conjunto X y son 
tales, que y = q (21) «e y (2) =f (2), donde y = q (x) es una fun- 
ción par, mientras que y = y (zx) os impar. Supongamos que 


o9= 10H, pa LOU 


Está claro que cada una de estas funciones queda definida en el con- 
junto X y que q (—x) = 0 (2), y (—x) = —y (2), como también 
f(x) = y (2) + y (2). El teorema está demostrado. 

- Ejemplo. La función y = 2* puede ser representada como la suma 


do dos funciones y =p (x), donde q (1) = AA e y:o=v (2), 


donde ya= 3, con la particularidad de que la función 


y = e (x) es par, y la función y = y (2), impar. 

Observación. A la par con el concepto de función par, es decir, 
de función simétrica respecto del eje de ordenadas, se puede introducir 
una noción más general de una función, simétrica respecto de una 
recta vertical que pasa por el punto (a, 0). Suele decirse que el conjun- 
to X es simétrico respecto del punto (a, 0), si dicho conjunto es tal, 
que el punto (22 — x) E X para cualquior x € X. 

Una función y = f (1) se llama simétrica respecto de la recta 
vertical que pasa opr el punto de coordenadas (a, 0), si el campo de su 
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definición es un conjunto simétrico respecto del punto (a, 0) y si para 
Eo perteneciente al canipo de definición se verifica f (2a — 1) = 
= LT). 

Ejemplo. La función y = sen x cs simétrica respecto de una 
recta vertical que pasa por el punto (1/2, 0). En electo, el campo de 
definición de esta función lo constitue toda la recta numérica, por 
consiguiente, dicho conjunto es simétrico respecto de culquier punto, 
incluido el punto x/2, mientras que la igualdad sen [2 (1/2) — 2] = 
= sen z se verifica para cualquier z real. 


Crecimiento y decrecimiento de las funciones. Lna función y = 
= f(x), definida en el conjunto X, se denomina ercciente en este 
conjunto, si para cualquier par de números x, y x, de dicho conjunto 
de la desigualdad x, < z, proviene que f (2,) < f (z,). 

Ejemplos. 1. La función y—= z es creciente en el intervalo (—oo, 
+00). 

2. La función y = 2? es creciente en el intervalo [0; oo). 

3. La función y =- sen z es creciente en el intervalo [—11/2, 1/2). 

Una función y = f (1), definida en el conjunto X, se denomina 
decreciente en este conjunto, si para cualquier par de númoros 2, y Zz, 
pertenecientes a dicho conujnto, de la desigualdad x, < x, se deduce 
que f (x,) > f (x,). | 

Ejemplos. 1. La función y = (1/2)* es decreciente en el intor- 
valo (—oo, +00). 

2. La función y = sen x es decreciente en el intervalo [11/2; 3n/2]. 

Una función y = f (x), definida en el conjunto X, se denomina no 
decreciente en este conjunto, si para cualquier par de números 2, Y Za, 
pertenecientes a dicho conjunto, de la desigualdad x, < r, se deduce 
que $ (2) < f (2). 


Ejemplo. La función y =Yx+|x| es no decreciente en el 
intervalo (—oo; +00). 

Una función y = / (x), definida en el conujnto X, se denomina 
no creciente en este confunto, si para cualquier par de números x, y Ly, 
pertenecientes a dicho conjunto, de la desigualdad x, < x, se deduce 
que Í (2,)> / (x4). 

a?, para <O, 


O, para x>0 
dentro del intervalo (— 00; Y4- 00). 

Las funciones crecientes, decrecientes, no crecientes y no decre- 
cientes llevan el nombre de funciones monótonas. Las funciones cre- 
cientes y decrecientes se llaman estrictamente monótonas. 

Periodicidad de las funciones. Una función y = f (x) se llama 
periódica, si existe tal número T + 0 que para cualquier x, pertene- 
ciente al campo de definición de la función y = f (x), los números 
(x + T) y (x — T) también integran el campo de definición y para 
todo z del campo de definición se verifica f lx + T) = f (2). 

Observación. Para una [unción periódica tiene lugar la igualdad 


Ejemplo. La función y=| es 1o creciente 
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flz— T) f(x). En efecto, la función y := f (2) en el punto (z — 7) 
está definida y f(x) -- fUe— T) 4 71 = f (2 — 1). 

Teorema 2. Si un número T es el período de la función y = f (o), 
entonces el mímero Q := mT, donde m es cualquier número entero 
y fijo distinto de cero, también será periodo de dicha función. 

Demostración. Mostremos que para todo z perteneciente al 
carnpo de definición de la función y -= f (x) y para cualquier n natu- 
ral: 

a) los puntos (x -1- nf) y (z — nf) pertenecon al campo de defi- 
nición de la función y =f (a); 

DY) FoO=fe a T) y fo) =/f(m—nf). 

Sea n = 4, entoncos, de acuerdo con la definición y la observación: 

a) los puntos (2 LT) y (x — T) pertenecen al campo de delini- 
ción do la función y .- f (2); 

b) f(x) fe! 7) y Í (2) =](e— 1). 

Supongamos que para n = k la afirmación a) es válida. Demos- 
tremos que ella queda válida para n == kk + 1. Efectivamente, por 
hipótesis, los puntos (x + kT) y ([z — k7) perlenecen el campo de 
definición de la función y = f (xv), y 7 es el período de la última. Por 
consiguiente, los puntos Te + kT) +- 71 y lx — 7) — 7], es decir, 
los puntos l:w !- (% *- 1) 71 y [lx — (% 4- 1) 7] pertenecen al campo 
de definición de la misma función. 

Así pues, para cnalquior x del campo de definición de la función 
y =f (zx) el punto (1 -- mT), donde /n es un número entero cualquie- 
ra distinto de cero, pertenece al campo de definición de la función 
citada. 

Supongamos que la afirmación |) es válida para todo n = kÉ, 
es decir, que f (2) =/(2 EXT) y (2) = ¿(e — 7). Mostremos 
que la afirmación es válida Para n= kk + 41. En efecto, como 7 es 
el período de la [unción y == f (7), entonces para el punto (x — AT) 
tenemos f lx | 47) 4- Ti =f (2 — 7), mas, por hipótesis, f (x) = 
= f(x + AD. por consiguiente, (0) = flv -- (k +- 1) Tl. Análo- 
garneule, para el puuto (z — k7') se demuestra que f (1) = f lx — 
— (k + 1) Ti, es decir, la afirmación b) queda demostrada para Lodo 
m entero distinto de cero. 

Ási pues, queda demostrado el leoroma 2. 

Ejemplo, 1. La función y = sen x biene como su periodo el 
número 7 — 2n, puesto que para cualquier « log números (x% -- 211) 
y (2 — 21) integran el dominio de definición de esta función y sen 
(x -- 21) -= sen . 

2. La función y — x— [el tiene como período el número 7 - 4, 
puesto de está definida para cualquier x, y la + 1) — lx + 1] = 

= r — lz 

3. Una función definida tal como viene abajo: 

l, si 7 es un número racional cualquiera, 


, 0, si x es un número irracional cualquiera 


tiene como pertodo cualquier número racional. 
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4. La función y = sen Y zx no es periódica, puesto que, por ejem- 
plo, para el número x = O el número x — 7 (si T > 0) o el número 
x + T (si Y <0) no pertenecen al campo do definición de esta 
Íunción. 

El número 7 se denomina período principal, si es positivo y mí- 
nimo entre todos los períodos positivos. 

Hemos de notar que la función aducida en el ejemplo 3 no tiene 
período principal. 

Valores máximo y mínimo de las funciones. Supongamos que 
una función y = f (1) está definida en el conjunto X. Si existe tal 
y E X, que para cualquier x € X se verifica la desigualdad f (x) > 
>] (o), se dice que la función y = f (1), definida en el conjunto X, 
toma para x = zp, el valor mínimo y, = Í (24). 

Si existe tal xy € X, que para cualquier x € X se vorifica la 
desigualdad f (1) < f ro), se dice que la función y == f (x) definida 
en el conjunto X toma, para z = zp, el valor máximo yy = f (xo). 

Ejemplos. 1. La función y = son x toma en el intervalo [0, 21) 
su valor máximo y = 1 cuando x = 1/2, y el valor mínimo, y = — 1 
cuando zx = 3n/2. 

2. La función y = 2? toma en el intervalo (—oo; 4-00) el valor 
mínimo y = 0, cuando x = 0, pero no exisle tal x del campo de 
existencia de la función, donde ella tome el valor máximo. 

3. La función y = 2* en el intervalo (—oo0; +00) no adquiere 
ui el valor máximo, ni tampoco el minimo. 

4. La función y = 2* toma en el intervalo [0; 1] su valor mínimo 

= 1, cuando rx = 0, y el valor máximo y = 2, cuando zx = Í. 

Gráfica de una función. Introduzcamos en un plano el sistema 
rectangular de coordenadas x0Oy y oxaminemos una función y = 
= f(x). Asignando a x= los valoros sucesivos :;, ly, .... da Dra 
obtendremos los valores correspondientes de Y,, Ya» + + -. e 
Marquemos en el plano los puntos cuyas coordenadas son El ya), 
(22, Yo), ”3 (La, Ya), ee 

Se denomina gráfica de la función y =fÍf(x) un conjunto de pun- 
tos en el plano que satisface las siguientes condiciones: 

a) todo punto con las coordenadas (xp, Yo), donde Yo == f (zo), 
pertenece a este conjunto; 

1) todo punto perteneciente a dicho conlunto de puntos tiene 
tales coordenadas (c,, y,), quo y, =Í (x,). 

Dicho de otra forma, la gráfica de la función y = f (x) es el conjun- 
to de todos los puntos del plano cuyas coordenadas satisfacen la condición 
y = f(x), y no contiene otros puntos. 


Por ejemplo, la gráfica de la función y= V logs, sen x será el 
conjunto de puntos del plano ($ + 2nk, 0), donde £ es un nú- 


mero entero cualquiera, y sólo de estos puntos. 

Análisis de las funciones. Si para una función dada y = (x) 
se han estudiado todas las propiedades mencionadas más arriba, suele 
decirse que se ha realizado el anláisis de la función y = f (x). 
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Así pues, al analizar una función, se debe responder a las siguien- 
tes preguntas: 

a) ¿Cuál es el campo de existencia de la iunción? 

b) ¿Cuál es el campo de variación de la función? 

c) ¿Está acotada o no la función? 

d) ¿Toma la función los valores máximo y mínimo? 

e) ¿Es periódica? 

$) ¿Es la función par o impar o ni Una ni otra? 

g) ¿Tiene la función intervalos, donde es monótona? 

h) ¿Hay puntos de intersección de la gráfica con los ejes de 
coordenadas? 

i) ¿Cuál es la gráfica de la función? 

Observación. El carácter ilustrativo de la gráfica hace de ella 
un medio auxiliar insustituible del análisis de una función, pero la 
gráfica sólo ilustra las propiedades de la función y no las demuestra, 


$ 2. Funciones elementales fundamentales 


En este párralo se analizarán todas las funciones elementales 
fundamentales. 

Función lineal y = x. La dependencia y =w se denomina 
directamente proporcional. Se comprueban con facilidad las siguientes 
propiedades de esta función: 

a) el campo de existencia es (—oo; +00); 

b) el campo de variación es (—oo; +00); 

c) la función no está acotada ni inferior ni superiormento; 

d) la función no tora ni el valor máximo, ni tampoco el mínimo; 

e) la función es no periódica; 

s) la función es impar; 

g) la función es creciente en todo el intervalo (—oo, +00); 

h) el punto (0; 0) es el único punto de intersección con los ejos 
coordenados. 

Teorema 1. La gráfica de la función y = zx es una recta que pasa 
por el origen de coordenadas y ue sirve de bisectriz de los ángulos 
coordenados primero y tercero (fig. 95). 

Demostración. Supongamos que el punto 
M, (z,, y,) es tal, que sus coordenadas sa- 
tisfacen la condición y, = 2,. Six, = y, =0, 
entonces el punto M, coincidirá con el origen 
de coordenadas. Si ax, = y, 54 0, entonces 
los números x, € y, o bien son ambos posi- 
tivos, o bien ambos negativos, es decir, el 
punto M, se dispone o bien en el cuadrante 
primero o bien, en el tercero. Como de la 

Fig. 95 condición y, = x, se deduce que | y, | = 

= | x, |, entonces el punto M, es equidis- 

tante con relación a los ejes de coordenadas. Por consiguiente, se 
dispone o bien en la bisectriz del primer cuadrante (si sus coordena- 
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das son pesitivas), o bien en la bisectriz del tercer cuadrante (si sus 
coordenadas son negativas). Así pues, cualquier punto M, (x,, y), 
donde y, = x,, o bien coincide con el origen de coordenadas, o hien 
se dispone en una de las bisectricos de los cuadrantes primera o ter- 
cero. 

Es obvio que las coordenadas del origen de coordenadas satisfacen 
la condición O = O. Si el punto M, (x,, y2) se dispone en una do las 
bisectrices (o bien del primer cuadrante o bien del tercer cuadrante), 
entonces | zz | = | ys | (las distancias hasta los ejes coordenados 
son ipuales). Como Jos números x, e y, son 0 bicn ambos positivos 
(si el punto Mf, se dispone en el primer cuadrante) o bien ambos 
negativos (si el punto MW, se encuentra en e] lercer cuadrante), 
entonces de las condiciones | y, | = |] x2 | se deduce y, —= To, es 
decir, el punto 17, (22, y,) es tal que ya = 22. Así pues, el origen 
de coordenadas y cualquier punto dispuesto en una de las bisectri- 
ces (o bien del primer cuadrante o bien del tercer cuadrante) tiene 
tales coordenadas (2,3, Y) qUe Ya = Za. 

Por definición de la gráfica de una función, la recla que pasa por 
el origen de coordenadas y sirve de bisectriz para los cuadrantes 
primero y tercero es la gráfica de la función y = x (véase la fig. 95). 
El teorema está demostrado. 

Hipérbola y =1 . La dependencia y = so denomina inversamente 
proporcional. Se comprueban con facilidad Jas siguientes propiedades 
de esta función: 

a) el jmpo de existencia es (—oo, 0) U (0, 4-00); 

1) el campo de variación es (—oo, 0) [J (0, +00); 

c) la función no está acotada en todo el campo de existencia, 
pero está acotada inferiormente (y > 0) en el intervalo (0, +00) 
y superiormente (y < 0) en el intervalo (—oo, 0); 

d) la función no toma el valor máximo ni tampoco el mínimo; 

e) la función es no periódica; 

1) la función es impar; 

g) la función no es monótona en todo el campo de existencia, pero 
es decreciente en el intervalo (0, +00) y, además, en el intervalo 
(—o0, 0); 

h) no hay puntos de intersccción con los ejes. 

La gráfica de la función y = : es una linea denominada hipérbola 


(fig. 96). 

Teorema 2. La gráfica de una función impar es simétrica respecto 
del origen de coordenadas. 

Demostración. Sea dada una función impar y = f (lx) y suponga- 
mos que el punto (xp, yy) se dispone en la gráfica de esta función. 
Entonces, Yo = Í (xp) y, por ser la función impar, yo = Í (—xp), es 
decir, el punto (—xp, —yYo) es simétrico a) punto (xp, Yo) con relación 
al origen de coordenadas y se dispone también en la gráfica. El 
teorema queda demostrado. 
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Observación. Para construir la gráfica de una función impar 
es suficiente coustruirla para 2>0, Para x < 0, la gráfica resulta 
una representación simétrica de la parte de la gráfica construida res- 
pecto al origen de coordenadas. 


Puz. 960 Fig. 97 


Parábola y = x%. La dependencia y =a* so denomina cua- 
drática. Se comprueban corn facilidad las siguientes propiedades de 
esta función: 

a) el campo de existencia es (—oo, +00); 

b) el campo de variación os [0, +00); 

c) la función está acotada inferiormente: y > 0; 

dl) la función toma su valor mínimo y = 0 cuando x = 0; 

e) la función no es periódica; 

f) la función es par: 

g) la función no es monótona en todo el campo de existencia, 
pero es decreciente en ol intervalo (—>o, 0] y creciente en el inter- 
valo [0, +00); 

h) el punto (0; 0) es el único punto de intersección con los ejes 
coordenados. 

La gráfica de la función y = x* es una curva que se denomina 
parábola (tig. 97). 

Teorema 3. La gráfica de una función par es simétrica respecto 
de eje Ox. 

Demostración. Supongamos que ol punto (x,, y,) se dispone en 
la gráfica de una (unción par y =f (2), es decir, sea yp = f (Zo). 
Debido a la paridad de la función, yo = Íf (—x,). es decir, el punto 
(—x0. Yo) es simétrico al punto (zp, Yo) con relación al eje Oy y se 
dispone también en la gráfica de la función y = f (x). El toorema 
queda demostrado. 

Observación. Para construir la gráfica de una función par es 
suficiente construicla sólo para > 0. Para x < 0, la gráfica resulta 
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una representación simétrica de la parte de la gráfica construida 
con relación al eje Oy. 


Funciones potenciales y = x%. Las funciones examinadas más 


; 4 
arriba, a saber, y= x, Y = 7%, y = —-+ Pepresentan caso sparticula- 
E] 


res do la función potencial. 


Voamos otros casos: 

l. y =x*” (mes un número natural fijo). Entoncos, 
a) el campo de existencia es (—oo, 00); 

b) el campo de variación os [O, +00); 


d) la función toma su valor mínimo y =* 0, cuando zx = 0; 

e) la función no es periódica; 

f) la función es par; 

y) la función no e3 monótona en todo el campo de existencia, pero 


decrece en el intervalo) (—oo, 0] v crece en el intervalo [0, + 00); 


M 


A O <<< GU CE, CRD CA 


Fig. 08 Fig. 99 


h) el punto (0; 0) es el único punto de intersección con los ejes 


coordenados. 


en 


Las gráficas de las funciones y = 3%, y = x*, y = xf se exponen 
la fig. 98. 

2. y = e?” -1 (mm es un número natural fijo). Entonces, 

a) el campo de existencia es (—oo, +00); 

b) el campo de variación es (—oo, +00); 

c) la función no está acotada ni superior ni inferiormente; 

d) la función no toma el valor máximo ni tampoco el mínimo; 
e) la función no es periódica; 

f) la función es impar; 
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e) la función es creciente en todo el campo de existencia; 

h) el punto (0; 0) es el único punto de intersección con los ejes 
coordenados. 

Las gráficas de las funciones y = 2, y = 4%, y = «6 se exponen 
en la tig. 99. 

dy =x"" (m es un número nalural fijo). Entonces, 

a) el campo de existencia es (—oo, 0) U (0, +00): 

b) el campo de variación es (0, 4-00); 

c) Ja función está acotada inferiormente: y > 0; 

d) la función no toma el valor máximo ni tampoco el mínimo; 

e) la función no es periódica; 

f) la (unción es par; 

£) la función no es monótona en lodo el campo de existencia, pero 
crece cu el intervalo (—oo, 0) y decrece en el intervalo (0, +00); 


Fig. 100 fig. 101 


h) no hay puntos de intersección con los ejes coordenados. 

Las gráficas de las funciones y = y *, y = x"* se exponen en la 
fig. 100. 

4. y =2<*""* (m es un númoro natural fijo). Entonces, 

a) el campo de existencia es (—oo, 0) U (0, +00); 

b) el campo de variación es (—oo, 0) UY (0, +00); 

c) la función no está acotada ni superior ni inferiormente; 

d) la función no toma el valor máximo ni tampoco el mínimo; 

e) la función no es periódica; 

f) la función es impar; 

g) la función no es monótona en todo el campo de existencia, 
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pero decrece en el intervalo (—oo, 0D) y, adomás, en el intervalo 
(0, +00); 

h) no hay puntos de intersección con los ejes coordenados 

Las gráficas de las funciones y— 7%, y =x", y = x735 se expo- 
uen en la fig. 101. 

5. y == x* (a es un número positivo fijo no entero). Entonces, 

a) el campo de existencia os [0, +00); 

hb) el campo de variación es [0, +00); 

c) la función está acolada inferiormente: y > 0; 

d) la función toma su valor mínimo y =0 para r = 0; 

e) la función no es poriódica; 

f) la función no es par ni tampoco impar; 

g) la función es creciente en todo el campo de existencia; 

h) el punto (0; 0) es ol único punto do intersección con los ejes 
coordenados. 

Las gráficas de ciertas tunciones se exponen en la fig. 102, 


VJ 
/ 


y 


a y Uca cas! 
ll y=2 
id ns E 


Fig. 102 


6. y = x-4% (au es un número positivo fijo no entero). Entonces, 

a) el campo de existencia es (0, +00); 

b) el campo de variación es (0, +00); 

c) la función está acotada inferiormente: y > 0; 

d) la función no toma el valor máximo ni tampoco ol mínimo; 

e) la función no es periódica; 

f) la función no es par ni tampoco impar; 

g) la función es decreciente en todo el campo de existencia; 

h) no hay puntos de intersección con los ejes coordenados. 

Las gráficas de ciortas funciones se exponen en la fig. 103. 

Función exponencial y = a”. Una función y = a*, dondo a us 
un número fijo tal, que a > O ya y 1, se denomina función exponen- 
cial. La función exponencial posee las siguientes propiedades; 

a) el campo de existencia es (—oo, +00) 

b) el campo de variación es (0, +00); 

c) la función está acotada inferiormente: y >> 0; 
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d) la función no loma el valor ianíximo ni tampoco el mínimo; 

e) la función no es periódica; 

7) la función no es par ni tampoco impar; 

g) sia > 1, la función y = a* crece en todo el campo de existen- 
cia; si¡0<a< it, la función y = a* decrece en todo el campo de 
existencia; 


q 0<aj<a,<! 
Mysa 120) 


Fig. 103 


h) el punto (0; 1) os el único punto de intersección con los ejes 
coordenados. 

Las gráficas de algunas funciones exponenciales se exponen en la 
fig. 104 (para a > 1) y en la fig. 105 (para 0 < a < 1). 


Fig. 103 Pie. 105 


Función logarítmica y = log x. Una función y = log zx. donde 
qa es un número fijo tal, que a >0 y a £ 1, se denomina función 
logarítmica. La función logarítmica posee las siguientes propiedades: 
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a) el campo de existencia es (0, +00); 

b) el campo de variación es (—oo, 00); 

c) la función no está acotada ni superior ni inferiormente; 

d) la función no toma el valor máximo ni tampoco el mínimo; 

e) la función no es periódica; 

f) la función no es par ni tampoco impar; 

g) sia > 1, la función y = log, x crece en todo el campo de exis- 
tencia; si 0 <a< 1, la función y = log,z decrece en todo el campo 
de existencia; 

h) el punto (1; 0) es el único punto de intersección con los ejes 
coordenados. 

Las gráficas de algunas funciones logarítmicas se exponen en la 
fig. 106 (para a>> 1) y en la fig. 107 (para 0 < «a < 1). 


/ ly: ¿0472 
Z MA y= ¿Bligoo 
ó ES 109 17359 
Md Hg=laajoz 


114 [y TA 
J Dy= 199,2 
T My=lnx 

Wy=t0g x 


Fig. 106 Ria. $07 


Funciones trigonométricas principales. Anles de empezar el 
análisis de las funciones trigonométricas demoslremos un teorema. 

Teorema 4. Para construir la gráfica de una función cuyo período 
principal es T, basta construirla en el segmento de longitud T y hacer 
prolongrarla luego periódicamente. 

La demostración se desprende de la definición de gráfica de la 
función y de la definición de periodicidad de la misma. Así por ejem- 
plo, si f (x 4 n7) == f (x), entonces junto con el punto (zp. yo) 
a la gráfica le pertenecen también los puntos (7, -+- 1. yo) para 
todo n entero. 

Sinusoide y = sen a. FHaciendo uso de las propiedades del seno 
de un ángulo, obtenemos las siguientes propiedades de la función 
y = sen z: 

a) el campo de existoncia es (—oo, +00); 

b) el campo de variación es (-4; 1); 
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c) la función está acotada inferior y superiormente; 


d) la función toma su valor mínimo y = —1 para cada x, = 
=— S+2nk, dondo k es un número entero ie como tam- 
bién su valor máximo y = 1 para cada Z, = a ¿308 ¿1m, donde m es 


un número entoro cualquiora: 
e) la función os periódica, de periodo principal igual a 21; 
f) la función es impar; 
g) la [unción no es monótona en todo el campo de existencia pero, 


crece en cada intervalo [| —$+2mk, + +2 | , donde k es un 
número entero cualquiera, y decreco en todo intervalo E + 2nk, 


q . 
—— + 2d |, donde k es un número c:tero cualquiera. 
ás 


. . T Tr 
Mostremo3, por ejemplo, que on el “segmento [—$> 5) la 
función y=scn x Os creciente, es decir, que para cualquier par 


5 mo _K em 
de números x, y zaz cs tal, que =P IA 8 verifica la 


desigualdad sen x, < son tj. 
Para cualquier par de números zx, y Y, tenomos, según la fórmula 
para la diferencia de los senos: 


TIT, 
sen £, — sen 23 = 2 son — 


2 a. (1) 


cos 
Demostremos que el segundo miembro de la igualdad (1) es noga- 
. . T JC e .. JT . 

tivo, si —= JE IE. La condición <= + es equivalente 


o: T s : 
a la condición —=7<S —Yz. Al sumar esta igualdad con la igual- 


T . 
dad — EY obtendremos —1 < 1, — Z2. Tomando en conside- 


ración que la desigualdad zx, < x, es equivalonte a la desigualdad 
<0O0, 


2, —£, <0O, tenemos —r<Áx,— 2 <O0, o bien <A A 


Ly e” Lg 


2 
A e xn FU TL 

SA X Y ADA oblenemos — 1 < X, + La XT, 

Hhza 


Por consiguiente, sen <0, Al sumarlas desigualdades — 


e 14 z T . . 
o bien A E sd DN Md E <> . Por consiguiente. cos > 0, 


Ást pues, el id is de la igualdad (1) es aa a cero, 
por consiguiente, Sen T, <X SON Zj. 


Mostremos que en el segmento [3 ' 7] la función y ="sen x 


es decreciente, es decir, que para cualquier par de números £, y Z> 
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mn - ni da ' 
Adicionando (—a) a las desigualdades É<xA, <A o 
: j " ¿ den ( esgua CUdueS TRAS 2 0] enc mos 


> 


<= T Gs . 
— y INE fin virtud de que un el seguento 


T TT .. , 
[-5 : + | la función y-==sen x es monótona creciente, tenemos 


para (x, — 1) Y (2, — a) que sen (%, — xx) < sen (2, — 2). Ahora, 
es válida la cadena de desigualdades equivalentes: sen (2, — n) < 


< sen (1, — 1) <=> sen [--(a — 2)] < sen l— (a — ta) => 
<> — sen (1 — 2,) < — sen (1 — 2) => sen (n — x,) > sen (n— 
— £2) <> Sen 2, > sen z,. 
Quiere decir que es válida la desigualdad sen x=, > sen zo, lo que 
se Crataba de demostrar. 

De modo análogo se demuestra que la función y =: sen z es cre- 


L al ¡ “t 4 TX 4 >? 
ciente en cada intervalo | =3 +z2nh, y ==20k | , donde es un número 


: AL 
entero cualquiera, y decreciente en cada intervalo | 2nde, + 


+21k |, donde /: es un número entero cualquiera. 


h) los puntos de intersección con los ejes coordenados son aquellos 
que tienen las coordenadas (11%, 0), donde % es un número entero 
cualquiera. 

Teniendo presente el carácter periódico de la función, so puede 
construir la gráfica de la misma y = sen x, que se denamina sinusoide 
(fig. 108). 

Cosinusoide y = cos. llaciendo uso de tas propiedades del 
coseno de un ángulo, oblenemos las siguientes propiedades de la 
función y = cos 2: 

a) el campo de existencia es (—oo, +00); 

b) el campo de variación se [—1; 1]; 

c) la función está acotada inferior y «nperiormente: 

d) la función toma sn valor minimo y = —1 para toda, 1 -- 
—- 221, donde / es un número entero cualquiera, y el máximo y =- 1, 
para cada z, = 25m. donde m es un número entero cualquiera; 

e) la función es periódica, el período principal es de 2a; 

fi la sunción cs par; 
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£) la función no es monótona en todo el campo de existencia, pero 
la lunción es creciente en cada intervalo [2.1% — xu. 21kl, donde % 
es un número cantero cualquiera, y decreciente en cada intervalo 
(2x0, 21 -1- al, donde 4 es un número entero cualqnicra. 

h) el punto de intersección con el eje Oy tiene las coordenadas 
(0; 1); hay una infinidad de puntos de intersección con el eje Ox; 
cada uno de los puntos (+ + ne, 0), donde k es un número entero 


cualquiera, es el punto de intersección con el eje Oz. 


Fig. 104 


Teniendo presente el carácter periódico de la función, se puede 
construir la gráfica ed la misma y —= cos x, que se llama cosinusoide 
(fig. 109). 

Curva de tangente y = tg. llacicado uso de las propiedades 
de la tangente de un ángulo, obtenemos Jas siguientes propiedades de 
la función y == tez. 


z ' » ft, 
a) el campo de existencia es cualquier a, salvo 1, =-=--+ Tu, 


donde k ez un número enlero cualquiera; 

b) el campo de variación es (—oo. =00); 

c) la tunción no está acotada; 

d) la función no toma el valor máximo ni tampoco el mínimo; 

e) la función es periódica, su período principal es a; 

f) la función es impar; 

£) la función no es monótona en todo el campo de existencia, 

. . . . TE 

pero es creciente en cada uno de los siguientes intervalos (su a 


TÉ eS , donde 4 es un número entero cualquiera. 


li) los puntos de intersección con los ejes coordenados son aque- 
los que tienen las coordenadas (sua, 0), donde m es un número entero 
conlquiera. 

Teniendo presente el carácter periódico, podemos construir la 
egrálica de la función y = tg x, que se llama curva de tangente 
(Sig. 110). 

Curva de colangenle y = ctg x. Haciendo uso de las propiedades 
de la cotangente de un ángulo. obtenemos las siguientes propiedades 
de la función y =- ete 7: 
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a) el campo de existencia es cualquier x. salvo rm = am, don- 
de in es un número entero cualquiera; 

») el campo de variación es (—oo, -00); 

c) la función no está acotada; 

d) la función no toma el valor máximo ni el minimo; 

e) la función es periódica, su período principal es a; 

f) la función es impar; 

2) la función no es monótona en todo el campo de existencia, pe- 
ro es decreciente en cada uno de los siguientes intervalos (sim, q + 
+ nim), donde m cs un número entero cualquiera; 


. 
. AA A mt 


"ig. 110 


h) los puntos de intersección con los ejes conrdenados son aquel- 


. el - 
los que tienen por coordenadoas (3>+ am, 0) , donde m es un número 


entero cualquiera. 

Tomando en consideración el carácter periódico, se puede construir 
la gráfica de la función y = ctg x. que se llama curva de cotangente 
(fig. 111). 

Funciones trigonométricas inversas principales. Las funciones 
y = Arcsen x, Y = arccos x, Y = arctg x, y == arcctg x se denominan 
funciones trigonométricas inversas principales. 

Función trigonométrica inversa y = aresen +. ITaciendo uso de 
las propiedades del arco seno de un número, obtenemos las siguien- 
tes propiedades de la función y == arcsen z. 

a) el caapo de existencia es [—1; 1]; 

dat E 
b) el campo de variación es air E 
c) la función está acotada inferior y superiormenteo:; 


- 
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a a T 
d) la función toma el valor mínimo y = > cuando rx = — 1, 


> . *l 
y el valor máximo y ==, cuando * = 1; 


e) la función no es periódica; 

f) la [unción es impar; 

e) la función es creciente en todo el campo de existencia; 

Demostremos esta prpiedad. Con este objeto mostremos que si 
—1< 1, X 2, 1, enbonces arcsen x, < aresen x,. Denotemos 4, = 
= ArCSsen 1, Y da = arcsen y. Está claro que sen 4, = 1, y Sen Uy = 
= Ya, Cs decir, es necesario demostrar que si sen %;, < Sen Aa, 


Fig. 111 


entonces A, <p. MHenlicemos la demostración por reducción al 
T TU . . 
absurdo: sea 2, >22. Por cuanto en el segmento |-5 ó 5 | la función 


y = sen zx es siempre creciente, de la condición x, > Y, resulta que 
sen a, > sen %s, lo que contradice la condición sen «a, < sen Usa. 
Por lo tanto, Ja suposición no es cierta, es decir, la función y = are- 
sen x es creciente. 

h) el único punto de intersección con los ejes coordenados es 
el (0; 0). 

La gráfica de la función y = arcsen x se expone en la fig. 112. 

Función trigonométrica inversa y = arccos x. Haciendo uso de 
las propiedades del arco coseno de un número, obtonemos las siguien- 
tes propiedades de la función y = arccos zx: 

a) el campo de existencia es [—4; 1); 

b) el campo de variación es [0, al; 

cy) la función está acotada inferior y superiormente; 

d) la función toma el valor máximo y = 1 cuando x = —Í, 
y el valor mínimo y += 0, cuando x == 1; 
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e) la función no es periódica; 

f) la función no es par y no es impar; 

g) la función es decreciente en todo el campo de existencia; 
T o e $ 

h) los puntos (0, +) y (1: 0) son puntos de intersección con 


los ejes de coordenadas. 
La gráfica de la función y .= arecos zx es expone en la fig. 113. 


y 


7 ? y urea (Lada 


LL y=0rccas z 


Fig. 142 Fig. 113 


Función trigonométrica inversa y = arcílg x. Haciendo uso de 
las propiedades del arco tangente de un número, obtenemos las 
siguientes propiedades de la función y = arctg z: 


a) el campo de existencia es (—oo, +00); 

b) el campo de variación es (—-2, 5) : 

c) la función está acotada inferior y superiormente; 

d) la función no toma ni el valor máximo ní el mínimo; 

e) la función no cs petiódica; 

t) la función es impar; 

g) la función es creciente en todo el campo de existencia; 

h) el punto (0; 0) es el único punto de intersección con los ejes 
coordenados. 

La gráfica do la función y -= arclg x se expone en la fig. 114. 

Función trigonométrica inversa y = arcclg 7. Haciendo uso de 
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las propiedados del arco cotangente de un número, obtenemos las 
siguientes propiedades de la función y = arcctg zx; 

a) el campo de existencia es (—oc, +00); 

b) el campo de variación es (0, a); 

c) la función está acotada superior e inferiormente; 

d) la función no toma ni el valor mínimo ni el máximo; 


y A 


¿parecia 3 


Yy=d ES 


e) la función no es periódica; 
fi la función no es par y no es impar; 
g) la función es decreciente en todo el campo de existencia; 


h) el punto (0, 3) es el único punto de intersección con los ejes 


coordenados. E 
La gráfica de la función y = arcctg x se expone en la fig. 115. 


$ 3, Funciones inversas 


Aplicación biunívoca. Toda función y = f (x) aplica el campo 
de existencia de la función sobre el campo de su variación de tal 
modo que a cada zx del campo de existencia le corresponde el único 
valor y del campo de variación. 

Examinemos unas cuantas funciones junto con sus campos do exis- 
tencia y de variación (tabla 2). 

Algunas de las funciones aducidas a diferentes x del campo de 
existencia les ponen en correspondencia diferentes y. Por ejemplo, 


Tabla 2 
. Campo de | Campo de 
Función exis lencia | variación 
y 1? [— 00; 001 [0; 00) 
y= Piet (4; 1] (0; 1] 
1 
E — 00: 1 0: 
ly po (— 00: 00 (0; 1) 
poa 2N | (—00; 00: (0; 00) 
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para la función y = 2%, cualquier valor de y del campo de variación 
se obtiene sólo para un valor de x del campo de existencia. En estos 
casos se dice que la función realiza una aplicación biunivoca de su 
campo de existencia sobre el campo de variación. Flemos de notar 
que todas las demás funciones citadas en la tabla no poseen dicha 
propiedad: 

la función y = 2? toma un mismo valor y = 1 tanto para xr = Íl, 
como para z= — 1; 


la función y=V1—2P ¡ 13 tanto 
a función y= — zx“ toma un nismo valor y = > tan 
1 1 
para == Como para 2= —=3; 
; l 4 
la función => toma un mismo valor y=>3 tanto para 


r=2, como para z= —2. 

Así pues, las funciones puedon dividirse en dos clases: 

1) funciones que realizan una aplicación biunívoca del campo de 
existencia sobre el de variación; 

2) funciones que no poseen esta propiedad. 

Si las funciones de la segunda clase se analizan no en todo el 
campo de existencia, se logra frecuentemente elegir tal campo de 
definición (una parte del campo de existencia) que la función apli- 
cará dicho campo de definición sobre el campo correspondiente de 
variación ya de manera biunívoca. Cabe indicar que culquier función 
y = f (x) en aquella parte del campo de definición X (perteneciente 
al campo de existencia de la función), donde ella es estrictamente 
monótona (es decir, creciente o decreciente) pertenece a la primera 
clase. Por ejemplo, para la función y = x% a título de tal campo in- 
terviene el intervalo [0, —00) ou el intervalo (—oo, (0). 

Examinemos la función y = x* en el campo do definición X, = 
= (—oo, 0] (el campo de variación que le corresponde es Y, == 
== Í), --00)). Esta función realiza una aplicación binnívoca del 
campo Y, sobre el campo Y,. En este caso a base de cada y del cam- 
po Y, se puede restablecer de modo unívoco el valor de x del cam- 
po X,. Efectivamente, si y, € Y,, entonces el valor correspondiente 


de zp, tal que yo = x?, se busca de acuerdo con la regla xp = —Y yo. 
En este caso, si yo y Yo. entonces zp 7£ Lo. donde «o = — V Yo, 
y Zo = — Y yo. Con otras palabras, se puede establecer una aplica- 


ción biunívoca del campo Y, sobre el campo X, según la regla 
YN 
Así pues, la función y = a? realiza una aplicación biunívoca del 
campo X, sobre el campo Y,, mientras que la regla x = — Y y reali- 
za una aplicación biunívoca del campo Y, so)re el campo A,. La 
regla z = — Y y se llamará regla inversa para la función y = a? en 
el campo de definición X, y en el de variación ),. 

SirxeX, =(—o, 0 e y € Y, =10, +00), la función y = x* 
y la regla x = — V y expresen una misma relación entre las varia- 
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bles ey: solamente para cualquier par (+0. Yp) de las variables en 
consideración la función y = 2? presta la posibilidad de hallar yo, 
si se conoce z., y la regla x = — V y, hallar zp conociendo yn. 
Función inversa. Si en la regla inversa sustituimos z por y e y 
por x, sustituyendo simultáneamente el campo de definición por el 
de variación, y el campo de variación por el de definición, entonces 


obtendremos una Innción nueva y = — V zx, cuyo campo de defini- 
ción será X, == [0, --00) = Y,, y el campo de variación, Y, = 
= (—oo, 0] = X,. Esta nueva función y = — Vx con el campo 
de definición X, y el campo de variación Y, se denomina función 
inversa con relación a la función y = 2?, cuyos campos de detini- 
ción y de variación son X, ec Y,, respectivamente. 

Para una función y - x3con el campo de definición X¿ = 10; 10) 
y el campo de variación Ys = [0; 100) ln función inversa será y = 
=V z, cuyo campo de definición se representa por X, = [0; 100) 
y el de variación, por Y, = [0; 10). 

Demos a conocer la definición de función inversa en el caso gene- 
ral. 

Supongamos que el campo de definición de la función y = f (x) 
es tal que la tunción realiza una aplicación biunivoca del campo de su 
definición X sobre el campo de variación Y. Entonces, a partir de 
cualquier y, perteneciente al campo Y, so puede restablecer univoca- 
mente el valor de x del campo X, procediendo de la manera siguiente: 
en la igualdad f (1) — y = 0 so considera fijo cualquier y € Y y se 
busca % € X que satisfaga la igualdad citada. Cada x € X encontrado 
se denota con f7i (y). La igualdad « = $7? (y) lleva el nombre de 
regla inversa. Se denomina función inversa de la función y = 
= Í (2) (1 € X. y € Y) aquella que se obtiene a partir de la regla 
inversa x= f7? (y). sustituyendo z pot y, e y por x con la sustitu- 
ción simultánea del campo de definición por el campo de variación 
y del campo de variación por e] de definición. Realizada la susti- 
tución mencionada, el campo de variación de la función y = j (x) 
se convierto en el campo de definición de la función inversa y = 
= f71 (2), mientras que el campo de definición de la función y = ] (x) 
se hace el campo de variación de la función inversa y = f71 (x). 
Así pues, dos funciones, a saber y = f (x) con el campo de defini- 
ción X y el campo de valores y, y la Junción y = f71 (x) con Y e X 
que intervienen como sus campos de definición y de valores, respec- 
tivamente, donde f [f"? (2)] = x para todo € Y, y f“[f (0 - x 
para todo 7 € X. son tales que una de ellas es inversa de la otra. 

Mostremos en algunos ojemplos cómo se buscan la regla inversa 
y la función inversa. En todos dos ejemplos que se dan a continuación 
los campos de definición están elegidos de modo tal, que las funciones 
correspondientes realizan una aplicación biunívoca del campo de 
definición sobre el campo de variación (tabla 3). 

Observación. No siempre se logra encontrar para cada función 
tal campo de definición, que se aplique por ella de manera biuníivoca 
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Tabla 3 


í n mpo de v: i Rexla inversa 
Función y =1(x) Campo ne INICIO Ca po de nel mm pe 
y=25 OEx<co 0 y < 1=V y 
y = 1? oo <r<0 0<y <> ra —V y 
y = 2% — 0 <xc<0 WEXSFES> += logs y 
=Y 1-2 0<1<1 IES r=y1—y 
y=Y 1-2 =1<1x<0 O<ys1 r=—y1i-y 
1 
= ———— UXziZ y E | q= Vt- 
y +22 e Uy 
27 “3 uan 
y=2x+1 — 00 LT — 00 Zig LO A 
y= (2-41) iio 0 y <: 00 | += y—1 
Función inversa € d de ft ición | Campo de variación 
Puneson q== at | Forgien iygersn | Campo de deripición | Compe de vn 
y= 33 y=VYVz << > | 41 y < oo 
y = 22 y=—Vx UE:<w —o<y<X0 
y = 2% y = Ing, z ro —owo Zy<Xo 
y=Y 113 y=Y 123 ¡EEES 0<y<1 
y=-=Y Ig? y=—y 12 U<x:21 -1<y<0 
4 pr 
== y = a, VEA PX 
y 1+.12 ¿ V E Í ( e LLZ< 0 
y=2r+1 y= sie). —Z 0 ITA o 
y=(2+ 1)? y=Yr— 1 d<xw —1:y<o 


sobre el campo de variación correspondiente. Yor ejemplo, la función 
y = Í no aplica biunivocamente ningún intervalo de la recta numé- 
rica sobre el correspondiente campo de variación. Como otro ejemplo- 
puede aducirse la función de Dirichlet. 

Gráfica de la iunción inversa. Aclaremos, ante todo, cómo se 
disponen los puntos, las coordenadas de uno de los cuales se obtienen 
a partir de las coordenadas del otro, sustituyendo xz por y e y por z. 

Teorema . Cualesquiera puntos A (Zo, Yo) y 13 (Yo, xy) son simétricos 
respecto de la recta y = x. 

Demoustración. Sí xr. = yo, entonces los puntos 1 y 3 (tig. 116) 
coinciden y se disponen en la recta y = z, es decir, en este caso la 
afirmación del teorema es cierta. Admitamos que 7, % Yp Y SUPonga- 
mos que el punto A (Zo, Yo) se dispone en el primer cuadrante, siendo 


343 


Zo > Yo. Tracemos, partiendo del punto A, una recta AA, paralela 
al eje Or, es decir, una recta y = yo; partiendo del punto B, tracemos 
una recta /3B, paralela al eje Oy, es decir, la recta x = yy. Las 
rectas AA, y BB, se cortan en el 
punto C (Yo, Yo). es decir, en un pun- 
to dispuesto en la recta y = z. 
Examinemos el triángulo BCA; es 
rectángulo (el ángulo recto es el 
BCA) e isósceles (| AC | =18C]| = 
= | zo — Yo 1). La bisectriz (CD) 
del ángulo BCA coincide con la rec- 
fa y=x. Por cuanto el triángu- 
lo 1iCA es isósceles, su bisectriz 
(CD) sirve de altura y de mediana, 
por consiguiente. (CD) 1 (48) 
y [JAD|= 12D |. Esto significa 
de que los puntos A y B son simé- 
> tricos respecto de la recta y = 2. 
Análogamente se demuestra el 
teorema para cl caso en que el punto A (2y. yo) se dispone en el 
primer cuadrante y 24 < Yo, como también cuando el punto A (za, 
yo) se dispone no en el primer cuadrante. El teorema está demos- 
trado. 


fi , ' ME e 14.8 
pp” 
| d 5; , y! 


22 Fl 


[e day! 
po l 
TAS 
hs, Figd) 


Piy. 117 


Supongamos que la función y = Í (<) aplica biunivocamente el 
campo de definición X sobre el campo de variación Y. En este caso 
la gráfica de la función es tal, que según cualquier x, se halla uní- 
vocamente y, = f (x,). y, viceversa, según cualquier y, se lalla 
unívocamente 7, = [7 (ya) (fig. 117). 
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Si un punto AM (<c,, Yo) se dispone en la grafica de la función y = 
= f (2), sus coordenadas satisfacen la condición y, = Í (Zo), y, por 
lo tanto, también la condición zx, = f7? (yo). Hablando de otro 
modo. todos los puntos (y sólo ellos) de la gráfica y = Í (x) satis- 
facen la condición x = f7* (y). Como para obtener una función 
inversa. es necesario en la regla inversa x= = f7! (y) sustituir x por y, 
e y por x, todo punto de la gráfica y = f7* (x) se obtiene a partir de 
un punto correspondiente de la gráfica de la función y = f (%) susti- 
tuyendo z por y. e y por y, es decir, si el punto A (2, y) es un punto 
de la gráfica y=f(x). enloncos K,(y. 2) será un punto 
de la gráfica y = f7? (x). De estos razonamientos y el teorema se con- 
cluye que la gráfica de la función inversa y = f7* (1) so obtiene de 
la gráfica de la función y = f (x) por la representación simétrica de la 
última respecto de la recta y = x (véase la fig. 117). 

Observación. A menudo surge una situación eo que la forma 
de la función inversa no es del todo simple. Por ejemplo, la función 
y == ¿"ml donde m es ua número natural fijo, aplica biunívocamen- 
te su campo de exisiencia (toda la recta numérica) sobre el campo de 
variación Y = (—oo, +00). Para determinar la reyla inversa con 
ayuda de la cual se construve la función inversa. bace falta hallar x 
que satisfaga la igualdad 1%" — y = 0, Como se sabe (véase el 


" . 4 2M-=1 + 
cap. JV), para y no negativo tal x existe, a saber. x= % 4 y: 
e e e - 2 | 
para y negativo tal x también existe. a saber. == Y ]yl 
Por eso, la regla inversa se prelija del modo siguiente: 
¿mo 1, 


BP, si yE[0. --00): 


¿em IiZ£ Tr . 
==" jul. si yE(—o0 
Por consiguiente, la función inversa tendrá por expresión 


is Y xy si rEJO, 00); 
y= |! (7) == Tri? ET á : 
A lil, si rElL—o0, M), 

Á veces la función inversa de vna función potencial y - al se 

. 1. Qe rr — 
escribe con ayuda de una sola fórmula y -<% y comas no lo hare- 
mos así. puesto que el símbolo ¿4a. se usa por nosotros solamente 
para los números no negativos «. 

Funciones inversas de las funciones trigonométricas fundamen- 
tales. Para cualquicra de las funciones trigonométricas funda- 
mentales, y = Sen 1, y =Cosx. y =tezx. y = cto z, se pueden 
escoger muchos campos de definición. cada uno de los cuales se apli- 
que bianivocamente por la función trigonométrica corr espondiente 
sobre el correspondiente campo de variación. Además, sí una función 
trigonométrica fundamental se anaiza en su campo d € definición, 
especialmonte elegido, como función inversa de clla intervendrá una 
función trigonométrica inversa correspondiente (véase la tabla 4). 

Es evidente que cualquier función trigonométrica fundamental 
inversa aplica biunívocamente su campo de definición sobre su cam- 


dl =— 
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Tabla 4 


E tamnapo de definición ] Compu de variación Kegla inversa 
Función y=Ífian 4 de f(x) Ha y = f(x) 1=: FA y) 
C Aa 
y = sen | ——] SIS 57 —=13y<1 7 =UIC8eN y 
Yy=C05 2 ESE: —1X%y<1 T=ATCccnSs y 
T st ; 
y=tgx TA RAR — 1 XZYZ 0 = arctg y 
y=Cctg zx ULZIZA — 2 YX =arcctg y 
| 
A 7 unción inversa Canmipo de definición | Campo de variación 
Función y= Ax) y = /"Ux) de y= "J(x) de y /=MUx) 
| ] . . 
y == Sen z y =Aarcsen Y —lxr<1 TY SIS Sy 
y = (us x Y =4ITCCOS Z ir <l EEE 
T E 
y=tgx Y=u0rclg x — RAIL DO + ALS 
p=ctg zx Y =RTCCÓO E — MAIZ <I ODO UZYy<T 


po de variación. Por eso, cada una de estas funciones cuenta con su 
función inversa, que es ma función trigonomótrica fundamental 
correspondiente, pero analizada sola- 
mente en cl campo de definición co- 
rrespondiente. 
Por ejemplo, para la función y = 

= arccos ¿como función inversy sirve 
y == cos «, considerada sólo en el seg- 
mento JO. 31d: para la función y = 
=arctg y como función inversa inter- 
viene y = tg «, analizada sólo en el 


intervalo (+. +). 


1) 
Jlallemos en conclusión la fun- 
ción inversa para una  Tunción 
y =sen « con el campo de defini- 


PT Sa a] , . 
ción x! , . Ys fácil ver que 
LT ] 


Fig 11S 


la función y - sen x aplica en el segmento X sobre 
el scemento Y «= [—1: 1) razón por la enal esta función cuenta con 
su inversa. Para encontrarla tomemos arbitrariamente y, € Y, 
e hallomos ry € X, partiendo de la igualdad sen ry — yo = 0. Es 
obvio que el número Xp = n — aresen yy satisface dicha igualdad 
rn 3n 
y pertenece al segmento | OE 


rm 


l'or eso, la regla inversa será x = 
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= a — aresen y. Quiere decir, la función inversa es y = 1h -—— arcseu 

sen w. ÁAsj pues, para la función y —= sen x con el campo de defini- 
. » T.. 3 . os . "4 

ción X .-| -]. 3 | interviene como su inversa la función y = —aresen 

za. con el campo de definición [—1; 1] y campo de variación 

¡ 51 

LS ; | (fig. 118). 


$ 4. Superposiciones de funciones y sus gráficas 


Función compuesta. Supongamos que la función u = q (x) está 
definida en un conjunto X y el conjunto de valores de esta función 
integra el campo de existencia de la función y — FP (u). En este caso 
a cualquier x del campo de dotinición X de la función u = «q (2) le 
corresponde un valor determinado de la variable e, y a dicho valor ue 
la función y = F (u) le pone en correspondencia un valor determinado 
de la variable y, es decir, la variable y es una función de y en el 
conjunto X: y = £ lp (a). La función obtenida de otra función se 
lama función compuesta de la variable x. La función u = q (x) se 
denomina función interior, y la función y -- F (u). exterior. Una 
función compuesta y = F [y (x)] se denomina con freenoncia super- 
posición de dos funciones: la inferior u — (q (2) y la exterior y = 
= Y (u). Por ejemplo, si «+ == cosz e y = 2", entoncos para cual- 
quier x= positivo queda definida la función compuesta y = 2008 x, 
Las funciones compuestas son. por ejemplo, 


y =sen (27 + 4), y = logstg x, y -— te log, x. 


Las funciones, obtenidas de las funciones elementales fundamen- 
tales con ayuda de un número finito de operaciones algebraicas, 
empleando un número finito de superposiciones, se denominan, habi- 
tualmente, funciones elementales. Serán funciones elementales, por 
ejemplo, 


y=tP i-22, y=1l0g,sen 3%, 


IATA TERA 
=> 4 A A s 2 ds 
tl AO 


Examinemos los ejemplos que muestran cómo se construye la grá- 
fica de una función compuesta y = F' [gq (2)], si se conocen la gráfica 
de la función interior + = q (2) y las propiedades de la función 


las propiedades y las gráficas de las funciones elementales funda- 
mentales). 

Construcción de la gráfica de la función y -= (7) según la 
gráfica de la función y = f (x). Supongamos que un punto 
Ma (%o, Yo) pertenece a la gráfica de la función y = Í (2), es decir, 
que yo = f (£p). Elijamos un puuto 17, (o. —Yp), simébrico al punto 
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Mo (to, Yo) respecto del eje Ox. Las coordenadas del punto 1, (Lo, 


—yYo) satistacen la condición —yy = —Í (ro), por lu cual el punto 
M, (Xo» —Yo) pertenece a la gráfica de la función y = — f (x). Por 
¿4 
Ii : 1 
od 
Loa 
| 
y 
i / 
p ) 
b í 


| 
| 


Pig. 119 Fig. 120 


cuanto el punto Afo (co, Yo), perteneciente a la gráfica de la función 
y =](x), se ha elogido arbitrariamente, y dado que las funciones 
y =]Jf(x) ec y = —Íf (4) tienen un mismo campo de definición, 
entonces la gráfica dela función 
y= —]Í (x) se obtiene a par- 
tir de la gráfica de la función 
y = 7 (x) por representación si- 
métrica de la última respecto del 
eje Or. Construyamos, emplean- 
do el método descrito, las grá- 
ficas de las funciones y = — z* 


(fig. 149), y=--— (fig. 120), 
¡ y = — log, (1) (fig. 121). 


ME Construcción de la gráfica de 
la función y = f (—x) según la 
gráfica de la función y = f (2). 
Supongamos que un punto lo (Zo, 
Yo) pertenece a la gráfica de la 
[unción y == Í (x), es decir, que 
Yo = f (20). Plijamos un punto 17, (—Zo. Yo) que sea simétrico al pun- 
to Mo (Zo, Yo) respecto del eje Oy. Las coordenadas del punto MZ (—z0, 


Yo) satisfacen la condición yo = f [— (—20p)1. razón por la cual el 
punto M, (—x0, Ya) pertenece a la gráfica de la junción y = f (—2). 
Por cuanto el punto Mo (Zo, Yo). perteneciente u la gráfica de la 


función y == f (x), se ha elegido arbitrariamente, y dado que las 


IL y=400,.% 
d yz 109, 4: 
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funciones y = Í (x) e y == f (—x) tienen campos de delinición sin1é- 
tricos con relación al origen de coordenadas, entonces la gráfica de la: 
función y = / (—x) se obtiene a partir de la gráfica de la función 
y = 1 (x) por representación simétrica de la última respecto del eje Oy. 
Construyamos, emplean- 
do el método descrito, las 
gráficas de las funciones 
y =2* (fig. 122), y = 
= log, (—x) (fig. 123). 
Construcción de la grá- 
fica de la función y = 
=B f(x), donde B < 0, 
según la gráfica de la 
función y = f (x). Las 
funciones y=f(iD) e 
y = Bf (x<) tienen un mis- 
mo campo de definición. 
Por consiguiente, al cono- 
cer el método, por medio del 
cual para cualquier x se 
halla la ordenada de la fun- 
ción y = Bf (x) a base de la 
ordenada de la función y = 
= f (2), podemos construir 
la gráfica de la función 


y = BJ (2), basándonos en / ey "L6G) (1? 

Ja gráfica de la función y= Í| lia 
E ] A: E 

= f (2). Supongamos que | 

un punto Mo (Zo. Yo) perte- NE 

nece a la gráfica de la Íun- 

ción y =f(x), es decir. Fig. 123 


que Yo =Í (o). Elijamos 

un punto M, (to. Byo). 

Las coordenadas de este punto satisfacen la condición Py, = Bf (xp), 

por lo cual el punto 1, (zp. Byo) pertenece a la gráfica de la función 

y = Bf (2). Veamos los casos posibles, en dependencia del número $: 
1. B>1. El punto M, (Zo. Byo) so obtiene a partir del punto 

Mo (to, Yo) estirando la ordenada del punto 17, en E veces; la gráfica 

de la función y = Bf (x) se obtiene de la gráfica para la función y= 

== f (xy) estirando la última en B veces a lo largo del oje Oy. 

2. B = 1. Todos los puntos de la gráfica y = f fx) quendan en su 

ugar. 


3. 0O<B<t. Por cuanto B=+. entonces e] punto MH; fZa, 


B 
Ryo) se obtiene a partir del punto Mo, (Zo. Yo) comprimiendo la 
ordenada del punlo 47, en $] veces; la gráfica de la función y = 
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= Bf (1) se obtiene a partir de la gráfica de la función y = f (x) 


comprimiendoen + voces las ordenadas de todos los puntos, es decir. 


comprimiendo en + veces la gráfica de la función y=f (x) a lo 
largo del eje Oy. 


E TAI 
dy=ésent 


Fig. 124 


4. B<O0. Un esto caso $ = — | 13 |, y la conslrucción de la grá- 
fica de la función y = Bf (x) se divide en dos etapas: 

a) construcción de la gráfica paca la función y =|A]|f (2) 
según la gráfica de la función y = f (2). 

b) construcción de la gráfica para la función 
y =-—1|2B1|f (zx) según la gráfica de la función 
y =|B1f(z). 

Construyamos, empleando este método, las 
gráficas de las funciones y == 2 sen x (fig. 124) 


y=-—2%* (fig. 125) e y =-=3c08 z (fig. 126). 


Construcción de la gráfica de la función y = 
= f (kx), donde k 0, según la gráfica de la 
función y = f (2). La función y = f (kz) está 
definida para todos aquellos valores de x, para 
los cuales el número hz pertenece al campo de 
definición de la función y = f (+). Supongamos 
que un punto MW, (xp. Yo), pertenece a la gráfica 
do la función y == f (x), es decir, 


1 
E Ya (Lo). El punto M, (+ To» yo) pertenece a 
di aro la gráfica de la función y=f(kzx), puesto que 
YES sus coordenadas satisfacen la condición Yy¿= 
de . A j Ze) . Examinemos diferentes casos que 


pueden tener Jugar en función del número le. 

l. k>1, El punto 17, (20. Y) se obtiene a partir del punto 
Mo Wo. Yo) comprimiendo en k veces la abscisa dol punto Mg; la 
gráfica de la función y -= f (lx) se obtiene a partir de la gráfica para 
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la función y = f (x) comprimiendo en / veces las abscisas de lodos los 
puntos, es decir, comprimiendo en d veces la gráfica de la función 
y =f(x) a lo largo del ejo Oz. 

2. k = 1. Todos los puntos de la gráfica y =f (x) quedan en su 
ugar. 


3, 0<k*<1. El punto Mm (+ Lo, Yo) se obtiene a partir del 


punto Mo (Lo. Yo) estirando la abscisa del punto ¿MH en (7) veces; 


44 
ey ( 
7 X 7 NX Y , X ¿ 0 
[y-cusy 
Zy= + c0sz 


Fig. 126 


la gráfica de la función y=="f(k:x) se obtiene de la gráfica para la 


función y=f(z) estirando en (+) veces las abscisas de todos los 


NX 
hi (8-4 7 
l y=Senz 
Iy=3en Za 
Fig. 127 


puntos, es decir, estirando cn (+) veces la gráfica de la finción 


y=f(x) a lo largo del eje Oz. 

4. k<0. En este caso k = —|X | y la construcción de la grá- 
fica de la función y = f (kx) se divide en dos etapas: 

a) construcción de la gráfica de la función y =f (| k | x) según 
la gráfica de la función y = fÍ (zx); 

b) construcción de la gráfica de la función y =f(—|A]lou), 
según la gráfica y =f (|x|). 

Construyamos, empleando este método, las gráficas de las fun- 


ciones y=sen2x, y=2%, y=log, 00 7 2). 


Construcción de la gráfica para la coda y = f (z — a), donde 
a +0, según la gráfica de la función y = f (x). La función y = 
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= f(x — a) está definida para todos aquellos x, para los cuales (x — 
— 4) pertenece al campo de definición de la función y = f (zx). 
Supongamos que el punto Mo (Zo. Yo) pertenece a la gráfica de la 
función y =f (1), es decir, que yo = Í (2). Entonces el punto 


Fig. 128 Fig. 129 


M, (to + 4, yo) pertenece a la gráfica de la función y =f (1 — a), 
puesto que sus coordenadas satisfacen la condición y, = Í [xo + 
+ a) — al =f (£p). Por consiguiente, todo punto M4, de la gráfica 


-y-log,z 
Z y: Logo(3+3) 


Fig. 130 


de la función y = f (x — a) se obtiene a partir del punto correspon- 
diente fo de la gráfica de la función y == Í (1) desplazando este 
último a lo largo del eje Oz a la magnitud a. En este caso, si a > 0, 
el desplazamiento se realiza a la derecha a la magnitud a, y sia < 
< 0, el desplazamionto se efectúa a la izquierda a la magnitud Ja |. 
Así pues, la gráfica de la función y = f (x — a) se obtiene a parlir 
de la gráfica para la función y = Í (zx), desplazando la última, como 
un cuerpo rígido, a Jo largo del eje Ox a la magnitud a. 


322 


Construyamos, empleando este método, las gráficas para las 
funciones y=log,(1 +3), y=(2—2)?, y =cos (2 + 3) (véanse 
las figs. 130, 131, 132). 

Construcción de la práfica y = f (1) + b, donde b +70, según 
la gráfica de la función y = f (x). Las funciones y = f (2) +5 
e y = f (2) tienen un mismo campo de definición. Por consiguiente, 
conociendo cómo se halal para cualquier x la ordenada de la función 
y =Íf (2) + b, según la ordenada de la función y = f (x), se puede 
construir la gráfica para la función y = f (x) + b, partiendo de la 
gráfica para la función y = f(x). Supongfiamos que un punto 


Ly =c0s(2+5) 


Pig. 132 


Mo (Zo, Yo) pertenece a la gráfica de la función y = Í (x), es decir, 
que Yo =f (xp). Tomemos el punto M, (xo, Yo -F 0). Sus coordenadas 
satisfacen la condición yo + b = Í (zp) + Y. Por consiguiente, para 
obtener el punto M, se debe desplazar el punto M, a lo largo del eje 
Oy a la magnitud b. En este caso, si b>>0, el desplazamiento se 
realiza hacia arriba a la magnitud b; si b<O0, hacia abajo a la 
magnitud ] 5]. 

Construyamos, empleando este método, las gráficas para las funcio- 
nes y = 24 — 3 (fig. 133), y = 2a?— 1 (fig. 134), y = sen x + 1 
(fig. 135). 

Construcción de la gráfica de la función y = Bf [k (zx — a)l + b 
según la gráfica de la función y = f (x=). La gráfica de la función 
y = Bf [k (1 — a)] + d se construye según la gráfica para la función 
y = f(x), aplicando sucesivamente los métodos mencionados más 
arriba. 

Por ejemplo, así: 


y =f(d0> y = / [kx)> y = Bf (kx)> y = 
= Bflk lx — aji y = Bf [kz — a)l + b. 


Mostremos con varios ejemplos cómo se aplica este método. 

Constrúyase la gráfica de la función y = nx? 4- br + ec, donde 
a +0. 

Transformemos el trinomio de segundo grado az? + bx ++, 
formando un cuadrado perfecto: 


ax? beca É — JE 
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Se pide, pues, construir la gráfica de la función 


b 2, 4ac—bh* 
yuals— (3) +=. 
Construyamos, al principio, Ja gráfica de la función y = x%. Luego, 
estirando la gráfica obtenida a lo largo del eje Oy en | a | veces, la 


y 


Fig. 133 


gráfica de la función y = [a |z?. Si a > 0, nos servirá la gráfica 
construida de la función y = az?. Si a < 0, entonces, apliquemos 
la gráfica de la función y = | a | x? respecto del eje Ox y obtengamos 
la gráfica de la función y = ax?. Por fin, desplazando la gráfica 


hy= senor 


Fig. 135 


de la función y = ax? a do largo del eje Ox a la magnitud 


(—-3) , y luego, desplazando l«* gráfica obtenida de la función 
«A 
b y2 ó 4ac—p? 
y=a(<+ 37) ¿A lo largo del eje Oy a la magnitud ———, 
obtendremos la gráfica para la función y =axb+bx4c. 
llnstremos todas estas etapas de construcción do la gráfica para 
un trinomio de segundo grado en el siguiente ejemplo: constrúyase 
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la gráfica de la función y = —2x?* — 3x2 + J. Transformemos el tri- 


nomio de segundo grado —2?+324+1= --2 ( —- 3) + Ñ 

construyamos, de acuerdo con a esquema cxpesto, la gráfica de 
., 3 2 

la función =- — 2 E — q) - Le (fig. 136). 


Teorema 1. La gráfica de la di 
ción y =kxwHb es una recta que  ] 
corta el eje Oy en el punto M (0, b) 
y que jorma con la dirección positiva 
del eje Oz un ángulo cuya langente 
es igual a k. 

Demostración . J)emostremos 
que la gráfica de la función y = kx  ——A-HH4H---—-- il 
representa una recta que pasa por 
el origen de coordenadas y que 
forma con la dirección positiva del 
eje Ox un ángulo cuya tangente es 
igual a k. 

Analicemos varios casos: 

a) k =0. Entonces la gráfica de 
la función y=Ú es cl propio eje Ox ñ 

, 
(una línea recta) y tg a = 0. A 
b)k>0. Entonces todos los 
puntos de la gráfica de la función 
y = kz se disponen en los cuadrantes primero o fercero. El origen 
de coordenadas pertenece a la gráfica de la función y -- fx, Tome- 
mos un punto Mo (Zo, Yo) que es distinto del origen de coordenadas 
y que pertenece a la gráfica de la función y — hz, es decir, un punto 
tal, que Yo = kKzp. Tracemos por los 
puntos Mo [to, Yo) y C (0, 0) una ree- 
y ta y mostremos que ésta será preci- 
samente la gráfica de Ja función 
y = kz. 
Supongamos que da recta constrni- 
da forma con da dirección positiv del 
eje Oz un a %,  entolces 


7 E, 
Ey. SIA 

By AX 5 = , 
Vr E 
Ey 2iz- e) 0/4 


+ E 


Fig. 136 


en esta recta un punto 1%, e y1) que 
sea distinto de Jos puntos O y M, (supóngase, para concretar, que 
M,está en el primer cuadrante). Del triángulo rectángulo 0.41, 
(fig. 137) encontramos que | AM, | = [OA | tg a. Por cuanto 
VAM, | = Y, 104 | = z,, y lg a = k, tenemos que y, — ka,. Esto 
significa que las coordenadas de cualquier punto de la recta construi- 
da satisfacen la condición y = Az. 
Supongamos ahora que x, e y. son tales, que y, -= hx, (admiti- 


Fig. 137 


323 


mos, para concretar, que z2>0, y, por consiguiente, ya > 0). 
Construyamos un punto M, (22, y,). El punto Mf, ha de encontrarse 
en la recta construida, pues, si el punto M, no cae en esta recta, 
entonces por el origen de coordenadas pasarán dos rectas diferentes 
que forinarán con la dirección positiva del eje Ox un mismo ángulo a, 
lo que es imposible. 

Así pues, Jos puntos de la recta construida, y sólo ellos, satis- 
facen la condición y — dx, es decir, la gráfica de la función y = kx 
es precisamente la recta construida. 

ce) k <0. En este caso la gráfica de la función y =|k | zx se 
representa por una recta que pasa por el origen de coordenadas 
y que forma con la dirección po- 
sitiva del eje Or un ángulo cuya 
tangente es igual a |x|. La grá- 
fica de la función y = — | k | x se 
obtiene a partir de la gráfica men- 
cionada por aplicación simétrica 
respecto del eje Ox, razón por la 
cual la gráfica de y =—|4Xl|z 
es una recta quo forma con la di- 
rección positiva del eje Ox un ángu- 
lo cuya tangente es ¡igual a 
NZ —|k|=£ 

Para acabar con la demostración 
resta decir que la gráfica de la 
función y = kx + b se obtiene a 
partic de la recta y = kx, desplazá- 
ndola como un cuerpo rígido a lo largo del eje Oy a la magnitud b. 
Como resultado de este procedimiento, el punto O (0, 0) de la gráfica 
de la función y = hz se trasladará al punto A (0, b) de la gráfica para 
la función y = kx +06. El teorema queda demostrado. 

Construyamos, empleando este método, las gráficas de las funcio- 


nes y=3a + 3 (lig. 138, 1), y = —2% — 2 (fig. 138, 11). 
Construcción de la gráfica de la función y «= |f (x%)] según la 


gráfica de la función y = f (a). Recordemos, ante todo, la defi- 

nición: 
11 

Supongamos que el punto Mo (xy. Yo) pertenece a la gráfica de la 


función y =- f (a), es decir, sea yp = Í (xp). Analicemos dos casos: 
a) yo > 0. Entonces, por cuanto |f (zo) | = f (xo) = Yo, el 


yaa, hetga $50 
Dy=23'¿k=lyp-252 
Fig. 138 


f(x) para aquellos zx, dondo f(x) >0, 
—f(x) para aquellos xr, donde f(x) < 0. 


punto Mo (%o, Yo) pertenece a la gráfica de la función y = |f (2) l. 

b) yo < 0. Entonces, por cuanto | f (xp) | = — Í (xo) = — Yo, el 
punto MH, (21, —Yo) pertenece a la gráfica de la función y = | f (z) |. 
Por consiguiente. la gráfica de la función y = |f (x) | se obtene 


a partir de la gráfica para la función y —= f (2)) del modo siguiente: 
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todos los puntos de la gráfica y = f (x), dispuestos en el eje Ox 
y por arriba de éste, quedan en su lugar; 

todos los puntos de la gráfica y = f (1), dispuestos por debajo 
del eje Ox, se aplican simétricamente respecta del eje Oz. 

Observemos que la gráfica de la función y = |f (x) | no tiene 
puntos por debajo del eje Ox. 
” Construyamos, empleando este método, las gráficas para las fun- 
ciones y = | x?— 1 ] (fig. 139), y = 12% | (véase la fig. 104, 11), 
y = |log,z | (fig. 140), y = | sen z | (fig. 141). 


1 y=l0q,z 
Jl y= log, 


Fig. 139 Fig. 140 


Construcción de la gráfica de la función y = f(|x|)según la grá- 
fica dela función y = f (x). Cabe notarquela función y = f (] z j) 
es par, puesto quef (| — x |) =f(]|x]). La gráfica de una función 


O 
a 


EN LAT LENA 
£ 


Ly=Stnz 
dl y=|sens| 


Fig. 141 


par se construye del modo siguiente: se construye la gráfica de esta 
función para todos los x> 0; con el fin de construir la gráfica de di- 
cha función para xr < 0, la parte construida se aplica simétricamente 
respecto del eje Oy. Por cuanto |x| = x, cuando x> 0, entonces 
para z> 0, la gráfica de la función y = f (| z [) coincide con la grá- 
fica de la función y = f (x). Con el objoto do construir la gráfica de la 
función y =f(| x |) para z < 0 se debe aplicar simétricanente 
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respecto del eje Oy la parte de la gráfica y = f ( | x |) ya construida 
para > 0. En la construcción de la gráfica de la función y = / (| x )) 
un papel esencial lo desempeñan los puntos de la gráfica de la fun- 
ción y = f (1) dispuestos en el ejo Oy o a la derecha de él; los puntos 


£y=l09,2 
Mí y=l60, kz] 


Fig. 142 Fig. 143 


de la gráfica, dispuestos a la izqnierda del eje Oy, no tienen im- 
portancia alguna, por consiguiente, para construir la gráfica de la 
función y =- f (| xa )) es necesario: 

a) borrar todos los puntos de la gráfica para la función y = f (x) 
dispuestos a la izquierda del eje (y; 


Fig. 144 


b) dejar en su lugar todos los puntos de la gráfica de la función 
dispuestos cn el eje Oy y a la derecha de éste; 

c) aplicar simétricameonte la parte dorocha de la grátlica respecto 
del eje Oy. 

Construyamos, ompleando este método. Jas gráficas de las funcio- 
nes y == 2 (Qig. 142), y =log,|z | (fig. 143), y =sen |x| 
(fig. 144). 

Construcción de la gráfica de la función y = F(f (x)) según 
la gráfica de la función y = f (x%). En los casos más complicados 
que los analizados anteriormente la grálica de la función y = 
= F(f (x3)) se construye haciendo uso de la gráfica de la función 
y = j (2) y de las propiedades de la función y = F (<). Sin ofrecer 
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recomondaciones generales mostremos con algunos ejemplos cómo se 


hace esto. 


Constrúyanse, haciendo uso de la gráfica de la función y = sen z 
(fig. 108), las gráficas de las funciones: 


y = Jsen x 


a) el campo de definición de 
la función y = 28nx lo re- 
presentan todos los números 

reales; 


b) por cuanto la función y == 
= sen z es periódica con un 
período principal igual a 

21, entonces la función y = 
= 28enx es también perió- 
dica y sm período principal 
es 21; 


y = log, sen z 


a) el campo de definición de 

la función y = log, sen x lo 
representan todos aquellos x, 
para Jos cuales sen >> 0Ú, es 
decir, todos los «, donde la 
gráfica de la Iunción y= 
= sen 1 se dispone por encima 
del eje Oz; 
b) por cuanto lua función y = 
= sen zx es periódica de periodo 
principal igual a 2x, enton- 
ces la función y —= log, sen zx 
es también periódica y su pe- 
riodo principal es 2a. 


Por eso, construiremos las gráficas de ambas funciones sólo en el 
segmento Í0, 21) y, a continuación, las prolongaremos periódica- 


mente. 


c) por cuanto en el intervalo 


n 
0.7] 

[o. $ 
crece de O a 1, entonces la fun- 
ción y=2""* en el mismo 
intervalo crece de 1 2 2; cn el 


intervalo (+ s +] la función 


y =senz decrece de 1 a (—1), 
mientras que Ja función y= 


a í 
=2"* decrece de 2 a zo 50 


cl intervalo ES 2a | la fun- 
ción y=senzx crece de (—1) 
a O. y la función y=2""* 


crece de - a 4. 


la función 


Y =senz 


c) por cuanto en el intervalo 
T .. 

(o, 5] la función y=senz 

crece de 0 a 1, entonces la fun- 


ción y=lofrs sen." en el mismo 
intervalo crece de (—o00) a Ú; 


"x 
en el intervalo E , 1) la fun- 


ción y =S<en x decrece de l a 0, 
mientras que la función y= 
=logssenz decrece de UÚ a 
(—oo); en el intervalo [a. 21] 
la función Y==senz es 10 posi- 
tiva, por lo cual en este ¡nlor- 
valo la función y= log. sen zx 
no ostá definida (no hay aquí 
puntos de In gráfica de esta 
función). 


Las propiedades citadas permiten construir las gráficas requeri- 
das en el intervalo [0, 211) y hacer continuarlas periódicamente 


(figs. 145, 146). 
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Los razonamientos aducidos muestran cómo la gráfica de una fun- 
ción ayuda a elegir los intervalos necesarios para analizar las propie- 
dades de las funciones compuestas y, de este modo, contribuye 
a construir la gráfica de una función compuesta. 

Adición de las gráficas. Sean dadas las funciones y = f(x) 
e y = £g (2). En la parte común de sus campos de existencia queda 
definida la función y = f (2) + g (z). Supongamos que el punto 
M, (to, y) pertenece a la gráfica de la función y = f (x), y el punto 


ENE / LU IE IO - 1 E 
> y o ? q 
, [y=senz 
My=2* 
Fig. 145 
| | Y 
(5 ps a E | la la 
| , | A | ; 53 1 |” . les 
p= IS ls E * ls; : 3 
| | ¡ ¡ 
| 
| l 
0 A dr IZ 
o O Pa IN a 


Ly=senz  My=log, senz 


Fig. 146 


Mo (Zo, Ya) pertenece a la gráfica de la función y = g (x), con la 
particularidad de que el número zx, pertenece a la parte común de los 
campos de existencia de las funciones y == f (x) e y = K£ (x). En este 
caso el punto Ma (Zo, Y, + Ya) pertonece a la gráfica de la función 
y = Í (2) = yg (x). Quiere decir, para construir la gráfica de la fun- 
ción y —=f(x) 4- g (1) es necesario: 
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a) dejar aquellos puntos de las gráficas y = f (1) e y == £ (z) en 
los que zx integra la parte común de los campos de oxistencia de estas 
funciones; 

b) para cada tal x realizar la adición algebraica de las ordenadas 
(correspondientes al x dado) de estas dos gráficas. 

Construyamos, empleando este método, la gráfica de la función 
y=x>+senz (fig. 147). 

Multiplicación de las gráficas. Sean dadas las funciones y = f (x) 
ey =£ (x). Entonces, en la parte común de sus campos de existencia 
queda definida la función y = f (2) £ (2). Supongamos que el punto 


y Y 
IES 
/ 
A 
Y 
Y 
Y 
Y 
Y 
A 
e 
ix Le 
TT Ñ Se e, JN 
e PAS - $ E Ep 
'4 e de; / po : Y” 
A ARA NN DS ¡ (A A SS ¿28 E 
$ Hi 
Y . 
yd 
eS | Lysz 
ll y=5en.s 
p M y=2+5en 
Y 
/ 
4 
Y 
AS 
Í Y, NÑ 
/ 
Y 
Fig. 147 


M, (o, y,) pertenece a la gráfica de la función y = f (x), y el punto 
Ma [tor Yo), a la gráfica de la función y = £ (1). Está claro que el 
número z¿ pertenece a la parte común de los campos de existencia 
de la función y = f (2) e y = £ (z). En oste caso el punto Ma (zo, 
YiYa) pertenece a la gráfica de la función y = f (x) g (z). Quiere 
decir, para construir la gráfica de la función y —= f (<) y (x) es noce- 
sario: 

a) dejar aquellos puntos de las gráficas y =f (1) e y = g (x), on 
los cuales x integra la parte común de los campos de existencia de 
estas funciones; 
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A 
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Fig. 148 


b) para cada tal x= realizar la multiplicación de las ordenadas 


(correspondientes al x dado) de estas dos gráficas 
Construyamos. empleando este método, la gráfica de la lunción 


y = zsen zx (fig. 148). 
Ejercicios 
Hállonse el campa de definición y el campo de variación de la función 


(t ... 6: 
1. py= l 1 mM 2. == 5 » 3. y = y PS 
y=) Y 37 y da a 


A 
A A AA 
4. y=y 1—x. 5. USER 157 y=Y xt—1. 
Coincidirán Jus campos de definición de las junciones (si no, entonces hálle- 
se la Sr común de los campos de definición de las funciones en comparación) 


(7 .[|Re.eoe.o 
a 
do yx eo yo —:'R8 1 
E a E 
y = cos Tre y = ctg ax; 10. y =tgr o y =Ctg x; 
y = arcsen z e y = arccos y; 


11. y = arcsen «o y = arctg 7; 12. 
13. y = arcsen z a y = arcotg x; 14. y = urccos z e y = arcety x? 


= Sen TX € y 18 Nx; 


$32 


15. ¿Qué significa: una función está acotada superiorimente (inforiormente; 


— una función no está acotuda superiormente (inferiormente); 
— una función está acotada; 
— una función no está acotada? 


16. Muéstrose que la [unción y= no está acotada superiormente ni 


tampoco inferiormente. 

17. Muéstrese que la función y = x? no está acotada supuriormente. 

18. Muéstrese que la función y = a? no eslá acoluda. 

19. Dése un ejemplo de función que no sea par ni impar. 

20. ¿Puede representarse cualquier función en forma «de la suma de las 
funciones par a impar? 

Analícense los ejemplos: 1) y = Y 27, 2) y = log, 1. 

Demuéstrese la monotonía de las funciones (21 ... 24): 

21. y = log, 1322. y =2% 23. y =YV 234. y=xw8, 

¿Serán monótonas las funciones (si no, hállense los intervalos de monotonía) 
(25 ... 43): 

25, q: 26. y=r— [zx]; 27. y =Sign lg r; 

26. y =Y 22; 29. y =l0g¡/y arecos x3 

30, y=arctgr*; 31, y=Y 5-42; 

32. y =sen arccos 7; 33, y=t88 z; 

34. y=signx; 35. y=lgc0s 2; 36, y=Y ctgr; 
+1. 
—i1' 
39. y=|12—31 +2 |; 40. y=Y 1—x1; 


37. y=arctg ] x |; 38. y = 


1 
- . » — tg x, E NS AR 
41. y=-[senz); 42, y=2%8* 43, y= arcsenx ' 


44. ¿Puede ser una función no monótona la suma de dos funciones monóto- 


nas? 
43. ¿Es siempre el producto de las funciones mouólonas crecientes una 


función monótona creciente? 
46. Sea dada «n el intervalo [0, 21 una función 
x3, si 0<zr<il, 
y= Sp! si z=1, 
re3, si 1í<r<2. 
Represéntese ésta en forma de la diferencia de dos funciones monótonas 


crecientes. ! A 
47. ¿Se puede representar en forma do la diforencia entre dos funciones mo- 


nótonas una función no monótona? 
48. Demuéstrese que la función y = (x) (parte fraccionaria de x) es perió- 
dica. Iállese su período y constrúyase la gráfica de esta función. 
49. Dése un ejemplo de función que no sea constante y el periodo de la 
cual es cualquier número roal, a, 
50. Hállese el período de las funciones y = cos (sen =) e y = Y sen z. 
51. Está dada una función periódica de periodo 7 = 21 que se dofins en el 
segmento [—x, x)] del modo siguiente: 


u=1 O, si —rn<z<0, 
“dr, sí 0<r<n. 
Constrúvase la gráfica de esta función. 
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52. Una función periódica de periodo Y = 2 se define en el segmento 
[—2; 1] del modo siguiente: 
[+ si —1<zx<0 
Y= A 
z, si O<zr<il. 


Constrúyase la gráfica de esta función. 

53. Una función periódica do período 7 == 3 está definida del modo si- 
guiente: y =2 —x,81 0 <x< 3. Constrúyase la gráfica de esta función. 

54. Muéstrese que cualquier número 7 tal, que 0< 7 < 2n no es el pe- 
riodo de la función y = sen z. 

55. Muéstrese que un número 7 = ax es el período mínimo para la función 


y= tz. , 

sé. Muéstrese que cualquier número 7' tal, que 0 < T < rx no es el período 
de la función y = ctg x. 

57. Muéstrese que un número 7 = 21 es el período minimo para la fun- 
ción y = cos r. , 

58. Demuéstrese que para cualquier x se verifica la desigualdad | sen z | < 
</|1vl. 

59. Demuéslrese que para cualquier x del intervalo (-+ > 3) se verifica 
la desigualdad ¡jtex]|=|x]. 

Constrúyanse, en un mismo sistema de coordenadas, las gráficas de los gru- 
pos de funciones indicados y aclárese su disposición mutua (60 ... 65): 

8. p=3,y=%y="%, y=X% y=12". 

6l. y =Z2, y == arcsen x, 

62. y == zx, y = arcetg z. 

63, yz, yo zx, y= 1 2, Y=y/ 2, y=Y 2, 


64. yu —r+ 5 » Yy=C0SY. 


63. yp= a+ ¿y =ctgz. 


Coustrúyase la gráfica de las siguientes funciones (66 ».. 143): 
66, y= 0657. 67. y=VTgz. 68, y= y/ 2. 


69. y= Y 2%. 70. y =sen? z. 71. y=ctg8 z. 
72. y = cos z, 73. y = log] z. 74. y = arcson z?. 


75. yang. 76. y =|[sen z]. 77. y=[7] l 


78. y = 12%]. 79, y = [logs 4]. 80. y = [arcsen 2]. 
81. y == [arctg x]. 82. y = [arccos 2]. 83. y = [arcctg 21. 
84, y = sign arccos x. 85. y = sign arctg x, 86. y = sign cos zx. 


87. y=sigu x?. 88. y =[2?]. 89, y=signZ. 


9%. y=signlnz. 91. y=[V z]. 92. y=[(5)"] 


93. y = log, [tg x). 94. y = logys, [sen x]. 95. y = arcsen cos z. 
24, si <-—!, >, si :<-—1, 
1 

JW. y=< — il — . ; 

6. y => si 14<z<O0, 97. y= (5), di 


e El 
2, si 2>0, arctgz, si 1<z. 
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sign *, si z o 
3n a 
98. y=* C0Sz, si => <zrxX0, 
arcctg x, si O<zx<lÍ, 
i log, si 1<r. 
ze, si <=, 
1 E 
99. e rá S1 —2<zr<0, 
VZ, sí 0<1<4, 
log, x, si 4<zr. 
Í [sen 7], si —x, 
; 21 
| tex, 81 o 
É 25 
100. y= cte x, si Sr <0, 
sen z, si 0<r< E ; 
sign cos z, si had < £. 
(+) si 12<-—2, 
_ j C038z, si —2X<zx<—l, 
101. y=3 y2 si —1<2<2, 
vz, si 212, 
2%, si <-—1 
arccosx, si —1<z=<0, 
102, y= rs si 0<zr<f, 
>? si áA<x. 
arcctgz, si z<-—Í, 
arcsenzx, si —1<zr<O, 
103. y=; arccosz, si <<S , 
O 
| log,f2 7, Si q <z. 
( CUE z, si z <-+: 
| sen z, si NS <ri—i, 
104. y=x 2%, si —1<zx<0, 
lo2,/2 7, 8i <a> 
Nr? pS 
( Y z, sl qt. 


larcigal, sí <>» 


CUs 7, si == << Í > 
105, y=!? tgz, si q <z<x, 

SOD 7, si sra, 

cta x, si Es. 


106, y=2*45|x—1/|+1. 107 y=] —314-2|—| 2x3 |. 
108. y=/12=—3Ix42 |] —/] 2231. 109, ym(r4+ 1) (| x | —2i. 


%r+1 1 22—6 
A a —— a ns 2. == —_ E 
110. 57 111. y=1 ey 112. y 13=3T- 
2 1 
113. y=(3) FE. y 2 8 145, y=107 13, 


116. y=|log, 25]. 117. y=VY lsenz. 
= 


118. y =son? +c03*.r. 119, y =8o0n? r—cos? r. 
120. y=Y 3scn2x+c08 27. 121. y =aresen tg z. 


a 


1 ¿ 
122, y=arccos ) . 123. jas Sen z. 
ES z 
124. y=c0sle x=. 125, y==290n | 2z |. 


126 


y= Sarctg (re=1). 127. y =5 arccos (r— 1) 4-1. 


128, y = —2co08 (++) +2 12%. y =arcsen (+ 1) —1. 


130. y=2tg ( 24) . 131. y== —cos? (3) á 


1 só 1 
14 yt 
134. y =sen 2arccosz. 135. y=(3) de 


136. y ==arccos co3 z. 137. y =arctg tg x. 
|—2 | 1 


+3 | 


138. y =c08 24 — Y 1—son 27. 139 y= 


x 


3c033 1 
140. y=3-+2 . 141. y =arctg—. 


E | 1 | 1 
142, leia" 143. Yy= 314 3. 
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Hállonse las funcionos inversas y constrúyanse sus gráficas para una función 
con el campo de definición prefijado (144-153): 


Función deción Función el eición 
144. y=3x—2 (—00; 00) | 149. y=log/ (241) | (1; 09) 
- ] z 1 ; 
145, y = — (24 1)?-2 (—o0; —1)[ 150, I= q (—oo; 0] 
= 2-1 e E pa 65d _M s E 
146, y (1; 09) | 154. y=sen (+) | 5] 
147. y= Y 2— 4 [2; 00) 192. y= —24+c03 x (09; 11] 
| e nn 
148. y= —Y 4=2* [—2; 0] 153, y=2tgzx TR 5) 


22-0382 


CAPÍTULO 


vil 


ECUACIONES CON UNA SOLA INCÓGNITA 


Sean dadas dos funciones y = f (2) e y = g (x) cuyos campos de 
existencia son 7” y L, respectivamente. Sea el campo M7 la intorsec- 
ción de los campos de existencia de dichas funciones, es decir, M = 
= P M£ (en un caso particular, el campo 17 puede ser un conjunto 
vacio). 

Supongamos que se requiere: hallar todos los números a del cam- 
po Af, para cada uno de Jos cuales se verifique la igualdad f (x) = 
= £ (a). En estos casos se dice que el problema consiste en resolver 
la ecuación f (x) = g (z) con una sola incógnita x, o bien está dada 
una ecuación i (1) = £ (x) con una incógnita z. 

En este capítulo se estudian algunos de los métodos de resolución 
de las ecuaciones de este tipo solamente, razón por la cual en lo que 
sigue en Jugar de decir «ecuación f (1) = g (x) con una sola incógni- 
ta zx» diremos simplemente «ecuación fÍ (1) = g (z)». 


$ 1. Definiciones y afirmaciones principales 
referentes a la equivalencia de las ecuaciones 


Se denomina campo de valores admisibles (CVA) de la ecuación 
f (1) = g (2) la parte común (intersección) de los campos de existen- 
cia de las funciones y = f (1) e y = g (z), es decir, el conjunto de 
todos los valores numéricos de la incógnita x, para cada uno de los 
cuales tienen sentido (están defenidos tanto el primer miembro de la 
ecuación, como el segundo. Todo número x, perteneciente al CVA de 
una ecuación, se llama valor admisible para la ecuación dada. 

Un número « del CVA de la ecuación lleva el nombre de solución 
(o raiz) de la ecuación f (2) = g (7), siempre que, al sustituirlo en 
lugar de la incógnita x, la ecuación se convierte en una igualdad 
numérica lícila f (a) = g (a). 

Resolver la ecuación f (x) = £g (x) significa hallar el conjunto de 
todas sus raices. Observemos que este conjunto puede resultar ser 
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vacio, lo que es posible solamente en dos casos: a) si el CVA de la 
ecuación f (2) = £ (1) es un conjunto vacío; b) si el CVA de la ecua- 
ción f (1) = g (x) es un conjunto no vacío M4, mas no existe nin- 
gún número a € M, para el cual se verifique la igualdad numérica 
f (a) = g (2). Si el conjunto de todas las raíces de la ecuación /(z) = 
= g (x) es un conjunto vacio, suele decirse, de ordinario, que la ecua- 
ción Í (2) = £ (x2) no tiene ruíces y, por eso a veces se dice así: resol- 
ver la ecuación f (2) = g (x%) significa hallar todas sus raíces o demos- 
trar gue esta ecuación ho tiene raices. St el conjunto de todas las 
ralces de la ecuación f (1) == £ (7) consta de k Números £,, La, - » -, Tha 
se dice que la ecuación f (1) = g (x) tiene sólo ke raices: X,, Lo, - - -+ Tp) 
es decir, el conjunto de todas sus raíces es el conjunto [x,, Za, . - .. Xp). 
Si el conjunto de todas las raíces de Ja ecuación f (7) =: g (x) consta 
de un solo número 2,, se dice, además, que la ecuación f (a) = 2 (x) 
tiene la raíz única «;. 

Sean dadas dos ecuaciones: / (2) = g (7) y p (2) = q (a). Si toda 
raiz de la primera ecuación es a Ja vez la raíz de la segunda ecuación, 
entonces la segunda ecuación recibe el nombre de consecuencia de la 
primera. 

De aquí se deduco, en particular, que si la primera ecuación no 
tiene raíces, la segunda ecuación es consecuencia de la primera. 
Con otras palabras, si el conjunto de todas las raíces de la primera 
ecuación es una parte (subconjunto) del conjunto de todas las raices 
de la segunda ecuación, entonces la segunda ecuación es una conse- 
cuencia de la primera. 

Sean dadas dos ecuaciones: f (2) = g (2) y p (2) = q (2). Si 
toda raíz de la primera ecuación es la raíz de la segunda, y cualquier 
raíz de la segunda ecuación es la raíz de la primera, entonces dichas 
dos ecuaciones se denominan equivalentes. Con otras palabras, dos 
ecuaciones son equivalentes, si cada una de ellas es consecuencia de 
la otra. En este caso se sobreentiende, en particular, que si cada 
una de las ecuaciones mencionadas no tiene raices, tales ecuaciones 
son equivalentes. La sustitución de una ecuación por otra, equiva- 
lente a la primera, se llama paso equivalente de una ocuación a la 
otra. 

Sean dadas las ecuaciones f (2) = g (2) y p (2) = q (z), y sea da- 
do un conjunto M4 de valores de la incógnita x. Si toda raíz de la 
primera ecuación, perteneciente al conjunto M, es la raíz de la 
segunda ecuación, y cualquier raíz de la segunda ecuación, pertene- 
ciente al conjunto M, es la raíz. de la primera ecuación, estas dos 
ecuaciones se denominan equivalentes en el conjunto M. En este caso 
se sobreentiende, en particular, que si cada una de las ecuaciones 
mencionadas no tieno raíces en el conjunto 1, ellas son equivalentes 
en el conjunto M. 

La sustitución de una ecuación por la otra, equivalonte a la pri- 
mera en el conjunto Af, se denomina paso equivalente en el conjun- 
to M de una ecuación a la otra. 


He aquí algunos ejemplos que ilustran Jos conceptos introduci- 
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dos. Sea dada la ecuación 


Y 1—z=log, (1—1). 

El campo de valores admisibles de esta ecuación os un conjunto 
vacio. En efecto, el campo de existencia de la función y = Vi—x 
es un conjunto X, == (—oo; 1], mientras que el campo de existencia 
de la función y = log, (x — 1) es un conjunto XA, = (1; + 00). La 
parte común (intersección) de estos campos es un conjunto vacio. 

En el cjeroplo dado, una vez determinado el CVA de la ecuación, 
la última queda resuelta, puesto que se ha aclarado que la ecuación 
no tiene ralces. 

Sea dada la ecuación: 


Vi—4=y 432, 


El campo de valores admisibles de esta ecuación es un conjunto 
que se compono de dos números: —2 y 2. En efecto, el campo do 


existencia de la Junción y = Y 17 — 4 es el conjunto X, = (—00. 
— 2) U (2, da 00), mientras que e) campo de existencia de la función 
= V4— a% es el conjunto X, = [—2; 2]. La parte común (inter- 

sección) de dichos campos es el conjunto X = X, N) Xy = (—2; 2). 
Sustituyendo los númoros (—2) y 2 en la ecuación dada nos conven - 
cemos de que ambos números mencionados son raíces de la ecuación. 
Por cousIgulente, la ecuación en consideración tiene tan sólo dos raí- 
cos 1, = — 2 y £, = 2. Quiere decir. en este ejemplo también la 
ecuación queda resuelta. una vez determinado su COVA. 

Los ejemplos aducidos muestran que al resolver una ecuación 
resulta útil conocer el CVA de esta ecuación. 

No obstante, podemos dar algunos ejemplos de las ecuaciones 
para cuya resolución no es obligatorio conocer sus GVA, 

Por ejemplo, sea dada la ecuación 


Y log, (1 + sen 2x)= — 1. 


Esta ccuación no tiene raíces, puesto que para cualquier valor 
de x, pertencciento al CVA de la ecuación, tenemos una igualdad 
numérica que no se verifica. Al mismo tiempo, el cálenlo del CVA 
de osía ocuación sería un problema no simple. 

Dos ecuaciones, 7 -4=0 y (2 + 1) (x + 4) =0 son equiva- 
lentes on el conjunto de todos los números reales, pues cada una de 
estas ecuaciones tiene una sola raíz, el número (—4). 

Analicemos dos ecuaciones: V x = 1 y 21. La primera ccuación 
tiene solamente una raíz, el número 4, la cual es también la raíz 
de la segunda ecuación. Por eso, la ecuación x?* = les consecuencia 
de la ecuación Hz = 4. Pero, la ecuación x2= 1 tiene una raíz 
más, el número (—1), la cual no sólo no es la raíz de la ecuación 
V x = 1, sino que ní siquiera ontra en el CVA de olla. De este modo, 
las ecuaciones dadas no son equivalentes en el conjunto de todos los 
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números reales. Sin embargo, son equivalentes en el GCVA de la prime- 
ra ecuación (es decir, en el conjunto de números no negativos), puesto 
que en este conjunto cada una de las ecuaciones tiene una sola ratz, 
que es el número 1. 

Demos a conocer algunas afirmaciones referentes a la equiva- 
lencia de las ecuaciones: 

1. Las ecuaciones f (x) = g (1) y f (x) — £ (x) =0 son equivalentes. 

2. Las ecuaciones T(x) = g(x) y f(2)-a =83g (1) + au son 
equivalentes para cualquier niúímero real «a. 

3. Las ecuaciones Í (2) = y (x) y af (1) = ag (2) son equivalentes 
para cualquier número real u distinto de cero. 

4. Las ecuaciones f(x) =g lx) y al? = as? son equivalentes 
para cualquier número positivo y filo a, distinto de la unidad. 

Las demostraciones de estas afirmaciones son parecidas una 
a otra, por lo cual demostremos aquí, por ejemplo, sólo la afir- 
mación 4. 

Sea el número zx, una raíz de la ecuación a = as(%), es decir, 
supongamos que existen los números f (x,) y £ (x,), para los cuales 
se verifica la igualdad numérica a = a), Por cuanto el 
número fijo e satisface las condiciones a > 0 y a + fl, entonces la 
validez de la igualdad numérica a = a) predetermina la 
validez de la igualdad numérica f (x,) = £ (2,). Por consiguiente, 
el número zx, es una raíz de la ecuación f (1) = £ (1). Semejantes 
razonamientos pueden realizarse para toda raíz de la ecuación 
add = 86), Quiere decir, cualquier raíz de la ecuación a'(*) = 
= 8) es la raíz de la ecuación f (2) = g (x). 

Mostremos ahora el caso contrario. Sea el número z, una solución 
de la ecuación f (1) = g (2), es decir, supongamos que existen los 
números Í (x,) y g (x,), para los cuales se verifica la igualdad nurmnéri- 
ca f (zo) = E (23). Entonces, en virtud de la propiedad de las igual- 
dades numéricas, para cualquier número fijo a tal que a>>0, 
y as 1, se verifica la igualdad an = af», Por consiguiente 
el número x, es una raíz de la ecuación a/) = as, Estos razona- 
mientos pueden realizarse para cualquier raíz de la ecuación f (x) = 
= g (x%). Quiere decir, toda raíz de la ecuación f (1) = g (x) es la raíz 
de la ecuación al) = 281, 

Así pues, si cada una de las ecuaciones f (2) = g (1) y 4) = 
00% (a >0, a 414) tiene raíces, dichas ecuaciones son equí- 
valentes. 

Hemos de notar que de lo demostrado se deduce, en particular, 
que si una de las ecuaciones en consideración no tiene raíces, tampoco 
las tendrá la segunda, es decir, en este caso también las ecuaciones 
lx) = eg (a) y ad9 = a (a >0, a < 1) son equivalentos. Con 
esto queda demostrada completamente la afirmación 4. 

He aquí algunas afirmaciones para el caso en que una de las 
ecuaciones es consecuencia de la obra. 

5. Sea n un número natural, entonces la ecuación |f (x)|" 
= [g (x)1” es una consecuencia de la ecuación f (1) = g (x). 
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Demostración. De acuerdo con la afirmación 4, la ecuación 
[f (091 = [lg (2)1" 
es equivalente a la ecuación 
If (131 — 12 (J" =0, 


la cual, a su vez, es equivalente, en virtud de las fórmulas de multi- 
plicación reducida, a la siguiente ecuación (cap. TI): 


l/(2) — e (DUI (a 2 1 (019728 (2) +. . 4 lg (23972) =0 (1). 


Supongamos que cl número xy es una raíz de la ecuación f (x) = 
= g (1), es decir, que existen los números f (xo) y £ (xo), para los 
cuales se verifica la igualdad f (7) = £ (ro). Mas en este caso se 
verifica la igualdad numérica 


Vlz)—e RNUAYRA 2 f (201772 (20) +... + lg (2)1) =0. 


Por consiguiente, el número xo es una raiz de la ecuación (1), la cual 
es equivalente a la ecuación [f (w)" = [g (x)]*, por lo cual el núme- 
ro zy es una raíz de ésta. Estos razonamientos pueden realizarse para 
cualquier raíz de la ecuación inicial. Quiere decir, cualquier raíz de 
la ecuación Í (1) = g (x) es la raíz de la ecuación [f (2)]” = [lg (x))”, 
es decir, en este caso la ecuación [f (x)]? =[g (2)1” os, de hecho, una 
consecuencia de la ecuación f (7) = y (x). En cambio, si la ecuación 
f (1) = g (2) no tieno raices. entonces, evidentemente, la ecuación 
[f (2) = [g (231 será su consecuencia. La afirmación 5 está com- 
pletamente demostrada. 

6. La ecuación f (1) = g (1) es una consecuencia de lu ecuación 
log,f (2) = log,g (x), donde a >>0 y aX<1. 

Demostración. Sea z, una raíz de la ecuación log,f (1) = log,g (2), 
es decir, supongamos que existen los números log,f (zp) y log,g (2o), 
para los cuales se verifica la igualdad numérica log, f (xro) = log,£ (Zo). 
De la igualdad entre los logaritmos de dos númoros de una misma 
base se deduce la igualdad entre los propios números, es decir, 
Í (20) = E (Zo), por consiguiente, el número zp, es una raiz de la 
ecuación Í (1) = g (x). Estos razonamientos pueden realizarse para 
cualquier raíz de la ecuación log,f (<) = log, g£(x). Quiere decir, 
cualquier raíz de la ecuación log,f (1) = log,g (1) es también una 
raíz de la ecuación f (2) = g (<). es decir, en este caso la ecuación 
] (2) = £ (2) es realmente una consecuencia de la ecuación log,f (x) = 
= log,g (2). lio cambio, si la ecnación Jog,f (x) = Jog,g (x) no tiene 
raíces, entonces, evidentemente, la ccuación f(x) = £ (x) es su 
consecuencia. La alirmación 6 queda con esto completamente de- 
mostrada, 

Demos a conocer algunas afirmaciones referentes a la equiva- 
lencia de las ecuaciones en un conjunto. 

7. Sea n un número natural y supongamos que en cierto conjunto M 
las funciones y = f lx2)e y = £ (5) son no negativas. Entonces, en dicho 
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conato las ecuaciones f (x) = g (2) y [f (01 = [g (2)] son equiva- 
entes. 

Demostración. Se ha demostrado más arriba (véase la afirma- 
ción 5) que la ecuación [f (x)” = [g (2)1” es una consecuencia de la 
ecuación fÍ (1) = g (2). 

Demostremos, ahora, lo contrario. Sea un número r¿ € *M cierta 
raíz de la ecuación [f (x)]" = [g (2)1”, es decir, supongamos que existen 


números no negativos f (xy) y £ (xp), para los cuales se verifica 
la igualdad numérica 


[f (x0)1” = lg (zo))”. (2) 


Supongamos que el número zx, os tal que uno de los números f (xp) 
Ó £ (£p) es nulo. Entonces, de la igualdad (2) se desprende que el otro 
de los números citados es también igual a cero, es decir, en este 
caso. f (Zo) = £ (Zo). Por consiguiente, en este caso el número x, es 
una raíz de la ecuación f (x) = £ (z). Supongamos ahora que el 
número z, es tal que uno de los números, f (xp) 6 g (zp), es distinto 
de cero. Entonces, de la igualdad numérica (2) se deduce que el otro 
de los números citados tampoco es igual a cera y, de acuerdo con la 
condición de la afirmación 7, ambos números f (Xp) y £ (Zo) Son posi- 
tivos. La igualdad nimérica (2) es equivalente a la siguiente 


(xo) —gtc0d) (ñx)1?41f (20)1"%8 (20) +... +lg (20)1%3) =0-(3) 


Por cuanto cualquier potencia natural de un número positivo es un 
número positivo, como lo es también el producto y la suma de los 
números positivos, entonces el número (If (21 + [f (2,)11-2g (29) + 
==... +>Íg (291?) es positivo, por consiguiente la igualdad numé- 
rica (3) es equivalente a la igualdad numérica f (xo) — £ (29) = 0, 
o bien a la igualdad f (20) = Y (£p). La última igualdad numérica sig- 
nifica que el número xy es “una raíz de la ecuación Fa) = £ (2). 
Estos razonamientos pueden realizarse para toda raiz, perteneciente 
al conjunto M, de la ecuación [f (x)1" = [g (2)1". Por lo tanlo, toda 
raíz, perteneciente al conjunto M7, de la ecuación [f (2)]" = [g (x)]" 
es la raiz de la ecuación f (1) «= g (1), es decir, en el conjunto M la 
a f (2) = g (x) es una consecuencia de la ecuación [f (2)1? = 
= lg (2)1”. 

En cambio, sila ecuación [f (1)? = [g (2)]" no tiene raíces, en- 
tonces, evidentemente, la ecuación f (1) = £ (2) es, en virtud de la 
definición, una consecuencia de la primera. 

Flemos mostrado, pues, que en las condiciones de la afirmación 
7 la ecuación f(x) = £ (7) es una consecuencia de la ecuación 
[f (1317 = [lg (2)1%, con lo que se acaba la demostración de la alir- 
mación 7. 

8. Sea un número fijo a tal que a > 0 y a + 1, y supongamos que 
en cierto conjunto M las funciones y = Í (1) e y = £ (2) son positivas. 
Entonces en el conjunto Af las ecuaciones f (1) = g (x) y log,f (1) = 
= ldog,g (1) son equivalentes. 

Demostración. Hemos demostrado más arriba (véase la afirma- 
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ción 6) que la ecuación Í (1) = g (x) es una consecuencia de la ecua- 
ción Jog,f (x) = log.g (x). 

Demostremos ahora lo contrario. Supongamos que el número xo € 
€ M escierta raíz de la ecuación f (1) = £ (x), es decir, sea f (1p) > 0, 
€ lr) >0 y Í (zo) = £ (ro). Mas, en este caso han de ser iguales los 
logaritmos de estos números de una misma base, es decir, se verifica 
la igualdad numérica log,f (10) = log.g (20). Por consiguiente, el 
número zy es la raíz de la ecuación log,f (1) = log, g (2). Estos razona- 
mientos pueden realizarse para cualquier raíz (del conjunto M) de 
la ecuación f (1) = g (2). 

Así pues, toda raíz (del conjunto M) de la ecuación f (x) = g (x) 
es también una raíz do la ecuación log,f (1) = log,g (x), es decir, en 
este caso la ecuación log,f (1) = log,g (1) es realmente una con- 
secuencia de la ecuación f (1) = g (x). En cambio, si la ecuación 
Ax) = g(7) no tiene raíces, entonces, evidentemente, la ecuación log, 
$ (2) = log, £ (x) es una consecuencia de la primera por definición. 

FHemos demostrado, pues, que en las condiciones de la afirmación 
8 la ecuación log.f (2) = log,g (1) es una consecuencia de la ecua- 
ción f (2) = g (1), con Jo cual se finaliza la demostración de la 
afirinación 8. 

9. Supongamos que en cierto conjunto M, perteneciente al CVA 
de la ecuación f (a) = g (x2), está definida la función y = y (u) y que 
para cualquier x € M la función q (2) Ye O. Entonces, en dicho conjunto 
M las ecuaciones Í (1) = £ (2) y f (2) y (1) = £ (2)0 (2) son equivalen- 
tes. 

_ Demostración. Sea un número x, € M cierta raíz de la ecuación 
Í (12)= g (2), es decir, supongamos que existen los números f (x,) 
y g (7,), para los cuales se verifica la igualdad numérica f (1,) — 
—g (x,)=0. Por hipótesis, existe el número q (x,) y, además, q (1,) 5 0. 
Por eso, se verifica también la igualdad numérica q (21) [f (x=, — 
— g (x,)]=0, la cual es equivalente a la igualdad numérica q (z,)f (x,) = 
= q (21) g (x,). La última igualdad numérica significa que el núme- 
ro x, es una raíz de la ecuación f (1) y (1) = g (z) q (2). Estos razona- 
mientos pueden realizarse para cualquier raíz, perteneciente al 
conjunto MM, de la ecuación Í (1) = £ (2). Quiere decir, cualquier raíz 
del conjunto M de la ecuación f (1) = £ (x) es una raíz de la ecuación 
(2) q (2) = yg (2) p (1). 

Demostremos lo contrario. Sea un número zx, E M cierta raíz de 
la ecuación f (2) y (2) = £ (2) Y (x), es decir, supongamos que exis- 
ten los números f (22), £ (22) y q (z2), para Jos cuales se verifica la 
igualdad numérica f (22) p (22) = £ (22) y (2,) que es equivalente 
a la igualdad numérica q (x2) [f (x,2) — g (x2)] = 0. Por hipótesis, 
( (22) 70, por lo cual la última igualdad numérica es equivalente 
a la igualdad numérica f (2,) — £ (12) = 0, la cual es equivalento, 
asu vez, a la igualdad f (xa) = g (=)). La última igualdad numérica 
significa que el número z, es la raiz de la ecuación f (1) = g (x). 
Semejantes razonamientos pueden realizarse para cualquier caíz, 
del conjunto 17, de la ecuación f (x) y (2) = £ (x) y (2). Quiere decir, 
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cualquier raíz, del conjunto 47, de Ja ecuación f (1) p (1) == £ (2) q (1) 
es la raiz de la, ecuación f (x) = g (%). Así puos, si cada una de las 
ecuaciones f (2) = g (2) y Í (2) 4 (7) = 8 (2) q (2) tiene raices en 
el conjunto M, estas ecuaciones son equivalentes en el conjunto M4. 
Observemos que lo demostrado se desprende, en particular, que si 
una de las ecuaciones en consideración no tiene raices en el conjun- 
to M, tampoco las tiene en este conjunto la otra, cs decir, en este 
caso también las ecuaciones f (1) = g (2) y Í (2) y (2) = £ (2) q (x) 
son equivalentes en el conjunto 17. La afirmación 9 quoda completa- 
mente demostrada. 

Sean dadas r ecuaciones f, (1) = g, (2), f¿ (2) =x E, (2), ... 
S..) fn (2) = £n (2). Denotemos con Q un campo que representa 
la intersección de los CVA de todas estas ecuaciones. Si se pide hallar 
todos los números a del campo Q, cada uno de los cuales sea la raíz 
de al menos una de las ecuaciones citadas, se dice que está dado el 
conjunto de n ecuaciones 


Í, (2) = 8, (2), fe (1) = 82 (2), - - -» Ín (2) = £n (2) (4) 


y el campo Q recibe el nombre de campo de valores admisibles de este 
conjunto. 

Notemos que las ecuaciones del conjunto se escriben, habitual- 
mente, en una línea. Puede ocurrir que el conjunto de ecuaciones (4) 
contiene una infinidad de ecuaciones. 

Un número a del CVA del conjunto (4) se denomina solución 
(o rafz) de este conjunto, si es la raíz de por lo menos una ecuación 
del conjunto. 

Resolver el conjunto de ecuaciones (4) significa hallar el conjunto 
de todas sus raíces. Si este conjunto resulta ser vacío, se dice que el 
conjunto de ecuaciones (4) no tiene raíces. 

El conjunto de ecuaciones (4) se resuelve corrientemente del modo 
siguiente. Al principio se resuelve cada ecuación en el CVA del con- 
junto, es decir, se determinan los conjuntos M,, Ma, . . ., My, donde 
M, es el conjunto de todas las raíces de la ecuación f, (1) = £; (z), 
pertenecientes al CVA del conjunto. Luego se determina el conjun- 
to M, que es una unión de todos los conjuntos M,, Ma, . . ., Mn, es 
decir, Mo = MU MU ...U M,. Este conjunto será precisa- 
mente el conjunto de todas las raíces del conjunto de ecuaciones (4). 
Si el conjunto Mo consta de A números : Alo = (21, gr > + -, Th), Se 
dice que el conjunto de ecuaciones (4) tiene tan sólo k raices x,, 
Loy «<<. «y Upo 
Suele decirse que una ecuación 


p (1) = q (1) (5) 


es equivalente al conjunto de ecuaciones (4), si cualquier raíz de la 
ecuación (5) es también raíz de la totalidad (4), y cualquier raíz de 
la totalidad (4) es raíz de la ecuación (5). 

En este caso se sobreentiende, en particular, que si la ecuación (5) 
no tiene raíces y tampoco las tiene el conjunto de ecuaciones (4), 
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entonces la ecuación (5) es equivalente al conjunto de ecuaciones (4). 
La sustitución de la ecuación (5) por el conjunto (4), equivalente 
a la ecuación (5), se denomina paso equivalente de la ecuación (5) 
al conjunto (4). 

Á veces surge la necesidad de efectuar un paso equivalente de 
una ecuación a un conjunto de ecuaciones en cierto conjunto M. 

Se dice que la ecuación (50) es equivalente en el conjunto M al con- 
junto de ecuaciones (4), si cualquier raíz de la ecuación (5), pertene- 
ciente al conjunto M, es también raíz del conjunto (4). y cualquier 
raíz del conjunto (4), perteneciente al conjunto M, es raíz de la 
ecuación (0). 

La sustitución de una ecuación por otra ecuación o por un conjun- 


to de ecuaciones se llamará en lo que sigue transformación de la 
ecuación. 


$ 2. Ecuaciones elementales 


Seca y = f (2) una función elemental fundamental y sea bh, un 
número real fijo. Entonces la ecuación 


(a) =b 


se denomina, de ordinario, ecuación elemental. 

Es evidente que el CVA de la ecuación elemental coincide con el 
campo de existencia de la función elemental fundamental y = f (x). 
Estudiemos una ecuación elemental f (x) = bh en cierto conjunto X 
perteneciente al CYA, con la particularidad de que a título de con- 
junto X tomaremos el segmento [zx,, .r,], o bien el intervalo (x,, ta), 
o bien los semiintervalos (2,, 221. [x,. 1), o bien los rayos Íx,, + 
+00), (1, + 00), (—o0, 2x,), (—oo, x,), o bicn toda la recta numérica 
[—oo, +00). Denoltemos con Y el campo de valores de la función y= 
= Í (a) definida en el conjunto X. Supongamos que la función elemen- 
tal fundamental y == f (x) es estrictamente monótona en el conjunto X; 
entonces, si b € Y, la ecuación f (7) = btendrá la raíz única en el con- 
junto X, y sib € Y, entonces la ecuación f (7) = bno tendrá raíces en el 
conjunto X, puesto que f (r,) € Y para todo zp E X, y, por consi- 
guiente, f (ro) > b. cualquiera que sea zo € X. En adelante, al 
resolver Jas ecuaciones elementales, aplicaremos esta afirmación. 

Ecuación algebraica. Sea n cierto número natural fijo, entonces 
Ja ecuación 


gi =b (1) 


se denomina, corrientemenle, ecuación algebraica elemental. 

La función y = 2" está definida en toda la recta numérica, por 
lo cual el CVA de la ecuación (1) es el conjunto X = (—oo, +00). 
Por cuanto las propiedades de la función y = f (x) que se emplean 
al resolver la ecuación (1) son diferentes para n par y n impar, 
examinemos dos casos: 


3Ab 


1. Supongamos que 2 = 2m — 1, donde m es mn número natural 
fijo, entonces la ecuación (1) adquiere la forma 


great =D: (1a) 


La función y = 2*"-1 es estrictamente creciente en toda la recta 
numérica y el campo de sus valores Y es también toda la recta numé- 
rica Y = (—oo, --oo). Por eso, para cada b la ecuación (fa) tiene la 
única raíz que se designará con x,. Por definición de raíz de una 
ecuación, se verifica la igualdad x=? = b. lista igualdad numé- 
rica es equivalente a: 

la igualdad numérica 2,=*""b, si b es un número positivo; 

la igualdad numérica x, =0, si bh =0; 
la igualdad numérica x, = a TR si b cs un número nega- 
tivo, 

Ási pues, el conjunto de todas las raíces de la ecuación (la) cons- 
ta, para cada 5, del único número x,, con otras palabras, la ecuación 
(la) tiene una raiz única z,, con la particularidad de que 


a= "Y b, si b> 0, x,=0, si b=0, n= —* Y 181, si b<O. 


2. Sea n = 2m, donde mm es un número natural fijo, ontonces, la 
ecuación (1) adquiere la forma 


gim =b, (1b) 


Dividamos cl CVA de la ecuación (1b) en dos conjuntos: X, = 
= [0, +00) y X, = (—os, 0), y resolvamos la ecuación (1b) en cada 
uno de ellos. 

En el conjunto X, la función y = 12%” es estrictamente creciente 
y el campo de sus valores está representado por el rayo Y -.: [0, +00). 
Por consiguiente, si b es un número negativo, la ecuación (1b) no 
tendrá raíces en el conjunto X,. y si b es un número ro negativo. en 
el conjunto X, la ecuación (1b) tendrá una tatz única que se denotará 
con x,. Por definición de raíz de una ecuación, se verifica la iguaidad 
numérica 2%? = b. Esta igualdad es equivalente a: 

la igualdad numerica x, «+= 0, si b =0; 


la igualdad numérica 2, =“b, si b es un número positivo. 

En el conjunto X, la función y == x%" es eslrictamento decrecien- 
te y el campo de sus valores está representado por el rayo Y = (0, 
+00). Por consiguiente, si b es un número nogalivo o nulo, la 
ecuación (1b) en el conjunto X, mo tendrá soluciones; si h os un 
número positivo, la ecuación (1h) tendrá en el conjunto X, una raiz 
única que se designará con x,. Por cuanto la (unción y —= 2% es par 
en todo ol CVA, entonces 2, = — 2,, es decir, 0, = — “YD. 

Así pues, para cada b negativo la ecuación (11) no tiene raíces; 
para b = 0 la ecuación (1b) tiene una raíz única x, = 0; para cada b 
positivo el conjunto de todas las raíces do Ja ecuación (1b) consta 
de dos números: x=, = “by x, =— “Vb. 
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En la Tabla 5 se exponen los resultados de la resolución de la 
ecuación (1). 
Ecuación fraccionaria. Sea n un número natural fijo, entonces, 
la ecuación 
ar ib (2) 


suele llamarse ecuación fraccionaria elemental. 
La función y = x7" está definida en el conjunto de lodos los 
números reales distintos de cero, por lo cual el CVA de la ecuación 


Tabla 3 
| hb > U b=0 | y<o0 
gim-izh £= A b 7, 0 | z,= —""=/ 10] 
em l | e en b, r¿=-=— 51 5 1,4 no hay soluciones 


(2) es el conjunto X= (—oo, 0) UY (0, +00). Por cuanto las propie- 
dades de la función y = 27”, quese emplean al resolver la ecuación (2) 
son diferentes para nr par y n impar, examinemos dos casos: 

1. Sea n = 2m — 1, donde mn es un número natural fijo, enton- 
ces la ecuación (2) adquiere la forma 


guem-0 ==) (2a) 


Partamos el CVA de la ecuación (2a) en dos conjuntos: X,=(—oo, 0) 
y X, = (0, +09) y resolvamos la ecuación (2a) en cada uno de ellos. 
En el conjuntu X, la función y = x7?"*+1 es estrictamente decre- 
ciente y el campo de sus valores está representado por el rayo Y, = 
= (—oo, 0). Por consiguiente, si b es un número no negativo, en 
el conjunto X, la ecuación (2a) no tiene raices, y si b es negativo, en 
el conjunto X, la ecuación (2a) tiene una raíz única, la cual se deno- 
tará con 1, Por definición de raíz de una ecuación, se verifica la 
igualdad numérica x7P"*! = b, la cual es equivalente, tomando en 
consideración que b es un número negativo, a la igualdad numérica 


E 
XT — oo -—— y 
; ATT a mi 
En el conjunto X, la función y = 127%"*! es estricilamente decre- 


ciente y el campo de sus valores está representado por el rayo Y, = 
= (0, -+o0). Por consiguiente, si bh es un número negativo o es cero, 
entonces en el conjunto A, la ecuación (2a) no tiene raices, y si b es 
positivo, la ecuación (2a) tiene en el conjunto X, una raíz única que 
se denotará con z,. Por cuanto x, es la raíz de la ecuación (2a), es 
válida la igualdad numérica x,%"* = b, la cual es equivalente, 
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tomando ea consideración que bos un número positivo, a la igual- 
dona ¿mn — 1 A 
dad numérica zx, = V + 
Así, pues, si b = 0, la ecuación (2a) no tiene raices, y para cada b 
distinto de cero la ecuación (2a) tiene una raíz única x,, con la par- 


2m-i PIT, 2m-1 Y 
ticularidad de que zx, = — + 5 DLL 23 
si b>0, 

2. Sea n = 2m, donde m es un número natural fijo, entonces la 
ecuación (2) adquiere la forma 


2 =D. (2b) 


Partamos el CVA de la ecuación (2b) en dos conjuntos: X, = 
= (—o0, 0) y X, = (0, +00), y resolvamos la ecuación (2b) on cada 
uno de ellos. 

En el conjunto X, la función y = x7*” es estrictamente decre- 
ciente y el campo de sus valores está representado por el rayo Y = 
= (0, +00). Por consiguiente, si b es un número negativo o es coro, 
en el conjunto X, la ecuación (2b) no tiene raíces, y si bes un número 
positivo, la ecuación (2b) tiene en el conjunto Xy una raíz única que 
se denotará con z,. Por cuanto x, es la raíz de la ecuación (2b), es váli- 
da la siguiente igualdad numérica: 23?” = d, la cual es equivalente, 
tomando en consideración que hb es un número positivo, a la igual- 
dad Ll] = de 1 

En el conjunto X, la función y = z7?*” cs estrictamente creciente 
y el campo de sus valores está representado por el rayo Y = (0, -+oo). 
Por consiguiente, si b es un número negativo o nulo, la ecuación (2b) 
no tiene raíces en el conjunto X;,, y si b os un número positivo. 
entonces la ecuación (2b) tendrá en el conjunto X, una raíz úbica 


que se denotará con zx,. Por cuanto la función y = 7%” es par en 
A ¿em Su 

todo el CVA, entonces T, =— %i, es decir, la =— * pe 
, 

Ásí pues, para cada b no positivo Ja ecuación (2b) no tiene raíces; 

para cada b positivo el conjunto de todas las raíces de la ccuación (2b) 

2m 

consta de dos números: x,= A 


2im Y 
b , 
En la tabla 6 se exponen los resultados que se obtienen al resolver 
la ecuación (2). 
Ecuaciones potenciales. Sea a cierlo número posilivo fijo y 
no entero, entonces 


7 = b, (3) 
qxe = bh, (4) 


suelen llamarse ecuaciones potenciales elementales. 
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Tabla 6 


| b>0 b=0 | bed 
2me-1 rv ¿med 5 4 
armo) bp dy =7 gu mo hay so-| x= — ] To 1 
b luciones 
tm ¡q 
n= h LN no hay so- no hay soluciones 
lucionos 
2m 4 
Pa 13. a “o 


ll campo natural de definición de la función y = 2% es el conjun- 
to de todos los números no negativos. Quiere decir, el CVA de la 
ecuación (3) es el conjunto X= [0, +00). La función y = a* es 
estrictamente creciente en el conjunto X y su campo de valores está 
representado por el rayo Y = [0, +00). Por eso, Ja ecuación (3) 
no tiene raíces. cuando bh es negativo, mientras que para cada b no 
negativo tiene una raíz única que se denyotará con x,. Conforme a la 
definición de raíz de una ecuación, se verifica la igualdad numérica 
r? =b, Esta igualdad numérica es equivalente a: 

la igualdad numérica x, =0, sib=0: 

se 

la igualdad numérica 2, =b*%, si b es un número positivo, 

Así pues, para cada bh negativo la ccuación (3) no tiene raices, 
y para cada b no negativo la ecuación (3) tiene una raíz única x,, 

1 
con la particularidad de que x, =0, si b= 0; 7, = d%, si db >0. 

El campo natural de definición para la función y= x7% es el 
conjunto de todos los números positivos. Quiere decir, el CVA de 
la ecuación (4) es cl conjunto X = (0, +00). La función y = 27“ 
es estrictamente decreciente en el conjunto X y el campo de sus 
valoros está representado por el rayo Y = (0. +00). Por eso, la 
ecuación (4) no tiene raíces para cualquier b no positivo y tiene una 
raíz única para cada h positivo: esta raíz la designamos con x,. Por 


cuanto 2, es la raíz de la ecuación (4), es válida la igualdad numérica 
1 


== 9 ] ri E 
2 = hb, la cual es equivalente a la igualdad numérica x, = (7)* 


Así pues, cuando ¿es no positivo, la ecuación (4) no tiene raíces, 
y si cada hb 0s positivo la ecuación (4) tiene la única 
] 
A ty 
rcaJz «=(-37) ss 
En la tabla 7 vicnen expuestos los resultados de la resolución 
de las ecuaciones (3) y (4). 
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Paubla 7 


| B>-0 | b=() | hb. A 


x,=0 | no hay soluciones 


p. 
-a 1 ya 
a “=lb A no hay suluciones no hay soluciones 


Ecuación exponencial. Sea a un número positivo fijo dislinto 
de la unidad, entonces, la ecuación 


ar = b (5 


suele llamarse ecuación exponencial elemental. 

El campo natural de definición para la función y = a* es el con- 
junto de todos los números reales. Quiere decir, el CVA de la ecuación 
(5) es un conjunto X == (—oo, +00), La función y = a” es estric- 
tamente monótona en el conjunto X y el campo do sus valores está 
representado por el rayo Y = (0, +00). Por consiguiente, la 
ecuación (9) no tiene raíces, cuando cada b es no positivo, mientras 
que para cada » positivo la ecuación (5) tiene una raíz única que se 
denotará con x,. Por cuanto x, es la raíz de la ecuación (5), es válida 
la igualdad numérica a%:. —= b, la cual es equivalonte a Ja igualdad. 
numérica zx, = log,b. 

Así pues, para cada b no positivo la ecuación (5) no tiene raíces, 
y para cada b positivo liene una raíz única 1, == log, d. 


aa” 


Tabla 8 


¿b>0 | b=0 | dbe0 


ax=b xr, =1l0g, d no hay soluciones no hay soluciones 


En la tabla 8 están expuestos los resultados de la resolución de la 
ecuación (5) 

Ecuación logarítmica. £ea a un número positivo fijo distinto de la 
unidad, entonces la ecuación 


log¿x = b (6) 
suele llamarse ecuación logartimica elemental. 
El campo natural de definición para la función y = log,x es el 
conjunto de todos los números positivos. Quiere decir, el CVA de la 
ecuación (6) es el conjunta X = (0, +00). 
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La función y = log,x es estrictamente monótona en el conjun- 
to X y el campo de sus valores está representado por toda la recta 
numérica Y = (—oo, +00). 

Por eso, para todo 5 la ecuación (6) tione una raíz única que se 
denotará con x,. Por cuanto z, es la raíz de la ccuación (6), es válida 
la igualdad numérica log, x, = d. la cual es equivalente a la igual- 


Tabla 9 


| b>0 | hh. 0 | B<0 


loga 2=b | x¡=ab | r,=1 | z, =ad 


dad numérica x, = a”. Por consiguiente para cada b la ecuación (6) 
tiene la raíz única x, = al, 

El la tabla 9 se exponen los resultados que se obtienen al resol- 
ver la ecuación (6). 

Ecuaciones trigonométricas. Las ecuaciones cos x = b, sen z = b, 
tg z==b, ctgz=b suelen llamarse ecuaciones trigonométricas 
elementales. 

Hagamos algunas observaciones generales. Supongamos que se 
pide resolver la ecuación elemental f (x) = b, donde y = f (2) es 
una función trigonométrica elemental fundamental. Diremos que la 
ecuación elemental f (1) = b tiene TY por período principal, si 
T es el período principal de la función y = f (x). Es evidente que 
si para cierta ecuación trigonométrica clemental de período prin- 
cipal 7 se ha hallado una solución ,. entonces cualquier número 
Zp = Zo + kT será también solución de esta ecuación para cual- 
quier k entero. En este caso el conjunto de todas las soluciones de la 
forma 2. = Zo + HT, donde k recorre todos los números enteros, 
lleva el nombre de serie de soluciones de la ecuación citada y se escri- 
birá en adelante en la forma 


Tr =% +, k€eZ. 


Con el objeto de determinar el conjunto de todas las soluciones de 
la ecuación trigonométrica elemental dada, cuyo período principal 
es 7, se debon hallar todas las soluciones de esta ecuación en el 
intervalo de longitud 7, y luego escribir la serie de soluciones co- 
trespondiente para cada una de las soluciones halladas. Si se obtie- 
nen » sories de soluciones de la ecuación trigonométrica elemental 
f (7) = b., se dice que el conjunto de todas las soluciones de la ecua- 
ción f (1) =5 lo coustituyen n series de soluciones y, a continua- 
ción, se escriben todas estas serios. 

Al resolver una ecuación trigonométrica elemental, el intervalo 
de longitud igual al período principal 7 debe elegirse de un modo 
tal, que contenga un trozo, sobre el cual para la función y = f (x) 
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quede definida la función trigonométrica inversa, y, además, que 
todas las soluciones de la ecuación en dicho trozo puedan ser fácil- 
mente determinadas. 

Observemos además que si la ecuación trigonométrica elemental 
f (x) = b no tiene solución en el intervalo de longitud igual al perío- 
do principal 7, no las tendrá en toda la recta numérica. 

Sea dada una ecuación trigonométrica elemental 


cos x= b, (7) 


El campo natural de definición de la función y = cos x os toda la 
recta numérica. Quiere decir, el CVA de la ecuación (7) es el conjun- 
to X = (—o0, +00). Por cuanto la función y = cos x es en este 
conjunto X una función periódica de paríodo principal igual a 27, 
hallemos, al principio, todas las soluciones de la ecuación (7) en el 
semiintervalo (—x, 11] de longitud igual al período priucipal. Parta- 
mos este somiintervalo en dos conjuntos: X, = (—x, 0) y X, = 
= [0, ni] y resolvamos la ecuación (7) en cada uno de ellos. 

En el conjunto X, la función y = cos - es estrictamente decre- 
ciente y el campo de sus valores está representado por el segmento 
Y, = [—1; 1]. Por consiguiente, si b es un número tal que | >| > 1, 
entonces en el conjunto Xy la ecuación (7) no tiene raíces, y si el 
número b es tal, que | b |< 1, entonces la ecuación (7) tendrá en el 
conjunto X, una raíz única que se denotará con z,. Puesto que xr, € 
€ [0; al y el número b € [—1; 1], es válida la siguiente cadena de 
igualdades numéricas equivalentes: 


cos Xy == b <> arccos (009 x,) = arccos b <> x, =arccos b. 


En el conjunto X, la función y = cos x es estrictamente creciente 
y el campo de sus valores está representado por el intervalo Y, = 
= (—A; 1). Por consiguiente, si b es un número tal, que J>|> 1, 
entonces la ecuación (7) no tiene raíces on el conjunto X,, y si b 
es un número tal, que |b| < 1, la ecuación (7) tendrá en el con- 
junto X, una raiz única que se denotará con xj. Al tomar en con- 
sideración que la función y = cos x= es par en toda la recta numérica, 
obtenemos: tp = — py, 6s decir, Tp = — arccos b. 

Así pues, en el semiintervalo (—x, m- la ecuación (7) no tiene 
solucione3, cualquiera que sea b tal, que | 5 | > 1; cuando y = 1, 
tiene una solución única zp = arccos 1, es decir, zp = 0; cuando 

= — í, tiene una solución única 2 = arccos(—1), es decir, ry = 
= rr; cuando cada'b es tal, que | b | < 1, tiene tan sólo dos solucio- 
nes rt, = arccos b y z¿ = — arccos b. 

Cada una de estas soluciones da una serie de soluciones de la 
ecuación (7) en toda la recta numérica. Por lo tanto, el conjunto de 
todas las soluciones de la ecuación (7) lo constituye: 

un conjunto vacío, para cada b tal, que | b | > 1 (dicho de otra 
forma, cuando | > | > 1, la ecuación (7) no tiene soluciones); 

una serie de soluciones Tp = 21k, k EZ, para b= 1; 

una serie de soluciones z, = 1 + 21n,n EZ, paracadab = — 1; 


23-0382 353 


dos series de soluciones: ty = arccos b + 2nm, m EZ, y Ip = 
= — arccos b + 2np, p EZ, para cada b tal, que Jb| <td. 

Indiquemos que a veces dos series de soluciones de la encuación 
(7) so escriben con ayuda de una sola fórmula : z¿= + arccos 
b+ 219, EZ. 

En la tabla 10 se dan los resultados ohtenidos al resolver la 
ecuación (7). 

Sea dada la ecuación trigonométrica elemental 


sen x= b, (8) 


El campo natural de definición de la función y = sen z es el 
conjunto de todos los números reales. Quiere decir, el CVA de la 


Tabla 10 


d>1 


cogr=b | no hay | 2,=(2284+1)3,| Zm=arccos b+- rp==2sk, | no hay 
solucio- nez 2nm, kez solucio- 


nes meEez nes 


ecuación (8) es el conjunto X = (—oo, +00). Por cuanto la función 
y = sen z en el conjunto X es una función periódica de período prin- 
cipal igual a 2xx, entonces hallemos,'primero, todas las soluciones de la 


ecuación (8) en el semiintervalo [— <> +) , Cuya longitud es 
igual a la del período principal. Partamos dicho semiintervalo en 


dos conjuntos: X=|-$, 5] y X= (5, =) y resolvamos 


la ecuación (8) en cada uno de ellos, 

En el conjunto X, la función y = sen zx es estrictamente crecien 
te y el campo de sus valores está representado por el segmento 
Y, = [—4; 1]. Por consiguiente, si el número bh es tal, que |b] > 1, 
la ecuación (8) no tiene raíces en el conjunto X,, y si b es un número 
tal, que | 5 |< 1, la ecuación (7) ticne en el conjunto X, una solu- 


ción única que se denotará con xp. Por cuanto zp € [—E> 5] y, el 


número b € [—1, 1], entonces cs válida la siguiente cadena de igual- 
dades numéricas equivalentes: 
sen y = b <> arcsen (sen zp) = arcsen b<> Zo = arcsen b. 

En el conjunto X, la función y = sen x es estrictamente decre- 
ciente y el campo de sus valores está representado por el intervalo 
Y. = (—1; 1). Por consiguiente, si el número ) es tal, que jb|>1, 
la ecuación (8) no tiene raíces en el conjunto X',, y si bes un número 
talguebE( 1,41), la ecuación (8) tendrá en el conjunto X, una solu- 
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ción única, que so denotará con xj. A] tomar en consideración que la 
función y = sen x es simétrica en toda la recta numérica respecto de 


o T 
una recta vertical que pasa por el punto (3-0). obtenemos que xy = 
= II — £pg €s decir, xy = 1 — arcsen b. Así pues, en el semiintervalo 
r da E 
| >) la ecuación (3): 


no tiene soluciones, cuando cada b es tal, que |b] > 4; 
JT 


tiene una solución única zx, = arcsen 1, es decir 2, = y, CUan- 
do b=1; 
tiene una solución única xy = arcsen (—1), es decir, 1, = —>> 


cuando b== —1. 

tiene tan sólo dos soluciones: zp = arcsen b y xy = q — arcsen b, 
cuando cada b es tal, que |] b | < 1. Cada una de las soluciones aduci- 
das da una serie de soluciones de la ecuación (8) en toda la recta 
numérica. Quiere decir, el conjunto de todas las soluciones de la 
ecuación (8) lo constituye: 

ua conjunto vacío, cuando cada bh es tal que | b | > 1 (en otras 
palabras, para |b] > 1 la ccuación (8) no tiene soluciones); 


una serie de soluciones 2 =>3 + 2nk, kEZ, cuando b=4; 


; A zT 
una serie de soluciones zx, = —- +onn, nEZ, cuando b= —4; 


dos series de soluciones: x, = arcsen b + 2np, pEZ, Y Im = 
= n— arcsen b-+ 25m, m € Z, cuando cada bd es tal que] 5 | <1. 


Tabla 11 
b<-—t | b=-1 | -1<b<1 V ba 1 b>1 
son za=b | no bay | zx, + Ty =arcson b4- |, = > no hay 
solucio- +21p, pEZ solucio- 
nes + 2nn, Ln = N-—- 2nk, n08 
rez -—arcsen b-+ kEZ 
+ 2nm, mt Z 


Indiguemos que a veces dos series de soluciones de la ecuación (8) 
se esriben con ayuda de una sola fórmula x¿ = (—1)* arcsen b + 


+ 159, qgEZ. , 
En la tabla 11 so exponen los resultados que se obtienen al resol- 


ver la ecuación (8). 
Sea dada la ecuación trigonométrica clemontal 


lg x = bd, (9) 
E] campo natural de definición de la función y = tg z es el con- 
junto de todos Jos números reales, saJvo Jos números 5 )- 11k, donde k 
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es un número entero cualquiera. Quiere decir, el CVA do la ecuación 
(9) es un copio X que se compone do todos los números reales 


distintos de + + nk, donde k es un número entero. Por cuanto la 


función y = :e v es, en este conjunto X, una función periódica de 
período principal igual a 71, hallemos, al Pe nciplO: todas las solucio- 


nes de la ecuación (9) en el intervalo (=> y 3 3) cuya longitud es igual 


a la del perícdo principal. En el intervalo (— 71 $) la función y = 


= le zx 6s estrictamente creciente y el campo de sus valores está 
representado por toda la recta numérica Y = (oo, +00). Por consi- 


guiente, para cada b la ecuación (9) tiene en el intervalo (5 3) una 
soJución única Que se denotará con xp. Por cuanto z, es la solución 
A .» n y + . » 

de la ecuación (9) y ro € (— Pa ), entonces es válida la siguiente cade- 


aa de igualdades númericas equivalentes: tg 2. = be>arctg (tg ro) = 
= arcte b <> xp = arctg b. 

Así pues, para cada b la ecuación (9) tiene en ol intervalo (— 5) 
una solución única xy = arctg b. Esta solución da una serie de solu- 
ciones de la ecuación (9) en todo el CVA de esta ecuación. 


Tabia 12 Tabla 13 


| -=0mm<b<o | -2<)p)<"m 


tgz=b 


Zn =Aarctgb+1xn, neZ ctg r=b | Ty =Aarctg b4np, pEL 


Quiero decir, para cada b el conjunto de todas las soluciones do 
la ecuación (9) lo constituye la serie de soluciones t, = atctg b + 
+ an, n€Z. 

En la tabla 12 se exponen los resultados obtenidos al resolver la 
ecuación (5). 

Sea dada la ecuación trigonométrica elemental 


ctg x=). (10) 

La función y =— ctg zx está definida en todo ol eje numérico, salvo 

en los puntos x = Tk, donde f es un número entero cualquiera. Esto 
significa que el CVA de la ecuación (10) es un conjunto X que so 
compone de todos los números reales distintos de su, dondo le es un 
número entero cualquiera. Por cuanto la función y = ctg x es perió- 
dica en este conjunto X y el período principal de ella equivale a z, 
hallcmos, primero, todas las soluciones de la ecuación (10) en el 
intervalo (0, 1) cuya longitud es igual a la del período principal. La 
función y == clg x en el intervalo (0, 31) es estrictamente decreciente 
y cl campo de sus valores lo constituye toda la recta numérica 
Y = (—oo, +00). Por consiguiente, para cada b la ccuación (10) 
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tiene en el intervalo (0, mx) una solución única, que se denotará con za. 
Puesto que x, es la solución de la ocuación (10) y zp € (0, x1) es válida 
la siguiente cadena do igualdades numéricas equivalentes: 


ctg Zo = b <= arcetg (cele zx) = arcctg b<=> 7, = arcete b. 


Ási pues, para cada b la ecuación (10) tiene en el intervalo (0, an) 
una solución única x, == arcctg b. Esta solución da una serie de 
soluciones de la ecuación (10) en todo el CVA. 

Quiere decir, para cada 5 el conjunto de todas las soluciones de la 
ecuación (10) lo constituye la scrie de soluciones x, = arcetg b + 
+- NP, P E L. 

En la tabla 13 se exponen los resultados obtenidos al resolver 
la ecuación (10). 

Veamos, además, las ecuaciones elementales (que contienen 
funciones trigonométricas fundamentales inversas, es decir, arccos 
zz = b, arcsen x= b, arctg x= b, arcetg x= = b. 

Sea dada una ecuación elemental 


arccos x= 0. (11) 


El campo natural de definición do la función y = arccos x es el 
segmento X = [—1; 1]. Quiere decir, el CVA de la ecuación (11) 
es el conjunto X = [—1; 1]. la función y = arccos x en el conjun- 
to X es estrictamente decreciente y cl campo de sus valores está 
representado por el segmento Y == [0, a]. Por consiguiente, para 
cada b tal que 5bBZ<0G6 bx, la ecuación (11) no tiene raices; si, 
en cambio, y es tal, que OZ b< x1, entonces la ecuación (11) tiene 
una raíz única que se denotará con zo. Por cuanto z, es la raíz de la 
ecuación (14), zp € [—1; 11 y 5 E [0, 317, entonces es válida la cadena 
de las igualdades numéricas equivalentes: 

arccos Zo = b <> 003 (arecos y) = cos b <= roy = cos b. Así 
pues, para cada b tal, que 0 ¿<a la ecuación (11) tiene una raíz 


Tabla 14 
| b<0 b=0 0<b< Aa b=oy | boo zi 
arccos r=b na hay a, = 1 r, =c083b r=—A no hay so- 
soluciones luciornes 


única ro = cos b, y para cada b tal, que b <0Ó y b > xx, la ecuación 
(11) no tiene raices. 

En la tabla 14 so exponen los resultados de la resolución de la 
ecuación (11) 

Sea dada la ecuación elemental 


arcsen x = b. (12) 
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il campo natural de definición de la función “y = arcsen x es 
el segmento [—1; 1]. Esto significa que el CVA do la ecuación (12) es 
el conjunto X = [—4; 1]. En el conjunto X la función y = arcsen z 
es estrictamente creciente y el campo de sus valoros está representado 
creciente y el campo de sus valores está representado por el seg- 
mento Y a [ -5 ; 7 | . Por consiguiente, la ecuación (12) no tienc 
soluciones, cuando cada b es tal, que bh <-> Ó >> si en 


cambio, b es tal, que =+< BES, entonces la ecuación (12) 


l.udrá una raíz úvica que se denotará con x,. Puesto que x, es la 
raíz de la ecuación (12), 2,€[—14, 1] y bel -E. 7 | , es válida 
la siguiente cadena de igualdades numéricas equivalentes: 

arcsen 1, = be son (arcsen x,) = sen b => x, = sen b. 

Asi pues, Ja ecuación (12) tiene la raíz única x, = sen b, cuando 
cada b es tal, que —FSDEF > y no tieno raíces, cuando cada bh 
es tal, que b< =$ Ó >. 


En la tabla 45 se oxponen los resultados obtenidos al resolver 
la ecuación (12) 


Tabla 15 
I 
| ñ E U ro 0 de 
bX< - 3 b= 3 2 <b< Sy b 7 bos => 
arcsóon 1=b | no hay r,=-—1 r, =sen b z =1 no hay 
soluciones soluciones 


Sea dada la ecuación elemental 
arctg z = bd. (13) 
El campo natural de definición de la función y = arctg z es 
el conjunto do todos laos números reales. Quiere decir, el CVA do la 


ecuación (13) es el conjunto X = (—oo, +00). En este conjunto X la 
función y = arctg x es estrictamente creciente y el campo de sus 


. - TN . 
valores está representado por el intervalo Y = (— 5) ] 
Por consiguiente, la ecuación (13) no tiene soluciones, cuanilo 


- 5 T : ] 
cada y es tal, que d<S . 6 bi>>3; si, en cambio, b os tal, que 


T Tí . 4 0 A gw dl » 
== bZ GF, la ecuación (13) lendrá una raíz única que se 


denolará con 2,. Por cuanto zx, es la raiz de la ecuación (13), x,€ 
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E(—004 +00) y BE(—E» 5)» entonces es válida la siguiente 
cadena de igualdades numéricas equivalentes: 


arctg 1, = b<> tg (arctg x,) = tg b => 2, = tg d. 
Así pues, la ecuación (13) tiene la única raíz x, = tg b, cuando 
cada b es tal, que —5 <b< 55 y para cada b tal, que b < —+ 


ób> 5 la ecuación (13) no tiene raíces. 


En la tabla 16 se exponen los resultados que se obtienen al resol- 
ver la ecuación (13) 


Tabla 16 


T 
A 


arctg x=b no hay soluciones z,==tgb no hay soluciones 


Sea dada la ecuación elemental 
arcctg z = b, (14) 


El campo natural de definición de la función y == arcctg x es el 
conjunto de todos los números reales. Quiere decir, el CVA de la 
ecuación (14) es el conjunto X = (--oo, -Lo0). En oste conjunto X 
la función y = arcctg x es estrictamente decreciente y el campo de 
sus valores está representado por el intervalo Y = (0, 11). Por con- 
siguiente, la ecuación (14) no tiene soluciones, cuando cada b es tal, 
quee b<06 b > ax; en cambio, si 5 es tal, que 0 <b< xt, la ecua- 
ción (14) tendrá una raíz única que se denotará con z,. Por cuanto 
zx, es la raiz de la ecuación (14), x, € (—00, +00) y b € (0, 1), es 
válida la siguiente cadena de igualdades muméricas equivalentos: 


larcotg z, = b <= ctg (arcctg 2,) = ctg b=> xx, = ctg b, 


Así pues, la ecuación (14) tiene la raíz única x, = ctg b, para ca- 
da btal, que b<b<r, y para cada y tal, que bZDVDÓDO> «<a, 
la ecuación (14) no tiene raices. 


En la tabla 17 se exponen los resultados que se obtienen al resol- 
vor la ecuación (14). 


Tabla 17 


| bBE0 | 0<y»<1A | db=x 


arcetg z=b no hay soluciones x,=Cctg > no hay soluciones 
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$ 3. Transformaciones equivalentes 
de las ecuaciones 


En este párrafo y en el siguiente se analizan algunas transtorma- 
ciones de las ecuaciones, con ayuda de las cuales una ecuación dada, 
que no es elemental, puede ser reducida a una ccuación elemental 
o a un conjunto de tales ecuaciones. 

Al resolver una ecuación, que no es elemental, nos vemos obli- 
gados, por regla general, a realizar varias transformaciones, a veces 
bastante numerosas. En este caso, la ecuación se sustituye cada vez 
por alguna otra nueva y esta nueva ecuación puede tener, natural- 
mente, otras raíces. Una ecuación dada se resolverá correctamente, 
si, al realizar la transformación de las ecuaciones, una ecuación se 
sustituye cada vez por otra ecuación nueva que tenga las raíces de la 
ecuación anterior, y sólo ellas, es decir, que no haya pérdida o adquí- 
sición de raíces. Si una ecuación se sustituye cada vez por la ecua- 
ción equivalente, las raíces de la última serán precisamente las raíces 
de la ecuación de partida. 

En el presente párrafo se examinam sólo las transformaciones 
equivalentes de las ecuaciones. Las transformaciones no equivalentes 
de las ecuaciones se examinarán en el párrafo siguiente. 

Según Jo expuesto ya en el $ 1, las afirmaciones 1 ... 4 ofrecen 
los ejemplos de translormaciones equivalentes. Demos algunos 
ejemplos más de transformaciones equivalentes de las ecuaciones. 

Transformaciones relacionadas con la aplicación de igualdades 
idénticas. Sea dada la ecuación 


(zx) = g (1) (1) 


y supongamos que para todo x real se verifica la igualdad idéntica 
E (2) = q (2), entonces la ecuación (1) es equivalente a la ecuación 


f(x) = p (2). (2) 


Esta afirmación permite emplear diferentes igualdades idénticas, 
es decir, fórmulas que son Jícilas para todos los valores reales con el 
fin de realizar transformaciones equivalentes de Jas ecuaciones. 
Como ejemplos de tales igunldades idénticas sirven las fórmulas de 
multiplicación reducida de Jos polinomios, la identidad trigono- 
métrica fundamental y algunas otras fórmulas. Observemos que, 
realizando Jas transformaciones equivalentes de Jas ecuaciones con 
ayuda de las fórmulas de multiplicación reducida de los polinomios, 
se han resueJto en el capítulo 11] las ecuaciones cuadráticas y algu- 
nas otras ecuaciones algebraicas. Demos a conocer otros ejemplos 
en los que se realizan trarsformaciones equivalentes con ayuda de 
las igualdades jdénticas. 

Sea dada la ecuación 


cos? 2x2 = 1 — 2cos* rr. (3) 


y. z 
Sr) 


Haciendo uso de la identidad trigonométrica fundamental y de la 
fórmula para el coseno de un ángulo de arco doble, podemos escribir 
la igualdad idéntica 

1 — 2cos* x = —Cos 2z, 
que será válida para cualquier x real. Quiere decir, la ecuación (3) 
es equivalente a la ecuación 

cos? 2x1 = —cos 2z. 

Aplicando la afirmación 1 del $ 1 y agrupando los términos del 
primer miembro de la última ecuación, llegamos a que Ja ecuación (3) 
es equivalente a la ecuación 

cos 2x (cost 21 + 1) = 0. 
La última ecuación es equivalente al conjunto de dos ecuaciones 


trigonométricas elementales: 
cos 2x2 =0, cos? 2r + 1=0 


El conjunto de todas las soluciones de la primera ecuación de este 
conjunio es la serie de soluciones n= +, kEZ, mientras 


que la segunda ecuación del mismo conjunto no tiene soluciones. 
Por consiguiente, el conjunto de todas las soluciones de la 


ecuación (3) se compone de la serie a+ 3, REZ. 
Analicemos ahora la ecuación 
asenz+bcosx=<C, 
En el caso en que a = 0, o bien b = 0, esta ecuación se reduce, 


con ayuda de las afirmaciones 2 y 3 del $ 4, a: 


la ecuación elemental cos 1 = S , sia=0, b30; 


la ecuación elemental sen x= + , siax0, b=0, 


Supongamos, ahora, que a +0 y bx 0. Esto significa que 
a? + 6? 40. Aplicando la afirmación 3, llegamos a que la ecua- 
ción (4) es equivalente a la ecuación 


a ' b e 
Fer sen 14 VETO C08 T= VER (9) 
1. Sea a un número positivo. Examinemos dos casos: db>0 
y b<0O. 
Sea b >> 0. Construyamos un triángulo rectángulo cuyos catetos 
son de longitud a y 6. El ángulo opuesto al cateto de longitud b se 
designará con q. Entonces tenemos las igualdades numéricas 


b a 
SCA PL. = ——— , —C0SQ, = —===— 
Mi Y ai+ y? a y apa 
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de las cuales se deduce que (q, =arcsen o ArCCos == . 
V ar bz Vai 


Álora la ecuación (5) adquicro la forma 
A A 
y aiqoi 


Según la fórmula para el seno de la suma de dos ángulos tenemos 
la igualdad idéntica 


cos q, sen T +4 sen q, cos x = sen (x + q). 


Al aplicar ahora la afirmación enunciada más arriba, llegamos a que 
la ecuación 4 es equivalonte a la ecuación 


COS q, Sen T + Sen q, cos xr = 


sen (+91) = Ta 


que es ina ecuación elemental. 

Sea db < 0. Construyamos un triángulo rectángulo con los catetos 
a y 1b |. El ángulo opuesto al cateto do longitud | b | se designará 
con pz. En este caso tenemos las igualdades numéricas 


15| a 
sen P. = — === 008 Ps = —====" 
VEA 2 Vaj 
de las cuales se deduce que q» =arcsen Bl = ArCCOs ==. 
ya Y al +bt 


Ahora, por cuanlo 5b= -—Jb|, la ecuación (5) Loma la forma 


Cc 
COS (Pa SON Z— SEN Py COS A = ———= . 
Pa pa Cos y] AF 
Según la fórmula para el seno do la diferencia entre dos ángulos 
tenemos la igualdad idéntica 
COS Pz SON T — SEN (pa COS TI = SEN (1 — (pa) 


Aplicando ahora la afirmación enunciada más arriba, llegamos 
a que la ecuación (4) es equivalente a la ecuación 


e 
quo es una ecuación elemental. 

Si designamos q = arctg 2, veremos con facilidad que y = q, 
cuando b>0, y p = —q,, para b< 0. Por eso podemos escribir 
que para a > 0 la ecuación (4) es equivalente a la ecuación 

sen € +arctg +) 


c 
— Veo 


que es también una ecuación elemental, 
2. El caso de a < 0 se reduce al analizado más arriba, multi- 
plicando ambos miembros de la ecuación (4) por (—1) 
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Ejemplo, Resuélvase la ecuación 
cos x 4+- V3s0n zx +1 =0. (6) 


Por cuanto la ecuación (6) cs tal, quea = V3,b=1, Va? + y = 
«= 2, entonces ella será equivalente a la ecuación 
va 
2 


Elis 


sen 24 7005 7=— 


Hallemos el ángulo q: y =arctg =$. Quicre decir, la ecua- 


1 
V3 
ción (6) es equivalente a la ccuación 


sen € ++)= +. 


Resolviendo esta ecuación elomental, obtenomos dos series de solu- 
ciones: 


Lp= —F+21k, kEZ, y 2m=RK+2un, mel. 


Por consiguiente, el conjunto de todas las soluciones de la ecuación 
(6) lo constituyen dos series de soluciones: 


2, =—G + 2nk, KEZ, y Im=T + Lun, mel, 


Transformaciones relacionadas con las superposiciones de las 
funciones. Supongamos que la función y = f (x) es una función 
compuesta y = P [g (x)] que representa la superposición «de dos fun- 
ciones: la intorior u = g (zx) (la función clomental fundamental) 
y la exterior y = £ (u), donde P (u) os un Llrinomio de segundo 
grado: P (u) = au? + bu +.<c. En ostos casos la ecuación f (1) = 0 
se escribe en la forma 


alg (2)? + bg (1) +c=0 (7) 


y se denomina ecuación cuadrática respecto de g (x). 
La ecuación (7) se resuelve del modo siguionte. Al principio se 
resuelve la ecuación cuadrática 


a+ bt4c=0 (S) 


Se determina ol discriminante D de la ecuación (8): D = b? — 4ac, 
Si DP <O0, la ecuación (8) no tiene soluciones y, por tanto, la ecua- 
ción (7) tampoco las tiene. Si D = 0, la ecuación (8) tiene la única 

* » b Pa de 
raíz; el número [—27)- Por consiguiente, en esto caso la ecuación 
(7) es equivalente a la ecuación 


g()=-> (9) 
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A continuación se resuelve la ecuación (9). En virtud de la equiva- 
lencia de las ecuaciones (7) y (9), el conjunto de todas las soluciones 
de la ecuación (9) es el conjunto de todas las soluciones de la ecua- 
ción (7). 

Si PD > 0, la ecuación (8) tiene tan sólo dos raíces reales que se 
designarán con £, y ta. Por consiguiente, en cste caso la ecuación (7) 
será cquivalente al conjunto de ecuaciones 


E (1) =t, £(2)= ls. (10) 


Luego se resuelve el conjunto de ecuaciones (10). Por ser equi- 
valentes la ecuación (7) y el conjunto de ecuaciones (10), el conjunto 
de todas las soluciones del conjunto de ecuaciones (10) es el conjunto 
de todas las soluciones de la ecuación (7). 

Observemos que en el cap. JI] hemos resuelto, empleando este 
método, ecuaciones trinomias que pueden «denominarse ecuaciones 
cuadráticas respecto de x”, donde n es un número natural y n > 2. 

Aduzcamos unos ejemplos. 

Sea dada Ja ecuación 


4% — 3.2% 420, (11) 


Dado que es válida la igualdad idéntica 4% = (2%), la ecuación 
(11) es e quivalente a la ecuación 


(2%) — 3.2 4 2=0, 


Esta es una ecuación cuadrática respecto de 2*. Al resolver la ecua- 
ción cuadrática 
i—34+2=0, 


llegamos a que ella tiene tan sólo dos raíces: t, = 2, ty = 1. Por 
consiguiente, la ecuación (14) es equivalente al conjunto de dos ecua- 


ciones 
P2=2 L=4, 


Al resolver cada una de las ecuaciones exponenciales elementales 
de este conjunto, resulta que dicho conjunto tiene sóJo dos raices: 
a =l1y2%=.(: 

Por consiguiente, la ecuación (11) tiene tan sólo dos raíces: 
z, = 41 y x2 = 0. 

No siempre se Jogra lransíormar la ecuación dada directamente 
en la forma (7). Gon este fin resulta necesario frecuentemente realizar 
algunas transformaciones equivalenics cumplementarias. Por ejem- 
plo, para resolver la ecuación 


sen 2x2 — 12 (sen x — cosa) + 12 =0 (12) 


podemos tomar a título de g (zx) la expresión (sen x= — cos z). Con 
el objeto de representar la ecuación (12) en forma de (7), hagamos 
uso de las fórmulas trigonométricas 


sen 2x = 2cossenx, 1=sen?z 4 cos! z, 


364 


y a continuación, de la igualdad idéntica 
son? x — 2sen x cos z -+ cos? x= (sen x= — cos 2)”. 

Resulta pues que la ecuación (12) es equivalente a la ecuación 
—(sen x — cos 1)? — 12 (sen z — cos 1) + 13 =0, (13) 


La ecuación (13) es cuadrática respecto de (sen - — cos x). Resol- 
viendo la ecuación cuadrática 


it? 12 +13=0 


vemos que ella tiene tan sólo dos raices: t, = 1 y ty = —13 


Por consiguiente, la ecuación (13) es equivalente al conjunto de 
ecuaciones 


sen x—cosr==1, senxr — cos x= —13 (14) 
Valiéndose de la identidad senz—cosz= Y 2 sen € —z) i 


obtenemos que elconjunto de ecuaciones (14) es equivalente lo con- 
junto de ecuaciones elementales 


TL y 2 x 13y2 
sen (--3)=%, sen (1) =- 7 (15) 
El conjunto de todas las soluciones de la primera ecuación lo cons- 
tituyen dos series de soluciones: 


Y, => +2nk, KEZ y 2t,¿=nNn+2im, me€zZz 


La segunda ecuación del conjunto (15) no tiene soluciones, puosto 
que — A dE <—i. 


Por consiguiente, el conjunto de todas las soluciones de la ecua- 
ción (12) lo constituyen dos series de soluciones 


r=>3+2nk, kEZ. y im=:9+2im. mEZz, 


Supongamos que la función y = f (x) 03 una función compresta, 
que reprosenta la superposición de varias funciones elementales 
fundamentales, Por ejemplo, sea y = f (z) la superposición de tres 
funciones elementales fundamentales y = £ [q lu (2)1). 

En estos casos la ecuación f (2) = 0 so oscribe en la forma 


£g fp lu (1)I) = 0 (16) 


y se resuelve del modo siguiente, 
Al principio se resuelve la ecuación elemental 


g (£) =0. (17) 


La ecuación (17) puede no tener soluciones, entonces la ecuación 
(165), tampoco tiene soluciones. 
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La ecuación (17) puede tener un número finito o una infinidad 
de raíces. Supongamos que el conjunto de todas las raíces de la 
ecuación (17) se compone de los números t,, ta, ta ...o tn... 
Entonces la ecuación (16) será equivalente al conjunto de ecuaciones 


plu(idl=t, qlu(y]=t, qlu (0) =ty, ... 
A O A (18) 

Ahora se resuelve c] conjunto de ecuaciones elementales 
()=1t, 90 =le PM) =ip +... P(U)= tp .... (19) 


El conjunto de ecuaciones (19) puede no tener soluciones y en 
este caso el coujunto de ecuaciones (18) no tiene soluciones, por Jo 
cual la ecuación (16) tampoco las tiene. 

El conjunto de ecuaciones (19) puede tener un número finito de 
raíces o una infinidad de ellas. 

Supongamos que el conjunto de todas las raíces del conjuuto (19) 
se compone de los números Y;, Va, Vgs «+ «» Uno » - - . Entonces el 
conjunto de ecuaciones (18) es equivalente al conjunto de ecuaciones 


u(x) =0,, u (72) =0y U() =03, +... U (2) =04 -.. . (20) 


El conjunto de todas las raices del conjunto de ecuaciones ele- 
mentales (20) es el conjunto de todas las raíces de la ecuación (16). 
Analicemos, por ejemplo, la ecuación 


gn Y 4, (24) 


Resolviendo la ecuación elemental 2! = 1, obtenemos su única solu- 
ción t, = 0. Quiere decir, la ecuación (21) es equivalente a la ecua- 


ción _ 
sen Vx = 0. (22) 
Al resolver la ecuación elemental 
sen y = 0, 


llegamos a que el conjunto de todas las soluciones lo constituye una 


serie de soluciones v, = Nk, kEZ. 
Por consiguiente, la ecuación (21) es equivalente al conjunto 


infinito de ecuaciones 
Vi=ks, (23) 


donde lk es un número entero cualquiera. 

Toda ecuación del conjunto (23), en la que k es negativo, no tiene 
raíces, y cada ecuación, en la que X es no negativo, tiene una raíz 
única Th = (ak). 

Por consiguiente, el conjunto de todas las raices de Ja ecuación 
(21) es el conjunto ((k)? | kk E Zo). 
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$ 4. Transformaciones no equivalentes 
de las ecuaciones 


En el párrafo anterior se han estudiado solamente las transforma- 
ciones equivalentes de las ecuaciones. No obstante, existen ecua- 
ciones que no se resuelven aplicando solamente transformaciones 
equivalentes; al resolver las ecuaciones mucho más a menudo tenemos 
que aplicar transformaciones no equivalentes. lin este caso hay que 
recordar que por ser no equivalentes las transformaciones, en general, 
se pueden perder algunas raíces de la ecuación de partida o adquirir 
las llamadas raíces extrañas (toda raíz de una ccuación sucesiva que 
no es la raíz de la ecuación de partida se denominará raíz extraña). 

A continuación se dan ejemplos de las transformaciones no equi- 
valentes que conducen tanto a la pérdida de las raíces de la ecuación 
de partida, como a la adquisición de raíces extrañas. 

Transformaciones relacionadas con las fórmulas logarítmicas. 
Sea a un número fijo tal, que a>>0 y a < 1. Veamos las siguientes 
fórmulas logarítmicas: 


f (z) —= aieai(x) (1) 

logs [f (1)1 = 2 log, f (2), (2) 
loga If (11 = 2 log, [—f (2)), (3) 
log, If (2) g (2)1 = log, Í (2) + log, € (2), (4) 
log, Íf (2) £ (2)1 = log, [—Í (01 + loga [—g (2)l, (5) 
log, LE =10ga $ (1) —10go 8 (2), (6) 

log, P2-=1l0g, | —f (2)1—108, [—8 (2). (7) 


Si, al resolver la ecuación q (1) = h (x), aplicamos formalmente 
al miembro izquierdo o al derecho de esta ecuación cualquiera de las 
fórmulas en consideración de modo tal, que el primer miembro de la 
fórmula citada sea sustituido por el segundo miembro, resultará posible 
la pérdida de las raíces de la ecuación de partida, razón por la cual 
las transformaciones de este tipo no son admisibles. 

Si aplicamos formalmente al primer o seguudo miembro de la 
ecuación p (1) = A (2) cualquiera de las fórmulas en consideración 
de modo tal, que el segundo miembro de la fórmula sea sustituido por el 
primer miembro, las raices de la ecuación q (2) = A (x) no se perde- 
rán; toda raíz de la ecuación q (1) = h (x) será también la raíz de 
la ecuación sucesiva, pero, en general, no cualquier raíz de la ecua- 
ción sucesiva será la ratz para la ecuación de partida y, por esta razón, 
si tales transformaciones se aplican, al final de la resolución resulta 
indispensable la comprobación, es decir, resulta necesario que cada raíz 
determinada del último conjunto de ecuaciones elementales o de la 
última ecuación elemental se sustituya en la ecuación de partida 
para ver cuáles de las raíces convierten la ecuación de partida en una 
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igualdad numérica lícita. Aquellas raíces qua, siendo sustituidas en 
la ecuación de partida, la convierten on una igualdad numérica que 
no so verifica, han de ser despreciadas. 

Más abajo so dan ejemplos que muestran que la aplicación formal 
de dichas fórmulas conduce tanto a la pérdida de las raíces do la 
ecuación de partida, como a la adquisición de raíces extrañas, 

Sea dada la ecuación 


log, (2 + 2? =6, 
Aplicando formalmente la fórmula (2), obtenemos la ecuación 
log, (1 + 2) = 3, 


cuya raíz única es x, = 6, 

Por cuanto en el proceso de resolución de la ecuación de partida 
se ha realizado una transformación, que pudo tener por resultado 
la pérdida de raíces, no se puede considerar resuelta la ecuación 
de partida. En efecto, una raíz de la ecuación de partida, a saber, el 
número (—10), se ha perdido durante esta transformación. 

Sea dada la ecuación 


glos,(22-4x43) a 3 


Aplicando formalmente la fórmula (1), obtenemos la ecuación 
*?zái+3=x-—d, 


la cual tiene tan sólo dos raíces: 2, = 2 y 1, = 3. 

Por cuanto en el proceso de resolución de la ecuación de partida 
se ha realizado una transformación que pudo tener por resultado 
la adquisición de raícos extrañas, resulta indispensable la compro- 
bación. La comprobación muestra que ni el número 2 ni el 3 son raí- 
cos de la ecuación de partida. 

Por consiguiente, la ecuación de partida no tiene raíces. 

Estos ejemplos enseñan que al resolver ecuaciones, las fórmulas 
logarítmicas han de aplicarse con cuidado, teniendo en memoria que 
su aplicación formal puede conducir tanto a la pérdida como a la 
adquisición de raíces. 

Esto no puede ocurrir, si aplicamos cada una de las fórmulas 
(1) ..- (7) en aquél conjunto M, del GVA de la ecuación a resolver, 
sobre el cual tiene sentido el segundo miembro de la fórmula corres- 
pondiente. En estas condiciones la transformación conducirá a una 
ecuación que en el conjunto M, será equivalente a la de partida. 

Al encontrar las raices de la ecuación obtenida y al elegir entre 
éstas aquellas que pertenecen al conjunto M,, encontraremos todas 
las raices de la ecuación de partida on este conjunto M.. 

Se debe tenor en memoria que la ecuación de partida queda resuel- 
ta de esta manora no en todo el CVA, sino que solamente en el con- 
junto M,. Por esta razón se deben hallar, además, sus soluciones en 
aquella parte del CVA que queda después de restar el conjunto M,. 
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Por consiguiente, si en el proceso de resolución de una ocuación 
surge la necesidad de realizar transformacioues con ayuda de cierta 
fórmula logarítmica, entonces esta ecuación se puedo resolver según 
el esquema siguiente: 

1. Hallar el CVA de la ecuación. 

2. Dividir el CVA en dos conjuntos: M, y M, (M4, representa la 
parte del CVA, donde tienen sentido simultáncamente ambos miem- 
bros de la fórmula que se emplea, 14M, es la parte del CVA que queda 
después de restar el conjunto M.). 

3. Resolver la ecuación en el conjunto M, (teniendo en cuenta 
que la transformación de la ecuación con ayuda de esta fórmula es 
una transformación equivalente en ol conjunto M). 

4. Resolver la ecuación en M.. 

5. [Reunir los conjuntos de raíces encontradas en M, y Ma. 

RResolvamos, rigiéndonos por este esquema, las ecuaciones ana- 
lizadas más arriba. 

Sea dada la ecuación 


log, (z + 2)? = 6, 


El CVA de esta ecuación es el conjunto de todos los números rea- 
les, salvo el número 1 == —2. Dividamos el CVA en dogs conjuntos: 
M¡=(2, +00) y M,= (—0o0, —2). o 

En el conjunto M, se verifica la igualdad idéntica 


log, (1 + 2)? = 2 log, (x + 2). 


Quiere decir, en el conjunto M, la ecuación de partida es equivalente 
a la ecuación 


log, (Y ES 2) => 3, 


la cual es equivalente en el conjunto M, a la ecuación x + 2 = 8. 
La última ecuación tiene la raíz única x, = 6. Por cuanto esta raíz 
entra en el conjunto M,, la ecuación de partida también tendrá en el 
conjunto M, una raíz única x, = 6. 

En el conjunto My se verifica la igualdad idéntica 


log, (1 + 2)? = 2 log, [—(z + 2)]. 


Quiere docir, en el conjunto M, la ecuación de partida es equi- 
valente a la ecuación 


logs (—1 — 2) = 3, 
la cual es equivalente, a su vez, en el conjunto M“M, a la ecuación 
—l — 2 => 8. 


La última ecuación tiene la única raíz xz = —10. Por cuanto esta 
raíz pertenece al conjunto M ,, la ecuación de partida también tendrá 
en el conjunto M, la única raíz x, = —10. Al reunir el conjunto de 
raices encontradas on M, y “M,, obtenemos que el conjunto de todas 
las raíces de la ecuación de partida se compone de dos númoros: 
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Y =Ú y x. - —10. 

Sea dada la ecuación 34949 3, 

El CVA de esta ecuación es el conjunto de todos los x, para cada 
uno de los cuales x? — 4r + 3 > 0, es decir, el GVA es el conjunto 
M = (—o0, 1) U (3, 4-00). Por cuanto en este conjunto se verifica 
la igualdad idéntica 

SAS, 


la ecuación de partida será equivalente en el conjunto *M a la ecua- 
ción 
2?—dr+3=2x-—3, 


la enal Liene tan sólo dos raíces: 2, =+- 2 y ta = 3. 

Como ninguna de estas raíces integr a el CVA de la ecuación de 
partida, mientras que la última ecuación y la de partida son equi- 
valentes en el CVA de Ja ecuación de partida, entonces resulta que la 
ecuación de partida no ticne raices. 

Así pues. la resolución de una ecuación con ayuda de cierta 
jórmula logarítmica es posible mediante dos procedimientos. 

Primer procedimiento. Realizar el paso a una ecuación que sirve 
de consecuencia de la ecuación dada. Hallar todas las raíces de la 
ecuación oblenida. Realizar la comprobación y establecer cuáles 
raíces son extrañas. Todas las ruicos halladas, menos las raíces extra- 
fías, constituiran el conjunlo de todas las raices de la ecuación de 
partida. 

Segundo procedimiento. Realizar el paso equivalente en el conjunto 
3, (47, es toda la parte del CVA de la ecuación de partida, donde la 
fórmula logarítmica representa una igualdad idéntica). Hallar todas 
las raíces de la ecuación obtenida en Af,. Luego, hallar todas las 
raíces de la ecuación de partida en el conjunto 37, (en toda Ja parte 
restante del CVA de la ecuación de partida después de restar el con- 
junto 3M£,). Por fin, reunir los conjuntos de todas las raices «dle la 
ecuación dada encontradas en 3, y M4, y obtener de este modo el 
conjunto de todas las raíces de la ccuación de partida. 

Transformaciones relacionadas con fórmulas trigonométricas. 
Examinemos Jas siguientes fórmulas trigonométricas: 


J 
clg x= TIRA (8) 


Zty y 
9. er UL EN 
ds rl (9) 


€ 1—t ir o 
cos dx = me , (10) 


1 EE 
e (14) 
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Si, al resolver la ecuación y (7) = A (2). aplicamos formalmente 
al miembro izquierdo o derecho de esta ecuación cualquiera de Jas 
fórmulas en considecación de modo tal, que el primer miembro de 
esta fórmula sea sustituido por el segundo miembro, resultará posible 
la pérdida de raíces de la ecuación de partida, por lo cual las trans- 
formaciones de este tipo no son admisibles. 

Si aplicamos formalmente 41 miembro izquierdo o derecho de la 
ecuación q (2) = h (2) cualquiera de las fórmulas en consideración 
de modo tal, que el segundo miembro de esta fórmula sea sustituido por 
el primer miembro, pueden adyutrirse raices extrañas, por lo cual al 
final de la resolución es necesaria la comprobación. 

He aquí unos ejemplos que muestran que Ja aplicación formal 
de las fórmulas mencionadas, al resolver una ecuación, puede con- 
ducir tanto a la pérdida de raicos, como a la adquisición de raices 
extrañas. 

Sea dada la ecuación 


sen 21 — 3 cos 27 = 3. 


Al aplicar formalmente las fórmulas (9) y (10), obtendremos la 

ecuación 
2tgr _ 3(1—tgzx) 3 
1+tgz l+tgz “ 

Reescribamos esta ecuación en la forma 

2(lgz=3) 
i+lgx 

De aquí es evidente que el conjunto de todas las raíces de esta 
ecuación lo constituye Ja serie de soluciones «xx, — arctg 3 — np, 
pE£. 

Sin embargo, no se puedo afirmar que se han hallado todas las 
raíces de la ecuación de partida, puesto que las transformaciones han 
sido de tal género que las raíces podían perderse. Jin efecto, al rea- 
lizar las transformaciones citadas se ha perdido toda una serie de 
soluciones £m = + nm, meZ. 

de > Ñ 
Sea dada la ecuación 
le x—1 —1 
tg r-|-1 


14 . . ... 
Por cuanto 4 = gg: se puede reescribir la ecuación en Ja forma 
tg *— tir E 
n =1. 
1+tgxtg — 
4 
Al aplicar formalmente la fórmula (11), obtendremos la ecuación 


(9). 
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de donide se hace obvio que el conjunto de todas las raíces de esta 
ze : ; : n 
ecuación lo constituve la serie de soluciones x, = E TT, 1EZ. 


Por cuanto ducante la transformación podían aparecer raíces 
extrañas, €s indispensable la comprobación. La comprobación 
muestra que nipguna de las raices será raíz de la ecuación de partida. 

Por consiguiente, la ccuación de partida no tiene raíces. 

Estos ejemplos muestran que, al resolver las ocuaciones, se nece- 
sita mucho cuidado en aplicar las fórmulas trigonométricas, teniendo 
en memoria que su aplicación formal puede conducir tanto a la pér- 
dida de raíces como a la adquisición de éstas. 

Esto no puede ocurrir, si cada una de las fórmulas (8) . . . (11) 
se aplica en aquel conjunto 1f, del CVA de la ecuación a resolver, 
donde tiene sentido el segundo miembro de la fórmula correspondien- 
te. En este caso tal transformación conduce a una ecuación equiva- 
lente a la de partida en el conjunto 54Y,. 

Une vez determinadas las raíces de la ccuación obtenida y ele- 
gidas entre ellas las raícos, pertenecientes al conjunto M,, hallemos 
todas las raíces do la ecuación de partida en el conjunto M,. lay que 
acordarse de que la ecuación de partida queda resuelta de oste modo 
no en todo el CVA, sino sólo en el conjunto .4%,. Por eso, se debe ha- 
llar, además, su solución en aquella parte del GVA, la cual queda des- 
pués de separar el conjunto %4.,. 

Por esta razón, las ecuaciones en cuya resolución resultan apli- 
cables dichas fórmulas trigonométricas se resuelven, frecuentemente, 
siguiendo el mismo esquema que se ha aducido al examinar las fór- 
mulas logaritmicas: 

í. IFallar el CV. de la ecuación. 

2. Dividir el CVA en dos partes M, y My (M, es la parte del CVA, 
donde tienen sentido simultáneamente ambos miembros de la fór- 
mula que se emplea, M, es aquella parte del CVA que queda después 
de separar el conjunto M.,). 

3. Resolver la ecuación en M, (tomando en consideración que la 
transformación con ayuda de esta [órmula es una transformación 
equivalente en el conjunto M.). 

4. Resolver la ecuación en el conjunto M,. 

5. Reunir los conjuntos de raices determinados en M, y May. 

Resolvamos, siguiendo este esquema, las ecuaciones analizadas 
más arriba. 

Sea dada la ecuación 


sen 27 — 3 cos Ur = 3, 
El CVA de esla ecuación es el conjunto de todos los números roales. 


Dividamos el CVA de dicha ecuación en dos conjuntos: M,, que es 
el conjunto de todos los númoros reales, a excepción de los números 


NT » ; 
Lp = $ + ak, donde / es ua número entero cualquiera, y Ma, 
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z E 
que es el conjunto de los números 2; = > má, donde E es un 


número entero cualquiera. 

En el conjunto 34, das fórmulas (9) y (10) son igualdades idénti- 
cas, por lo cual en el conjunto 44, la ecuación de partida será equi- 
valente a la ecuación 


2lgeo 3d ta _ 3 
i+tglzr tar 
El conjunto de todas las raices de la última ecuación lo constituye 
una serie de soluciones z, = arctg 3 4- qm, mE€Z. Voda raiz de 
dicha serie pertenece al conjunto .“M,, por esta razón, el conjunto de 
todas las raíces de la ecuación de partida en el conjunto 17, lo cons- 
tiluye la serie zx, = arctg 3 L am, m El. 

Resolvamos la ecuación de partida en M,. Sustitnuyendo cada 


NÚMCIO Tp = 5 +- ak, kE Z, en la ecuación de partida, nos con- 
vencemos de que ésta se convierte en una igualdad numérica licita. 

Por consiguiente, el conjunto de todas las raíces de la ecuación 
de partida en el conjunto 4, lo constituye la serie r, = E + ak, 


2 
KEZ. 

Reuniendo los conjuntos de raíces encontradas cn M, y Ma, 
obtenemos que el conjunto de todas las raices de la ecuación de par- 
tida lo constituyen dos series £m = arcte 3 am, mMmEZ, y xq = 
= +10 ez. 

Sea dada la ecuación 

tgr+i " ** 
El CVA de cesta ecuación es el conjunto de todos los números 


» pra » 

reales, salvo los números Z,, = + un, donde m es un númcro 
. . Ss 1d 

entero cualquiera, y los números 1=>3H-+ad, donde ¿es un número 


entero cualquiera. Por cuanto la fórmula (11) es en el CVA una igual- 
dad idéntica, entonces la ecuación de partida será equivalente en el 
CVA a la ecuación 


ye (-—<) =íÍ, 


El conjunto de todas Jas raíces de la última ccuación e+ el CVA 
lo constituye la serie x, = 1/2 + xp, donde p es un número entero 
cualquiera. Es evidente que esta serie no forma parte del CVA de 
la ecuación de partida. Por consiguiente, la ecuación de partida 
no tiene raíces. 

Así pues, la resolución de la ecuación con ayuda de cierta fór- 
mula trigonométrica es posible mediante dos procedimientos. 
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Primer procedimiento. Realizar el paso a una ecuación que 
sirve de consecuencia de la ecuación dada. Hallar todas las raíces 
de la ecnación obtenida, comprobar y establecer cuáles raices son 
extrañas. Todas las raices halladas, menos las extrañas, constituirán 
el conjunto de lodas las raíces de la ecuación de partida. 

Segundo procedimiento. Realizar el paso equivalente en el 
conjunto M, (17, es toda la parte del CVA de la ecuación de partida, 
dlonde la fórmula trigonométrica representa una ignaldad idéntica). 
Hallar todas las raíces de la ecuación obtenida en 4,. Luego, hallar 
todas las ralecs de la ecuación de partida en el conjunto M, (en 
toda la parte restante del GVA de la ecuación dada después de separar 
el conjunto 4f,). Reunir, por fin, los conjantos de todas las raíces 
de la ecuación dada encontradas en M, y 17, y obtener de este modo 
el conjunto de todas las raices de la ecuación de partida. 

Transformaciones relacionadas con elevación a potencia natural. 
Supongamos que n es un número fijo natural y sea n > 2. Sea dada 
la ecuación 

f (x) = 8 (x). 
La sustitución de esta ecuación por la ecuación 


If (JP =4g (x)1* 


se llama elevación de la ecuación a la potencia natural n. 

Según se deduce de la afirmación 5. $ 1, al elevar una ccuación 
a una potencia natural, no se pueden perder rafces sino, al contracio, 
sólo pueden adquirirse raíces extrañas. Por eso, si se aplica tal trans- 
formación, al final de ésta resulta necesaria la comprobación de las 
raíces halladas. 

He aquí un ejemplo que muestra que dicha transformación 
puede realmente conducir a la adquisición de raices extrañas. 

Sea dada la ecuación 


2 cos 1 = 3sen x — 2. 
Elevando al cuadrado esta ecuación y empleando la identidad 
trigonomótrica findamental, obtenemos la ecuación 
4 (1— ser? x) = 9 sent a — 12 sen z + 4, 


la cual es equivalente al conjunto de dos ecunciones: 


senz=0, senr=“2 

| da 38 13 * 
El conjunto de todas las raíces de la primera ccuación de este con- 
junto lo consliluyea dos serios: Lp += 2, MEL, Y Xy = 9 + 214, 
g E Z. El conjunto de todas las raíces de la segunda ecuación lo cons- 
tiluyen larmbién dos series: 


Y, —aresen + F2Tp, PEZ, Y f,= 1 —arcsen 7 +2ak, kEZz. 
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Por cuanto, al resolver la ecuación de partida, se realizó la olevación 
de la ecuación al cuadrado, es posible que entre las raíces lailadas 
haya extrañas, por consiguiente, se necesila la comprobación. La 
'omprobación muestra que toda raíz de la serie «,, +: 21m, m € Z, 
es una raíz extraña, y cada raíz de la serie xr, =- 51 i 219, q€Z, 
es la raiz de la ecuación de partida. 

Además, la comprobación muestra que toda raiz de la serie 


dc A E ] 
£, =4 —arcsen q3 + 21, K.€Z, es extraña, mientras que Loda raiz 
¿ 12 6 E Lua 

de la serie :r, =arcsen 47 + £xp. pEl, es la raíz de la ecuación 
de partida, 

Por eso el conjunto de lodas las raíces de la ecuación de partida 

» . . P? 12 

lo constituyen dos series: 1, = 51. — 219, €%. y 7, = arcsen 13 + 
4 2np, p € £. 

Señalemos, además, que al realizar la elevación de una ecuación 
a polencia natural, se emplea, a menudo, la siguiente fórmula 


(VIO) =] (2). 


Está claro que si, al resolver la ecuación, sustituimos (Y f (2))" 
por Í (£). se pueden adquirir raíces extrañas, por lo cual al final de la 
resolución es necesaria la comprobación. 

Demos un ejemplo de tal transformación «de una ecuación. 

Sea dada la ccuación 


Vax=5=Y x—1. 
Elevando esta ecuación al cuadrado y sustituyendo 
(Vi+zx—5)3 por (2 x—5), y (YU x—1%2 por (r—1), 
obtenemos la ecuación 
A O E NN A 


El conjunto de todas las raícos de la última ecuación se compone 
de dos números: x, = 2 y ct. = —2. Por cuanto, al resolver la ecita- 
ción de partida, tuvo lugar la elevación de la ecuación al cuadrado 
y la sustitución de (Y f (2))" por f (2). pudieron aparecer raíces exbra- 
ñas, por do cual es necosaria la comprobación. La comprobación 
señala que la raíz 2, == —2 n0 es raíz de la ecuación de partida, mien- 
bras que -, = 2 0s raíz de la ecuación citada. 

Por consiguiente, la ecuación de partida Liene la raíz Única 2, = 2. 

Hemos de notar que, corrienlemente, al elevar una ecuación a la 
potencia natural n, la sustitución de (Y f (2))" por f (e) no se espe- 
cilica, 

En lugar del procedimiento descrito puede ofrecerse también 
otro método que se basa en la aplicación de la afirmación 7, $ 1. 
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Si se emplea el método aducido, la ecuación puede ser resnelta 
según el esquema siguicnte: 

1. Hallar el CVA de la ecuación. 

2. Dividir el CVA en dos conjuntos: M, y My (WM, es la parte del 
CVA en la cual anibos miembros de la ecuación son simultánea- 
mente e bien no negativos o bien no positivos, M, es aquella parte 
del GVA. en la cual Jos miembros derecho e izquiordo de la ecuación 
son de signos opuestos). 

En este caso se hace claro que en 1, la ecuación no tiene raíces, 
por Jo cual el conjunto de todas las raíces de la ecuación de partida 
está conlunido dentro de M.,. 

3. Resulver la ecuación en el conjunto M,. El conjunto de todas 
las raíces encontrado en 4f, será el conjunto de Lodas las raíces de la 
ecuación de partida (aquí se toma en consideración que la elevación 
de la ecnación de partida a potencia natural conduce a una cenación 
que es equivalente en el conjunto 47, a la de partida). 

Resolvamos, rigiéudonos por el esquema descrito, la ecuación 


Y 21+29=3—x. 
El CVA de esla ecuación es el conjunto X= | — SEE vo ) . 


Dividamos el CVA en dos conjuntos: Mm, =[-<, 3| y M,= 


= (3, -i-00). Kn el conjunto M, la ecuación de partida no tiene raí- 
ces, puesto que para todo x € Y, el primer miembro de la ecuación 
os posilivo y el segundo, negativo. Resolvamos la ecuación en el 
conjunto 17,. Dado que en este conjunto ambos miembros de la 
ecuación de partida son no negativos, después de elevar al cuadrado 
la ecuación de partida, se obtiene una ecuación que es equivalente 
a ella: 
da) 29 = (3 — a). 


15) conjunto de todas las raíces de la última ccuación lo repre- 
sentan dos uúmeros, 2, = —2 y 2, = 10. Por cuanto el número 
Zo = lÍ0 no pertenece al conjunto 4M,, no será raíz de la ccuación 
de partida. 

Por cuanto el número x, == —2 pertenece al conjunto ¿¡M,, será 
raiz de la ecuación de partida. 

Por consiguiente. la ecuación de partida tiene la única solución 
A 

Así pues. la resolución de una ecuación clevandola a potencia 
natural resulta posible mediante dos procedimientos. 

Primer procedimiento. Realizar el paso a una ecuación que 
es consecuencia de fa ecuación de partida. Hallar todas las raíces 
de la ecuación obtenida. Efectuar la comprobación y establecer 
cuáles raices son extrañas. Aquellas raices, pertenecientes al con- 
junto de todas las raíces halladas. que no son extrañas constituyen 
precisamente el conjunto de todas las raícos de la ecuación. 
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Segundo procedimiento. Realizar el paso equivalente en el 
conjunto M4, (M*M, es la parte del CVA de la ecuación de parlida, donde 
ambos miembros de Ja ecuación de partida son simultaneamente 
o bien no negativos o bien o positivos). Hallar en 17, todas las 
raíces de la ecuación obtenida. Podas estas raíces constituyen pre- 
cisamente el conjunto de todas las raices de la ecuación de partida. 

Transformación relationada con la supresión del denominador. 
Sea dada da ecuación 

x 
=> (2). 


La sustitución de esta ecuación por la ecuación 
f(x) = g (2) y (2) 


se denomina supresi'n de la ecuación del denominador. 

Está claro que. al realizar tal lransftormación de una ecuación, 
es posible la aparición de raices extrañas. Por eso, si en el proceso de 
resolución de una ecuación se suprime el denominador de la ecuación, 
resulta indispensable la comprobación de todas las raices halladas. 

Pongamos un ejemplo de aplicación de ¿al trausformación. 

Sea dada la ecuación 

2 (x—7) 
13— 611 


=Í1, 


Suprimiendo el denominador, oblenemos la ecuación 
2x — 14 —= 1 — 6x — 7. 


1 conjunto de todas Jas raíces de la última ecuación se compone 
de dos números: q, =: 1 y a =— 7. 

¿n el proceso de resolución de Ja ecuación de partida se ha rea- 
lizado una transformación que pudo tener por resultado la aparición 
de raices extrañas, por lo cual se necesita la comprobación. La com- 
probación muestra que el púmero xy — 7 no es raíz de la ecuación 
de partida. mientras que el número x, = 1 es la raíz de la ecuación 
mencionada. Así pues, la ecuación de partida tiene la única raiz 


L1 eS 1. 
Observemos que, de acuerdo con la afirmación 9, $ 4, la ccuación 
Í (e) 
LL =p lx 
q Pz) 


es equivalente en su GVA a la ccuación 


Í (1) = £g (2) y (2). 
Por ello, la resolución de tales ecuaciones pueile realizarse según 
el siguiente esquema: 


1. IHallar el CVA de la ecuación 12 e (2). 
g (2) 
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2. Hesolver en el CVA de la ecuación dada la ecuación equivalente 
0 = ¿(04 (o. 


Por cuanto las ecuaciones 


r) 
E =0() y Ha) =4 (2) p(z) son 
equivalentes en el CVA de la primera ecuación, todas las raíces de la 
ecuación f (2) = g (1) q (2) que integran el CVA de la primera ecua- 
ción constituirán el conjunto de todas las raíces «de la ecuación 


z 
Hz) (+). 
gr). 5% Ae 
Resolvamos. rigiéndonos por este esquema, la ecuación 
soni r— it 
ia e 1. 
cos? y 


EICVA de esta ccuación es el conjunto 147 de lodos los números 
Ld T r 
reales. salvo Jos números dm — 5 +- am, donde m es un número 


entero cualquiera. ln el conjunto A? la ecuación de partida es equi- 
valonte a la ecuación 


senda —í1 = cost 


Por cuanto en el conjunto de todos los números reales se verifican 
las igualdados idénticas 


cos! — sento = (cos? a + sen? 7) (cos? x — sen? 2), 
cost r lo senti - ft,  costr— senédz — cos 22, 
entonces en dicho conjunto será válida también Ja igualdad idéntica 
cos rr — sen! x .. cos 2r. 


Por eso la ecuación de partida será equivalente en el conjunto MW 
a la ccunción 


cos dx = —1. 
El conjunto de todas las soJuciones de la última ecuación os la serie 
T » . s 
Th 75 + nd, k € £. Como esta serie no pertenece al conjunto M,. 


la ecuación no biene raices. 

Así pues, Ja resolución de una ecuación suprimiendo el denomi- 
nador es posible mediante dos procediinientos: 

Primer procedimiento. Realizar el paso a una ecuación que 
representa una consecuencia de la ecuación de partida. Hallar todas 
las raíces de la ecuación oblenida, comprobar y establecer cuáles 
raíces son extrañas. Las raíces del conjunto de todas las raíces halla- 
das que no son extrañas constituirán precisamente el conjunto de 
todas las raíces de la cevación. 

Segundo procedimiento. Realizar el paso equivalente en el CVA 
de la ecuación de partida. Hallar todas las raíces de la ecuación 
obtenida. Todas costas raices conslituirán el conjunto de lodas las 
raíces de la ecuación de partida. 
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Transformaciones relacionadas con la poulenciación de una ecua- 
ción. Sea a un número fijo positivo cualquieca, distinto de la unidad. 
Sea dada la ecuación 


log, $ (2) = log, E (2). 
La sustitución de esta ecuación por la ecuación 
f(Q)= gx) 


se llama potenciación de la ecuación. 

Según se deduce de la afirmación 6 del $ 4. al realizar la poten- 
ciación de una ecuación, no se pueden perder raices. sino sóto adquirir 
extrañas. Por eso, si, al resolver una ecuación, se realiza la poten- 
ciación, resulla necesaria la comprobación al final de Ja resolución. 

Resolvamos mediante este procedimiento la ecuación 


log, (1% — 4) = log, (4x — 7). 


Al realizar la potenciación de la ecuación dada. abtenemos obra 


ecuación 
re —4A -=4re— 7. 


El conjunto de todas las raíces de la última ecuación se compone 
de dos números 2, = 3 y ra := 1. 

En el transcurso de la resolución de la ecuación de partida se 
ha realizado la potenciación de la ccuación, por lo cual es posible 
la aparición de raíces extrañas y esto requiere la comprobación. La 
comprobación señala que el número zx, = 4 no os raíz de la ecnación 
de partida, mientras que 7, = 3 es la raíz de la ecuación de partida. 
Por eso la ecuación de partida tiene la única raíz .r, -< 3. 

Observemos que según la afirmación 8 del $ 1. la ccuación 


log, / (2) += loga 8 (1) 
es equivalente en su GVA a la ecuación 


Por oso la ecuación log, f (2) — log, g (2) puede resolverse según 
el esquema siguiente: 

t. Hallar el CVA de la ecuación log, f (2) = log,, £ (e). 

2. [Resolver en el CVA de esta ecuación la ecuación equivalente 
Íf (7) = g (2). 

Todas las raices de la última ecuación constituirán precisamente 
el conjunto de todas las raíces de la ecnación log, f (e) = log, £ (<). 

Resolvamos, rigiéndonos por esle esquema. ed ejemplo examinado 
más arriba. 

Sea dada la ecuación 

log, (1? — 4) = log, (4x7 — 7). 


AI GVA de esta ecuación es el conjunto Af = (2, + 00). En el con- 


junto 417 la ecuación dada es equivalente a la ecuación «? — 4 — 
=dm— 7. 
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El conjunto de todas las soluciones de la última ecuación se 
compone de dos números: 2, = 3 y xa == 4. Por cuanto el número 
Zo 1 no pertenece al conjunto 4, mientras que el número 7, = 3 
pertenoce a 17, entonces la última ecuación tiene en M tan sólo una 
raíz que ese, = 3. Gomo Ja úllima ccuación y la de partida son equi- 
valentes en el conjunto 4, resulta, pues, que Ja ecuación de partida 
tiene la única raiz Jj 3. 

Así pues. la resolución de nna ecuación aplicando la potenciación 
es posible mediante dos procedimientos. 

Primer procedimiento. Realizar el paso a una ecuación que 
representa una consecuencia de la ecuación de partida. Hallar todas 
las raíces de Ja ecuación obtenida. Comprohar y establecer cuáles 
raices son extrañas. Las raftees del conjunto de todas las raices halla- 
das que no son extrañas constituirán precisamente el conjunlo de 
todas las raíces de Ja ecuación. 

Segundo procedimiento. Realizar el paso equivalente en el CVA 
de la ecuación de partida, halJar todas las raíces de la ecuación obte- 
nida en el CFA de la ecuación de partida. Todas eslas rajces consti- 
tuirán precisamente el conjunto de todas las raíces de la ecuación 
de partida. 

Transformación relacionada con la logaritmación de una ecua- 
ción. Supongamos que a es un número positivo fijo distinto de la 
unidad. Sea dada la ccuación 


Í (1) = g (2). 


La sustitución «de esta ecuación por la ecuación 
log, Í (x) = log, E (x) 


se denomina logaritmmación de la ecuación. 

Según se desprende de la afirmación 6 $ 1, al logaritmar unu ecua- 
ción se pueden perder raíces. Por eso la aplicación formal de esta 
transformación se prohibe. 

Cabe señalar que la logaritmación de Ja ecuación / (1) =- g (1) 
puede realizarse sólo en el conjunto M, es decir, en Loda la parte del 
CVA, donde ambos miembros de la ecuación citada son positivos. 
En este caso, como se deduce de la afirmación 6 $ 1, las ecuaciones 
f(x) = £ (zx) y log, fí (1) = log, £ (1) son en el conjunto M equi- 
valentes. 

Por esta razón, la resolución de la ecuación f (1) = g (2) apJí- 
cando la logaritmación de la ecunción, resulia posible sólo según 
el gigniente esquema: 

1. Hallar el CVA de la ecuación dadu. 

2. Dividir el CVA en dos conjuntos: M, y M, (M, €s la parte del 
CVA, donde ambos miembros de la ecuación dada son positivos; 
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M. es Ja parte del CVA que queda después de restar de éste el con- 
junto M,). 

3. Resolver la ecuación en M, (tomando en consideración que 
en 4, la ecuación f(x) = g (x) es oquivalente a la ecuación 
log, f (e) = log, 8 (2). 

4. Resolver la ecuación en Mo. 

5. Hleunir los conjuntos de tudas las raíres determinadas en M, 
y M.,. 

Resolvamos, rigiéndonos por este esquema. la ecuación 


ga e: 1 SA 


El CGVA de esta ecuación es el conjunto 14 = [0, --00). Por cuanto 
ambos miembros de la ecuación dada son positivos en el conjunto 17, 
en este conjunto la ecuación citada es equivalente a la ecuación 


rr=1l AV m2 


La ecuación obtenida es, a su vez, equivalente en el conjunto M 
a la ecuación 


má, 
La última ecuación tione tan sólo dos raices: z, = 1 y x, = —1. 
La raíz z, = 41 pertenece al conjunto 4, mientras que la raíz zz = —1 


no pertenece al conjunlo Af. Por consiguiente, la última ecuación 
tiene en el coajunto 4 una sola raíz x, = 1. Como la ecuación de 
partida cs equivalente a la última ecuación en el conjunto M (todo 
el CVA de la ecuación de partida), la ecuación de partida tiene la 
única raíz x, = 1. 

Transformaciones relacionadas cuu la simplificación de la ecua- 
ción por el factor común. Sea dada la ecuación 


p (2) 1 (2) = q (2) e (). 
Esta ecuación se suslituye a menudo por la ecuación 
f (1) = g (2), 
es decir la ecuación de partida se simplifica por el factor común 
p (2), lo que constituye un gran error que puede condneir tanto a la 
pérdida de raices de la ecuación de partida, como a» la adquisición 


de raices extrañas. 
Veamos un ejemplo. Sca dada la ecuación 


Vzx—2(1243)=4x V 1-2, 
Simplificando esta ecuación por el factor común Y z— 2, llegamos 


a la ccuación 
2 +3=úx. 


El conjunto de todas las raíces de la última ecuación se conmt- 
pone de dos números: 1, =4 y zx, = 3. 
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Es fácil ver, sin embargo, que ef número 2, = 4 no es raíz de la 
ecuación de partida, es decir. este número es una raíz extraña para 
la ecuación de partida. Al mismo tiempo resulta evidente que el 
número zx, =- 2 es raiz de la ecuación de partida que se ha perdido 
al realizar Ja Lransformación. 

Por lo tanto, efectivamente, al simplificar una ecuación por el 
factor común «q (1), se pueden perder las raices de la ecnación de 
partida y se pueden adquirir raízes extrañas. 

Las ecuaciones de este tipo se deben resolver de la manera si- 
guiente. 

1. Hallar el CVA de la ecuación q (2) f (2) = q (2) £ ([z). 

2. Escribir una ecuación equivalente a la mencionada: «p (1) X 
Xx If (m0 — e (el -- 0. 

3. Pasar de esta ecuación ul conjunto de ecuaciones, equivalente en 
el CVA a la ecuación de partida 


q (1) =0, f(x) —g (2) =0. 


4. Resolver este conjunto de ecuaciones en el LVA de la ecuación 
de partida. Fin esle caso el conjunto de todas las raices de este conjun- 
to, cada una do Jas cuales pertenece al CVA de la ecuación de partida, 
constituirá precisamente el conjunto de todas las raíces de la ecua- 
ción de partida. 

Resolvamos, mediante este procedimiento la ecuación 


Vi—2(+3)= 40 Y 2—2. 


HCVA de esta ecuación es el conjunto 3 :-= (2, 400). Escriba- 
mos la ecuación, equivalente a la de partida, 


Vi—2(2?2—4x+3)=0, 


Issta ecuación es equivalente en el conjunto M4 al conjunto de ecua- 
ciones 


Vi—2=0, rim 3=0, 


La primera ecuación de este conjunto tiene la única raíz a, — 2. 
La segunda ecuación tiene tan sólo dos raíces: m, = 3, xa = 1. 
Quiere decir, el conjunto de todas las raices de este conjunto consta 
de tres números: 1, 2.2, = 3,24 = l. Las raices x, y z, integran 
el conjunto M, mientras que la raíz xy no figura en el conjun- 
to M. 

Por consiguiente, Ja ecuación de partida tiene solamente dos 
raices: Tr, 2, Ly-- d 

Transformaciones relacionadas con la simplificación de la ecua- 
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ción por el factor común. Seca dada la ecuación 
lA It IAE... + lfmt)l— lfm+r (2) | -.- 
co. — | fx (0) 1 =g(). (12) 


donde f, (2). fa (0)... .. /, (e) sou polinomios enteros respectu de z. 
Para resolver semejantes ecuaciones es menester, como regla, supri- 
mir los signos de valores absolutos. Observemos que la supresión formal 
de los signos de valores absolutos puede conducir tanto a la pérdida de 
raices de la ecuación de partida, como a la adquisición de raices extra- 
fas. Mostrémoslo. 

Sea dada la ecuación 


iz=1]|=2+4. 


Si suprimimos formalmente el signo de valor ahsoluto, obtendre- 
mos la ecuación 


a— 4 .- 2244, 


la cual tiene la única raíz 7, —. Es fácil ver, sin embargo. que 
esta rajz no es rajz de la ecuación de partida, es decir. para la ecua- 
ción de partida es extraña. Al mismo tiempo podemos ver con facili- 
dad que el número x, = —1 €s la raíz de la ecuación de partida y esta 
raíz se ha perdido al realizar la transformación. Por lo tanto, efecti- 
vamente, al suprimir formalmente los signos de valor absoluto, se 
pueden perder raíces de la ecuación de partida y se pueden adquirir 
raicos extrañas. 

Para resolver las ecuaciones de este tipo se emplea con mayor fre- 
cuencia el así amado método de intervalos. La esencia do este mélodo 
consiste en lo siguiente: 

Sea dada la ecuación (12). Al principio se resuelve el conjunto de 
ecuaciones 


f, (:) == O, ta (7) — 0, o. .y Ln (1) = O, e... fa (.7) O, (1:3) 


a continuación se marcan en la recta numérica todas las raíces de 
este conjunto de ecuaciones, 

De este modo, toda la recla numérica se divido en cierto número 
de intervalos y en cada uno de estos intervalos la ecuación se susti- 
tuye por olra ecuación que no contiene signos de valor absoluto y es 
equivalente en dicho intervalo a la ecuación de partida. En cada 
intervalo se hallan las raices de la ecuación que se obtiene en el 
intervalo dado y. a continuación, de las raíces halladas se escogen 
aquellas que caen en el intervalo dado. Estas últimas serán precisa- 
mente raíces de la ecuación de partida en el intervalo que se conside- 
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rta. Por fin, para escribir lodas las raíces de la ecuación de partida 
se reúnen todas las raíces de ella, determinadas en todos los inter- 
valos. 

Mustremos este método con algunos ejemplos. 

Sea dada la ecuación 


la=tl=2 +4 (14) 


En este caso el conjunto de ecuaciones (13) consta de una ecua- 
ción 
i=0, 


que tiene la única raiz: ol número 1. Quiere decir, la recta numérica 
se divide en dos intervalos: (—oo, 1) y (1, -¡-00). 
Veamos cómo se resuelve la ecuación (14) en cada uno de estos 
intervalos. 
1. ln el intervalo (—o0, 1) teuemos, por definición de valor 
absoluto: 
jz—1|= —(x —1) 


Por eso, en dicho intervalo la ecuación (14) es equivalente a la ccua- 
ción 
—lx — 1) = 2 + 4, 
gue liene la única raíz.c, = —1. Esta raíz cac en el intervalo (—oo, 1). 
Esto significa que en dicho intervalo la ecuación (14) tiene la única 
raíz 1, == --1. 
2. Por definición de valor absoluto en el intervalo [1, +00) 


Ir—1i]=x-— it. 

Por eso en esto intervalo la ccuación (14) es equivalente a la ecuación 
z—i1i=2x44, 

que Liene la única raíz 2, = —>. Esta raíz no cae on el intervalo 


(1, --00), Quiere decir, en el intervalo dado la ecuación (14) no 
tiene raicos. 


Al resumir, llegamos a que la ecuación de partida (14) tiene la 
única raiz xx, = —1. 
Sea dada la ecuación 


laa—1|—_|r |] + 24 3j= 4r — 6. (15) 
Veamos el conjunto de ecuaciones 
a—1i=0 x=0, 22+3=0, 


384 


Ll conjunto de todas las raíces de este conjunto de ecuaciones 
. : 3 ] l 
se compone de cualro núnicros: 1; —1; (; => Quiere decir, la recta 


A + . . . e 3 3 
numérica se divide en cinco intervalos: (oo; 3)» [E 


—4). 145 0), (0; 1), 11; +00), 


Señalemos la resolución de la ecuación (15) en cada uno de Hos 
intervalos citados. 


p 3 E 
1. En el intervalo (—oo, 3) , de acuerdo con la definición 
de valor absoluto, tenemos 


li—did|=(B—1, |r|=-x% |22+3]|= —(Qí + 3). 


Por eso, en dicho intervalo la ecuación (19) es equivalente a la 
ecuación 
(12? — 1) — [—0)— Qi+3) 406, 


la cual tiene tan sólo dos rajeos: 


Ninguna de estas raices entra en el intervalo en consideración, 
razón por la cual la ecuación (13) no d¿iene ratees en dicho intervalo. 


. 3 ea 
2. Tn el intervalo [—3: —1| , por definición de valor abso- 
luto, tenemos 


|e—4d]|=(r*—4d), le] ==. [2 +3]= (Q2r+ 3). 
Por eso, la ecuación (15) es equivalente en este intervalo a la ecua- 
ción 

(8? — 1) — (—13) + (21 + 3) = 4r — 6. 
Esta ecuación cuadrática 1to tiene raíces reales. Por consiguiente, 


la ecuación (15) no tiene raíces en este intervalo. 
3. Por definición de valor absoluto en el intervalo [—1; 0) 


(2? =1) = (8 —4) |l==zx, 127 +31 = (22 + 3). 
Por eso, en dicho intervalo la ecuación (15) es cquivalente a la ecua- 
ción 

(y? — 1) — (—x) 1- Qu + 3) = 4x6, 
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la cual tiene solamente dos raíces: 


_ —4-VYá _—1+144% 
E E E a E TRE 


Ninguna de estas raíces entra en el intervalo en consideración, por 
lo cual la ecuación (15) no tiene raíces dentro del intervalo indicado. 
4. Por definición de valor absoluto, en el intervalo (0; 1) 


la1]=-=i—4) ]Jef=x |22+3|= 22 +23, 


Por eso, en este intervalo la ccuación (15) es equivalente a la 

ecuación 
—(1 — 1) — 2x2 + (Qí + 3) = 4x — 6, 

que tiene solamente dos raíces: 1, = —9, x = 2. Ninguna de estas 
raices enira en el intervalo en consideración, por lo cual la ecuación 
(15) no tiene raíces en dicho intervalo. 

5. En el intervalo (1; +00), por definición de valor absoluto, tene- 
1109 


¡?2—4d]=(P—1) Jel=zxw, |]22+3]= (27 + 3). 


Por eso, en este intervalo la ecuación (15) es equivalente a la ecua- 
ción 
(1? 1) =r + (22 + 3) = 41 — 6. 


Esta ecuación cuadrática no tiene raíces reales, por lo cual la ecua- 
ción (15) no tiene raíces en dicho intervalo. 

Al resumir, llegamos a que la ecuación (15) no tiene raices en 
toda la recta numérica. 

Indiquemos. como conclusión que en este párrafo se han consi- 
derado no todas las transformaciones posibles, sino sólo aquellas 
que se usan con mayor frecuencia. Se puede, por supuesto, dar tam- 
bién otros ejemplos de transformaciones no equivalentes, como, por 
ejemplo, supresión de los términos semejantes. paso a una base nueva 
de logaritmos que contenga una magnitud desconocida un otras. No 
nos detendremos en ello detalladamente, sino enunciemos solamente 
ua regla general. 

Al resolver las ecuaciones, se debe emplear uno de los siguientes 
dos procedimientos: 

1, Sustitnción «de la ecuación dada por otra ecuación que sea 
equivalente a la dada en cierto conjunto; en este caso se muestra 
explícitamente Llanto el propio conjunto, como el hecho' de que las 
ecuaciones son equivalentes precisamente en dicho conjunto (se 
deben analizar todos Jos conjuntos en que se divide el CVA). 

2. Sustitución de Ja ecuación dada por otra ecuación que sea 
una consecuencia de la dada: en este caso se indica por qué la ecua- 
ción nueva cs una consecuencia de la anterior, y al fin de la resolu- 
ción resulta ser obligatoria la comprobación. 
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Ejcrcictos 


¿Será el número 2 una raiz de las siguientes ecuaciones (1 ... 15): 
zz 111 A í y > 

1. 3+ rd > (5 [=-< (1 3+-3 8) | — 1 pa : 
34 (82-11) (271 _ (6x—1) (223) | 

8 4 as 12 ' 

. 4x2 +51:—2 Y Bicis iio); 

VOTE: VI y pr; 

pr-1]+]22-6]=3 6, |2=/1-—]2]]|=1; 

7, 914 9=28-3%; 8, 27% 431004 312 275X A 7 

2 (Way +(V 2513) =4; 

0. (Y ¿VB =(2 40" (V 44 YB) 

1 - 108, (53) 


Qda N 


14. 21053, y 


42, 108, y 1+ 43108, (1) =108, (1-2) 
> ; 55 


1; 


15. 2arccos (5) = Arccos :3—x)? 
¿Serán equivalentes la ecuación x == 2 y las siguientes ecuaciones (14 . 
«.. 30): 


16. 3 (10 — 2 [32 — 2 (1 — 5) + 72) = 3x — á; 
17. Y ¡2+8:—28—12=2— Y HA FP38— AA 
18. (12—52— 7) (1 —2) i¡z—3)=>1: 


1 4 E z 1 1 ma A 1 . 
19. + 1 (5+23) 4 7' 
20. | 536 |=12—524+6; 21. Y 264 U= (231%; 
29, De 454-228; 23, 20 G AI 5 — 284 
2h. 52%-1-45%+1=250; 25, 3%) 83 =30; 
on y -VBx=2_ Ll, 
26. lg Y T5+5 =3 5 
27. log, (2108, [1-+1og2 (1 +3 logs 2))j = 
28. lg 24 lg (4-24 9) =1—1g (2:11); 
29. logs (9%! 4-7) =2+log4 (95714 158; 
cos (sx) — 1 ye 
- VU—=DE+) 
¿Serán equivalentes las siguientes dos ecuaciones (31 ,.. 60): 
31. +1=0 y (=+1) (14-4) =0; 
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e 
AÑ 


A SEAS (Y z-+1) (x—1) =1»; 
n= lr. 
$2 t "at? 


£- 4 


hs sas 
4. 240 ri. 21+9 a 
7 y 
3. AB Y r— A d- Bad —: 
e 7 z—6 "a! 


36. 2269: 2 y 2464 Pat1=I0 pr py ais, 

ME A po LA y z (+4) EX +4 A 

di, E 1) rr —áa y log, (1 — 22) =— log, (4 — 73) 9 

$8. 1e—312e4-d y tr—3) PLA (27-14) M27- 4; 

39. 232-220 y ei-—4=0; 

e —rft3 —0; 
x—1 

4d, 12-38 =4x y (2243) (2—1)=65r tx —1); 


40. 22—4r--3=0 y 


hizo q- ) 134. y =D > : ! e: . A 
ar 1 q , 
A A TS E 
00 aL E lr y 23) qa dr de, 
1 1 
J, A A a 292 > 
5%. E ” y qe 5 » EEN A 2x y Y Ll, 
. 2225 - ” 
40. — 23 =—14 y 1—5=-—414; 
+03 


AG. 2 a —%0 y r—5= —40; 
Pd) 
AT. 243) 1) =2 (14) y +32; 
48. (24-2)(2—11=3 (11) y r+42=3; 
49. 12—21--=8 y (13 —2.) 24" =8.2 Ex 
50. (223) =31—2 y (273) = (31 — 2)?; 
3l. V 1i—2.= Va 2r— 4 y 1—¿=+x-L2r—4; 
52, VIP1-YIP2=0 y Vo (2) =0; 
53. Vi+2Y 1-3=V8 y VEFDG—3)=V 6; 
54. 122731981 8% y 72 7=06g; 
$5. V (-+2?=1 v 1+2=1; 
56. Y (A—ár kái=4 y ai dr 44; 
57. PFEEMAZ y 11+4 1=2; 
58. log, (r—1)2=0 y 2 log, (2—1) =0; 
59. log, 1 =0 y 4logs | x | =0; 
60. log, 1? :--0 y Blog. x=0; 
61. lo. ,0y (7 194=0 y logxs2 (71) =0; 
62 103, lr Dir! 30 y loK, (1 —4) 4-10g, (74- 3) =0; 
2 2 


4 2 
( -lulza=0 y ——— 5 => 
63, ete z4- tu 2z y laz | iigiz 


y 
te 


64, clg zx |-ti2x 0 y sen 37 -- 0; 
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65. senzcoszmcosix y ci a= cta? x; 


66. senrcosa=co0stx y lg. 1? 


Indíquese cuál de las dos ecuaciones signientes es consecuencia de la otra 
e Su a 


+2) pr i= 8 Cr 1. y an. 
68. +44 3=0 y A O 
bx (2 +2) ER a hr 
NETTSTEL, EN y > 


69. »— 213 


LI 
Y.z a y > VISA (—7=8 Y 4x2. 
72. 2216 y a? logo (2 —5) = 16 -log, (1— 5). 


2— () Due 
3. ¿A—6=bz y 
4 « z y 33 Y 3—a 
as 4 513 
4 
po e 3 
1D. +3 ¡lios () y x3--3r=0, 


16. 12-2r=0 y LE, 

17. Vis Vi4=V 30 y VET E—4= y 30. 

18. Vii=51—8=4 y e2—5r—6-- 48, 

19. logs (14-19=2 y log, x-]-1=1. 

80. Joga (1-+ 2) 108, (1—3)=4 y loga (2-7 2) (1— 3) =1. 

81. V 3-senx cos ze cos? a y vV3 tez=1. 

go, UZCOSL_ com 
y z—1 Yi-1 4«—1 

83. cos 27-Y 4— 2 = sen 41-Y 4x7 y cos 2r==sen ás. 

1 

le re ——— — 
Bx+ logaz  logzx 

85. cos x-lops (x— 1) = sen x «log, ix— 1) y cosz=sen z. 


y senr=1. 


=twm xr y tgr-= 1. 


86. arcsen 12= . Arcsen 17 e 


2? log, (—x1) 7 210812)" 
FOCOS £ yl 
87. ATCCOBI=NA Y == ——, 
Vo yx 
88, ]i—=1]=2+1 y 2—i=x-L1. 


89, |11—4/|=2+2 y 4—33 —x-P2. 
9. Je4t1i+|z—1[=6 y x= 3. 
y ¡zi ]r—1]=—x0- +38 y 27= —22--3 
e lzp1i 14] rt) =—22- 2 y 22= —24-2. 
a equivalentes la ecuación y el conjunto de ecuaciones (93 ... 124): 
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Ecuación 


Conjunto de ecuaciones 


93. (12-14) (1+2)=0 


94. 278-312 —4114-3142=0 
se 5(6—2_10(5—x1 11 (6—2) 
¿"228 “3D 3E—I) 


96. ViI+Y1=12 

9. VEXT1-Yzi1=2 

98. V IfÍi=x—1 

99, Y 2—=2+ y 10—2 

100, Y 3F1=1—V2+3 

101. 12 —y 1i-9=21 

102. Y 14+251-—V 14 4:=V 71492 


103. Y 2293124 Y 8ri—221= 
=V BriP51—1 


gi 3 O | 
rl 


105, (1—3|=|2—31* 

106. |z—11+124+2]|=4+]2—31 

107. 12—[1—]| |) =1 

108. (VW ¿—y15 )=(2 y 2) 
AVirvñ ) 


Y 
109, 8*+! =4.32-x 


110. 2.43% 17.4 48=0 


414, 4 5x+6 y 
3112, *4-1397-* — 10877*x = 32 
113. log, (9-2) =3—x 


r=81, z=04; 
z=1, z=5; 
r>=0, r=3; 


x=4, 10; 


r=—á, 21=-2 1=2 1:14; 


x=2, x1=0; 
lg 6 
Ll lg3 ' zr=2; 
3 poe A 
=D s t— 2 3 
x= y, 73=3; 
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Continuación de la tabla 


Ecuación | Conjunto de ccuacioneas 


114. log 5. jo +logg 7=1 
2 
115. logs 2-log , 2=log , 2 
TO “54 
116. log, (9*-=147) =2+ log. (2%-1 +1) 
117. Y 3loga(—2)=108. Y 1? 


| 


7 |=0 
119. 4cos*7+3c0s (1n— 1) =0 


118. lg 


120. sent x+cost :=3 


121. cig x sen 3z (cos r — 2) =0 


122. arc cosx=x-+arc sen => 


123, cos (4 are cos x) = —+ 


124. arc sen z —arc sen 


Vir 


— arc son -—> =0 


r=2, r=10; 


z=4, zu 8, 


A AA A 
E E 
T sk 
== FRA EZ; 
TT mk 
o A AS 
8 2 , REZ; 
TT , FX 


a e 

t— CS 37 
E A: 
r— > e 9 1 TS» 
_Y3 

r= 77 


T==1., 1=0, 7=1? 


Resuélvanse las siguientes ecuaciones (125...326) 
125. (22+15) (373) = («—1,125) (27 —1,25). 


126. E > 
128, a 129. 7 
130. ta? 134. 

134, 241 


aApi12 x4q2=—8”— 
133, 


E 3 To 
EIN > FIFA: 


_ —5,21—14 5x—1 2 
E IS 


O. 


air id xi 3r—10 
Ao trt2 iq ir—a * 
6 
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136. 


137. 


138. 


140. 
142. 
144. 


146. 


148. 


150. 
152. 


154. 
156. 
158. 


160. 


162. 
164. 
166. 
168. 
169. 
170, 
171. 
172. 
173. 
174, 


lt , 1 


pra a rl id 

2 A 5 
14 e:—13 x-—9 e—11* 

1 4 4 4 4 E y 2 e 
Si a ara 


23—ge—100=0. 141. 22— 7734 14x —5=0. 
21151015121 148=0. 143. 6rt—213 147114 274 44 0. 
3205 .42=0. 145. 2? —62* 4 1325 — 12314-4x8=0. 


I—|=1=>3- 147. [—2+2|=2r+1. 


5 (2—22) 


23 


á 4 


EA 149. |2—11+]22]=1. 
|a—11- 142) —)2—31=4. 151. /4(—2) |=1 5124 44x. 
[Ia ]atoa, 153, | 2—1]=i-]2x]. 
x2—9]|¡-E]22=4|=5. 155. 5 a+) zr— 324 4 po 
]?—3-12]=4—+]x1. 157. == 3>!2+ l. 
lat—3x)--5 _ a—ór+ 4] 
A as ES 

EA 

pa Ze = 4 AE A A EA NP 
J3I—|2--21]=4. 2677 1. 


E 1683. V10—xYzi=VYzx—=5. 
Vi-t0—Y¿—<+x=4. 165, Y Eór—ri=x+44. 
2—3= V ri —di 1. 1467. P235—VY 2-1=3+F28. 


Y IF5VY 22 3= y 411. 

Y FI 64H VU 2 PR Y iz. 

V IFA 1222 Y MUr—1 31 = 273,5. 
Y TE IR Y rai o ta]. 
Y 4777-25 1007 2 | z-—2|—3z. 

(+1) Y 10:—21—1i=12—11r 424. 


Y i=1-V Y 1x. 


UVa Vr z) VU 14 VW 2= 


Vir2-4 ViciaiVi7-6 Vz—2. 
Vir: yTTl4=e"e+ 1. 

PE: A E o TE 

V —1i=+1 Vi+i1' 

Y i=2 py 1=1+V8+147=0. 
V2+14Vyr-142=2. 

V 2 py 1-6 F9=Y 112171. 
1244716 Y 27+20=0. 

V Vr+4+1-V y 3—=1342=41=r—42. 
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184. 1 512 89x21-%, 185, 1252-82=3/ A 


180, (297 YE). 197. a 


-3 E 
188. 9x (+) Y TRA, 


190. UV 0,11 y rea] 001. 


191. a = [y 0,0695 (2-1 4096)**17]x- EÑ 
1 
192. 32+10g1 2. y/ V 4= 2 ( paa ya) a 


193, 2.5%+2_30*3=375, 194. 3-4%-2=2 (256 — ). 
195. 6 —2%-1.30-2 m2 2 Y 51085 289 
196. 3 Y 23115 y 22-35. 32=0,. 
197, 3+2_3Y35+1_3Y23-168, 198, 220.30 


199. 5% (32+5%)=4 (32 +4). 200. 14-73-1=3.5%+2, 
201. 3-13% 4 13%+1— 942 5.9x+J, 
202. 2.500 — E 4mo" — 500 ga, 
203. 3 (10% 6x+2) L 4-40%+) =5 (10-21 6x1), 
204. 99 —8.3%-17=0. 205, 4—2%*2 3, 
206. 2% (7—2%)=2.719E: 3. 207, 42%-1= 13.4x-3 2. 
x-3 
208. 2% =26-43-2 % . 209. 29 44%) 5.6% =1» 
1 bl 1 
210. 3.16% +36: —2.-81%, 211. 4 *+986 *=09 * 


Xx 


z 
212, 4342 289.8 Í, 913, 228x964 (42 859110, 


214. Y DI DE IBAO. 
215. 71% 4-7-2% —72+1 —71-x 18 (, 


216. (+) É (7) + 1] =2 +4. 


247. 2% (2%—2% 4-2) 22:81. 218, 33 EA 
219. (Q+ y 3-2+14 (9 y 33-21 AM 
(2-+V 3) +(02—V 3) ae= rar 
rt log, ino led da (log, 7— log, 5). 
* 10Ra z== 2 log, (21— 15). 
227 log, (2-4- 1) —108, (x— 3) = 4. 
2 2 


223. 2 log... (1— 1) -?1loBa (6 — 3033 = 4. 
224. logs + 108, (1-+2)= 
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225. log, logs logs (145) = logy 2—1. 

226. log, (2 log, (1-+ log, (1 +3 logs x)) = 7. 

227. 1-2 1g (14 234 21) —Ig (22+6) =2 lg (244). 
228. le (27 31 a 


2 
230. la (24 3)=0 E 


231. log, (22 —1) —108, (z—1)? =l0g, Y L—3D1. 
— 1 
232. log, (1*-> 22 —3] =108, 3 E 


233. logs (x +1) = 1084 (1 —x) + logs (27 +3). 
034. 18 2-+18 (4—52—6z*) 


log (2x— 1) 2 
235. log ., == =0. 
236. os 15108, (r+i=log , Tx =1. 
2 y2 


237. . 1+72+3l8 Y t—2=1g V 12342. 
238. Y log, z*-+4 log, Y 2=2. 

239. 11=Tog,2+ Y 4log, 7=2=4. 

240. 1 log, (P2*)- logs (Oz, = 1083 27. 

241. Y 2 (log, 271) (2-4 log, (81)) =loga (27). 
2 rr 


243. logs (4% + 4) =x-+ loga (2*+! —3). 
244. logs z+-log y5 z+log, 2=06. 
3 


245. logx 2:log , 2=108 , 2- 
16 $4 
246. log;x 24 log] ==1. 


NT E E 25 lg 4 E, 
248. lg Va, 


249. 2 log (logs 7) + 108,12 (Loga (2 V 2 2))=1. 
250. lo8 e9x (612 — 51 + 1) log 3% (4x? — ¿rr +1) = =2. 
251. log;x., (101% —T2+1)4= 3 logax-, (251? —10x+ 1). 


252. 108.6) (12 —52+39) =e 5 a 

253. log y. ¡y (4 —4742*) =2+log,x- 1y (+ +5). 

254. logx,, (1? +1—6)? =4. 255. log, [(2—9184=- 10 =2, 
256. log, (3% —1)-logy (3541 —3) == 6, 
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257. x+1lg (142%) =2 lg 54 lg 6. 
258. log, log. --+ logs log, 7=2. 259. | logs | -1|=2; 


250. sen F= — . 261. Y 100—23-sen 22=0. 


| y? cos 3x 
262. cos (4r+2)= — —. 263 —__—=1). 
NE: vaa 


264. ty (5) =-—10. 263, eg =o=11 Y. 


2 


EPT diga eee us 
266. Y iz + TI—2*-tgz dl 7 aaa 


y 3 4 
268. 4cosx +5 senz= a+ 269. 280 x—3c082===>, 
270. tgx2=-—VY 3. 271. ctg Y z=1. 
272. Y senz=cosr. 273, Y 5—2Zsenx=6 sen -—1. 
274. V 94 Y 3—(16—8 y 3) sen x=64 sen z—3. 
215. sen (22+5 )-3 Cos (=-3$) = 1-42 sen z. 


276. sen z 4 sen 3 + 4 cos? x == 0, 

277. tg 2x — 4 sen z cos x — 1 = 4 sen! r. 

278. 4-+sen? z=(3+ Y 3) sen 27 —2(2— Y 3) cos? x. 
279. sen 2r=1+Y Y 2 cos 1 cos 2r. 

280. sen 27 + sen 3z = 2. 


281. 4 (sen 3x sen 1)? — sen 3x = 5. 
282. cos 27 — senY 27 = t. 


283. Y 1+sen 27— Y 1—sen2r=1. 
284. tg 2rtg3r=1, 28%. sen? x —cos* z = en 2z. 
O 

286. 1gz=tg (FF). 

287. sen 27— 12 (sen — cos 1 +12=0. 

288. 18 1+ctg r—sen a (1+tg rte 5) ; 
cos 2x 

1 —sen 2r * 

290. tg 27 cos 4r (4 — son? 77) == O, 

291. 8c0sf x= 3 + 5 cos á4r. 

292. 2 (ctg z — tg 1) == sen 4z. 

293. sen 4z sen 61 = 2 (sen x 4- sen 51). 

294. 1 — tg 27 = 4 sen! 2z. 

293. sen 57 sen 4x = —cos 6x cos 3x1. 

296. cos z = cos 3x + 2 son 2r. 

297. send z + 5 cos 2x7 + 4 =0. 

298. tg? x + 8 cos 27 ctg 21 = ctgj r, 


299. cos Te—sen 5x= Y 3 (cos 51— sen 72). 


300, (cos —sen 2) (+5 cen 25) +50 2 == 2 cos? z, 


289. cos ++-sen r= 


305 


: á 3 
301. 2 sen? 27-+ sen” 43 — vi , 
| 
a ñ Ae <= We e ) X 
302. pi NS COS ÓN 9 Sen? y - 
303. sen r—2 sen 2 +sen 3x=| f—2c0s7-| cos2r |. 


304. Y 2cos (5- ri )-v sen (3-35) 0 20m (EE) — 


305. 18 (+ cos ») —ctg (nen) =0. 


306. 2 <en (v+3) = Y 148 sen 27 cos 2r. 


5 


307. 2— Y 3cos 22-+ son 22=4 cos? 3z. 
308. 5 loz, =+T0g, Dog. 3 _ 3 108, 1,8, 


309. sen? 2? Es . 310. log y sen =>. 
A 8 cos! x 
sen? x—- 3 enel e e E 
311. | eos.x | : 24, 342, 81 _ 84008 30. 


. 
e 443 y COS? y > LOs E sent sx 
313. yA RS 5 “820, 314. y1+2005 y: 146 2 =9, 
345, 81180 2-1) c0R4x__glseux—cos ayi _ 7 
316, 38en2xo+200s8x_| yl-son2x42sentx . og 


317. 72 log, +*— (20? +3) log, (224) —3 108, 73. 


318, 3er 3 2 grp ta zz, 
319. Vi y Y *- 3 ¿UB = y? Vat-3+41_ yV x —-3+1 -/- 6 Y z—18. 
320. 22 l0gp Y 522 2:--3—x log, /4 157? 2123) =:02 +4 22. 


1 : 
== A - +0: $en x - E +1087 005 X 
321. 3 “+6 “7 = q 


1 
: Ticos 2 
322. yurx 4? PEREA log,3 54:= — JoBsen x 
pr y 


2 
e V 2 cos (F -x) 


1 —-c0s 2u 
2 e 


3223. 4: —AB,5.460s x+Sen a. — log 177 18. 
, 


) 


d 4. 7 
325. cos2x7-., Ing, (5 sen z) +2 c0s <-l08,;2 sen «== 
= 2 c05 x-4- sen? z log, sen? :r. 


326, 2 10825 (57 “NL 4)=2 80n x-- sen 


CAPÍTULO 
VIII 


DESIGUALDADES CON 
UNA SOLA INCÓGNITA 


Sean dadas dos funciones: y = f (x)e y = g (2). cuyos campos de 
existencia son P y £. respectivamente. Supongamos que el campo 17 
es una intersección de los campos de existencia de las funcionos cita- 
das, es decir, 4% := P NL (en particular. el campo 4f puede ser un 
conjunto vacio). 

Planteemos un problema: hállense todos los números a del cam- 
po M4. para cada uno de los cuales se verifica la dosigualdad numérica 
[ (a) > e (a). Jin estos casos se dice que el problema consiste en 
resolver la desigualdad f (x) > g (7) con una sola incógnita x. o bien 
que está dada la desigualdud [ (1) > g (lx) con una sola incógnita x. 

Eu este capítulo se analizan algunos métodos destinados para 
resolver solamente desigualdados con una sola incógnita. Por eso 
en lo que sigue diremos simplemente «desigualdad f (1) > g (2)» 
en lugar de «desigualdad f (x) > g (2) con una sola incógnita». De 
modo análogo se onuncian y se entienden los problemas: resuélvaso 
la desigualdad f (2) < q (2); resuélvase la desigualdad $ (1) > y (2); 
rosuélvase la desigualdad f (2) < £ (2). 


S 1. Conceptos fundamentales y afirmaciones 
sobre la equivalencia 
de las desigualdades 


Se denomina campo de valores admisibles (CVA) de una desigualdad 
f (2) > £ (2) la parte común intersección) de los campos de existencia 
de las Íunciones y <= f (1) e y = g (2). es decir, el conjunto do todos 
los valores de la incógnita x. para cada uno de dos cuales tienen sen- 
tido (están definidos) los miembros primero y segundo de la desi- 
gualdad. 

El número a del CVA de la desigualdad rocibe el nombre de solu- 
ción de la desigualdad / (2) > g (2). siempre que al sustituirlo en 
lugar de la incógnita z la desigualdad se convierte en la desigualdad 
numérica f (a) > g (2) que se verifica. 
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Resolver la desigualdad f (4) > £ (22 signilica hallar el conjunto 
de todas sus soluciones. Observemos que este conjunto puede resultar 
ser vacio, lo que es posible solamente en dos casos: 

a) si el CVA de la desigualdad dada es un conjunto vacío: 

b) si el CVA de la desigualdad dada es un conjunto no vacío Q, 
más no existe ningúu número %« € Q para el cual se verifique la desi- 
gualdad uumérica Í (2) > £ (a). 

Si el conjunto de todas Jas soluciones de la desigualdad dada es 
vacio, suele decirse que la desigualdad dada no tiene soluciones. Dor 
eso, a veces se dice asi: resolver la desigualdad f (2) > e (2) significa 
hallar todas sus soluciones o demostrar que dicha desigualdad no 
tiene soluciones, 

Sean dadas dos desigualdades: f (2) > g (2) y p (0) > (2). 
Si cualquier solución de la primera desigualdad es, a la vez, solución 
para la segunda desigualdad, y cualquier solución de la segunda 
desigualdad es. a la vez, la solución de la primera, estas dos desi- 
eualdados sc denominan equivalentes. 

En este caso se sobreentiende, en particular, que si cada una de 
las desigualdades mencionadas no Liene soluciones, las desigualdades 
son equivalentes. La sustitución de una desigualdad por otra desi- 
gualdad, equivalente a la primera, se Jlama paso equivalente de una 
desigualdad «u la otra. 

Sean dadas dos desigualdades: Í (2) > £ (2) y p (2) > q (2) y sea 
dado cierto conjunto 4/ de valores de la incógnita x. Si cualquier 
solución de Ja primera desigualdad, perteneciente al conjunto M, 
es a la vez la solución de la segunda desigualdad y cualquier solu- 
ción de la segunda desigualdad, perteneciente al conjunto -1f, es 
a la vez la solución de la primera, entonces dichas dos desigualdades 
se llaman equivalentes en el conjunto M. 

En este caso se sobreentiende, en particular, que si cada una de 
estas desigualdades no tiene soluciones en el conjunto Af, estas dos 
ecuaciones son equivalentes en el conjunto AM. 

La sustitución de una desigualdad por la otra, equivalente a la 
primera en el conjunto 17, se llama paso equivalente en el conjunto M 
de una desigualdad a la otra. 

Señalemos que de modo análogo se enuncian los problemas en 
los que se pide resolver las desigualdades f (1) < g (2). f (1) > € (2) 
yi(1)<g (0). y asimismo las principales definiciones. para 
ellos. 

Observaciones: 1. Al tratar las desigualdades, no usamos, a di- 
ferencia de las ecuaciones, el término «rafz». 

2. Puesto que a título de conjunto de soluciones de una desi- 
guáaldad interviene, de ordinario, cierto intervalo y como la compro- 
bación de todos los números pertenecientes al intervalo citado es 
prácticamente imposible, el concepto «de consecuencia no se usa en 
la resolución de las desigualdades. 

Demos a conocer unos cuantos ejemplos que ilustran los con- 
ceptos introducidos. 
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Sea dada la desigualdad 
Vi+r2+Mr-5V3=zx. 


El CVA de esta desigualdad es un conjunto M que representa la 
intersección de los campos de existencia de las funciones y =Y x — 2, 
y=Vx=5ey=V3— z, es decir, 1M es la intersección de los 
conjuntos [—2, +00), 15, +00) y (—oo, 3]. Esta intersección es 
vacía. Por consiguiente, la desirualdad queda resuelta, puesto que 
no existe ningún valor de Ja incógnita, para el cual todas las funcio- 
nes, que figuran en la desigualdad dada, tengan sentido. De este 
modo, la igualdad dada no tiene soluciones, 

Sea dada la desigualdad 

Vi<-—5. 
Puesto que al sustituir en la desigualdad dada cualquier valor numé- 
rico del CVA de esta desigualdad. ella se convierte en nna desigual- 
dad numérica ilícita y, por lo tanto, la desigualdad dada no tiene 
soluciones. 

Las desigualdados z + 57>0 y (21 + 1) (2 + 5) >0 son equi- 
valentes en el conjunto de todos los números reales; las desigualdades 
Vzx> 1 y 12 > 1 no son equivalentes en el conjunto de todos los 
números reales, pero lo 501, por ejemplo, en el conjunto de números 
positivos. 

He aquí algunas afirmaciones sobre la equivalencia de las desi- 
gualdades: 


1. Las desigualdades f (1) > g (2) y f (4) — g (2) > 0 son equi- 
valentes. 

2. Las desigualdades [ (2) > £ (2) y f(x) + a > g [x) + u« son 
equivalentes para cualquier u real. 

3a. Las desigualdades j (1) > £ (1) y af la) > ag (x) son equiva- 
lentes para cualquier a positivo. 

3b. Las desigualdades j (2) > £ (x) y aj (2) < ag (zx) son equiva- 
lentes para cualquier número negativo a. 

4a. Las desigualdades ald > as) y f (2) > g (1) son equiva- 
lentes para cualquier número fijo a tal, que a > 1. 

4h. Las desigualdades aid > and. y f(13<eq (2) son equiva- 
lentes para cualquier número fijo a tal, que U<a< tf 

La validez de estas afirmaciones se demuestra de modo semejante, 
A la cual aduzcamos aquí sólo la demostración de Ja afirma- 
ción 3a. 

Supongamos que el número x, es cierta solución de la desigualdad 
f(x) > e (2), es decir, que existen los números f (2,) y g (1,), para 
los cuales so verifica la desigualdad numérica f (2,) > g (x£,). Al 
multiplicar esta desigualdad numérica por un número positivo Y, 
vemos que so verifica la desigualdad numérica of (x,) > ug (x,), 
lo que significa que el número x, es una solución do la desigualdad 
af (2) > ag (2). Este razonamiento puede realizarse para toda solu- 
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ción de la desigualdad f (2) > g (2). Quiere decir, cualquier solución 
de ta desigualdad Y (e) > g (7) es una solución de la cdesigualkdad 
af (1) > ag (1). 

Demostrentos alrora lo contrario. Supongamos que el número x, 
es cierta solución de la desigualdad «af (0) > ag (2). es decir, que 
existen dos números f (1) y g (ra), para Jos cuales se verifica la desi- 
gunaldad numérica of (02) > ag (2,). La validez de esta desigualdad 
predetermina, en victud de las propiedades do las desigualdades 
numéricas, la validez de la desigualdad numérica Í (22) > € (<a). 
lo que sigarfica que el número ., es la solución de la desigualdad 
f (2) > g (1). Este razonamiento puede realizarse para toda solución 
de la desigualdad af (2) > ag (2). Quiere decir, cualquier solución 
de la desigualdad af (1) > ag (2) es una solución de la desigualdad 
(0) > e (o). 

Asi pues, si cada una de las desigualdados f (7) > e (2) y af (2) > 
> ag (1) tiene soluciones, las desigualdades son equivalentes. Obser- 
vemos que de lo demostrado se despreude. en particular, que si una 
de estas desigualdades no tiene soluciones. tampoco las tiene la 
segunda, es decir, cu este caso las desigualdades / (2) > g (2) y 
af (2) > ag (e) son lambién equivalentes. 

Con esto queda demostrada completamente la afirmación 3a. 

Ahora aduzcamos algunas afirmaciones sobre la equivalencia 
de las desigualdades en los conjuntos. 

5. Sea n un número natural y supongamos que en cierto conjunto M 
dos funciones. y = f (1) e y = £ (x). son simultáneamente Ro negativas. 
Entonces, en dicho conjunto serán equivalentes las desigualdades f (3) > 
> £) y Uf (ol" > le (07. 

a. Sea a un número fijo tal, que a > 1, y supongamos que en cierto 
conjunto *M las dos funciones, y = ] (3) e y = g (zx), son simultánea- 
mente positivas. Entonces, en dicho conjunto serán equivalentes las 
desigualdades f (1) > £ (x) y log, f (2) > loga g (x). 

Gb. Sea a un número fijo cualquiera tal, que 0d <a< 1, y supon- 
gamos que en cierto conjunto M las dos funciones, y =][ (x) e y = 
= £ (2), son simultáneamente positivas. Entonces en dicho conjunto 
serán equivalentes las desigualdades f (1) > g (tv) y log, f (1) < 
< log. q (1). 

Ta. Suporgunmos que en cierto conjunto XI la función y — y (zx) 
es positiva, entonces en dicho conjunto son equivalentes las desigualdades 
Fiz) > gl0 y [ (em (1) > g (1) q (2). 

Tb. Supongamos que en cierto conjunto M la función y = q A 
es negativa, entonces en dicho conjunto son equivalentes las desigualdades 
(0) >g(0 y ¡(909 (0< gn y (7). 

Demostremaos la afirmación 5. 

Sin - 1, la afirmación 5 es justa. 

Por eso, en adelante consideraremos que » > 2. Supongamos que 
el número 2, pertenece al conjunto A? y representa cierta solución 
de la desigualdad f (2) > g (2), es «decir, que existen los números 
do negativos Í (20 y g (<,) tales, que para ellos se verifica la desi- 
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pualdad numérica f (x,) > £ (r,). De la validez de esta igualdad se 
deduce, en particular, que el número f (x,) es positivo. Mas, en oste 
caso, para cualquier número natural k el número [f (x,)1* es positivo, 
y el número [g (x,)] , no negativo. Quiere decir, la suma 


A E A 
+ [lg (1,)J"* 


es positiva, puesto que su primer sumando es positivo y los demás, 
no negativos. De la desigualdad numérica f (x,) > g (x,) se des- 
prende, además, que el número f (x,) — £ (x,) es positivo. Como el 
producto de números positivos es positivo, lo es también el número 


5) E YI UE + YT a) +. 
coo ef (a) le (yr + le (29172). 


Aplicando ahora la fórmula «de multiplicación reducida (véase el 
cap. 11), llegamos a que es válida la desigualdad numérica 


If (231 — [g ()1* > 0, 


de donde se deduce la validez de la igualdad numérica 
f (2)1" > le (xpI". 


Así pues, se ha mostrado que para cualquier número x, del con- 
junto M la validez de la desigualdad numérica f (x,) > £ (x,) pre- 
determina la validez de otra desigualdad numérica [f (x,)" > 
> [g (2,)1". Quiere decir, cualquier solución de la desigualdad f (1) > 
> £ (5), perteneciente al conjunto M, será la solución de la desigual- 
dad (91 > [lg (m1. 

Mostremos ahora lo contrario. Supongamos que el número z, 
pertenece al conjunto M y que existe una solución de la desigualdad 
[7 ()1* > fe (13J”, es decir, supongamos que existon los números 
no negativos f (%a) y € (22), para los cuáles se verifica la desigualdad 
numérica [f (23)1" > [g (x,)1*. Mostremos que el número f (x,) es 
positivo. Admitamos que f (x,) os igual a cero, entonces do la desi- 
gualdad [f (x2)1" > [lg (x3))” se desprende que el número [g (x,)1” 
es negativo. Mas, por cuanto el número g (z,) es no negativo, lo será 
también el númeco [g (r¿)1". La contradicción obtenida significa que 
ol número f (x,) 28 positivo. Por consiguiente será positiva l2 suma 


E E A 
coo Ef (za) [ge (291"7* + lg (219, 


Además, de la validez de la desigualdad [f (2,)1* > [g (x,)]” so de- 


duce que el número [f (zx)? — [g (2,)J” es positivo. Examinemos 
ahora la igualdad numérica 


If (x)1 — lg (291? = Uf (23) — g (201 (7 (291172 + 
+ If (5 gr) +... +f(5)lg (292? + Ig (2,192). 
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En el primer miembro de esta igualdad figura un número positivo, 
en el segundo, el producto de dos números, uno de los cuales es posi- 
tivo, y, por tanto, el segundo número es también positivo, es decir, 
se verifica la desigualdad numérica f (x,) — g (22) > 0. La validez 
de esta desigualdad numérica predctermina la validez de la desi- 
gualdad f (2,3) > g (x,). Así pues, se ha mostrado que para cualquier 
número x, del conjunto M la validez de la desigualdad numérica 
[f (2,)1" > lg (2,)]% predetermina la validez de la desigualdad 
numérica f (12) > £ (x,). Quiere decir, cualquier solución de la desi- 
gualdad [f (1)1" > [g (x)]", pertencciento al conjunto M, es la solu- 
ción de la desigualdad f (2) > g (x). 

Así pues, si cada una de las desigualdades f (x) > g (1) y 
[f (233 > [g (2)]” tiene soluciones en el conjunto MM, dichas desi- 
gualdades serán equivalentes. 

Observemos que de lo demostrado se deduce, en particular, que 
si una de las desigualdades no tiene soluciones en el conjunto M, 
la otra tampoco las tiene en dicho conjunto, es decir, en este caso 
las desigualdades f (1) > g (2) y [f (2091? > le (m)” son también 
equivalentes, con lo que se acaba la demostración de la afirmación 5. 
La justeza de las afirmaciones 6a, 6b, 7a, 7h se demuestran análoga- 
mento, 

Scan dadas m dosigualdades f, (1) > g, (2), fa (2) > £2 (2), ... 

-., fm (2) > Em (2). J)enotemos con M un campo que sirve de inter- 

sección para los campos de valores admisibles de todas estas desi- 
gualdades. Si se pide hallar iodos los números a del campo M, cada 
uno de los cuales sea la solución de cualquiera do las desigualdades 
mencionadas, suele decirse que está dado un sistema de m desigual- 
dades 


f, (12) > £, (2), 
f2 (1) > 22 (2), (1) 


Ím (1) > £ m (5) 


y el campo M se llama campo de valores admisibles (C VA) de este sistema. 
Indiquemos que las desigualdades del sistema se escriben, de ordi- 
nario, en una columna y se reúnen mediante una llave. 

El número au del GVA del sistema de desigualdades (1) se denomi- 
na solución de este sistema, si es la solución para cada una de las 
desigualdades. 

Resolver el sistema de desigualdades (1) significa hallar el conjunto 
de todas sus soluciones. Si este conjunto resulta ser vacío, se dice que 
el sistema de desigualdades (1) no tiene soluciones. El sistema de 
desigualdades (1) se resuelve labitualmente del modo siguiente. 
Al principio se resuelve cada desigualdad en el CVA de este sistema, 
es decir, se hallan los conjuntos N,, N,, . .., Nm, donde N; es 
el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad f, (1%) > g; (2), 
pertenecientes al CVA. de este sislema. Luego se determina el con- 
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junto NV, que es la intersección de todos los conjuntos citados, 
Ni Na...) Nm, es decir, No =N, NN... NA Nm El con- 
junto N, será precisamente el conjunto de todas las soluciones del 
sistema de desigualdades (1). 

Supongamos que los números € y b son talos que a < bh y sea 
dado el sistema de desigualdades 


f(x) >, 
2 
| f(x) <b. (2) 
En este caso suele decirse que esta dada una desigualdad doble 
a f (2) < b. (3) 


Observemos que si y = Í (x) es una función elemental fundamen- 
tal, resulta, a menudo, más simple resolver la desigualdad doble (3) 
que el sistema de desigualdades (2). 

Scan dados ahora k sistemas de desigualdades 


fu (2) > £1 (2), fu (1) > 812 (2), fan (2) > Ein (5) 
fa (2) > 82 (2), ) fer (1) > 822 (2), a fon (2) > £or (2) 


Íni (2) > En (x) Ím2 (1) > E m2 (x) fi e) > En (x). 


Denotemos con Q el campo que sirve de intersección para los campos 
de valores admisibles de todos estos sistemas de desigualdades. 

Si se pide hallar en el campo Q todos los números a, cada uno de 
Jos cuales sea solución de, al menos, uno de los sistemas citados, se 
dice que está dado el conjunto de k sistemas de desigualdades y el cam- 
po Q se denomina campo de valores admisibles (CVA) de este conjunto. 
Índiquemos que los sistemas de desigualdades de un conjunto do 
sistemas se escriben, de ordinario, en una línea (véase (4)). 

El número a del CVA del conjunto de sistema de desigualdades 
(4) se llama solución de dicho conjunto, si es solución de, por lo 
menos, un sistema de desigualdades del conjunto (4). 

Resolver el conjunto de sistemas de desigualdades (4) significa hallar 
el conjunto de todas sus soluejones. Si dicho conjunto resulla ser vacío, 
se dico que el conjunto de sistemas de desigualdades (4) no tiene 
soluciones. 

El conjunto de sistemas de desigualdades (4) se resuelve, corrien- 
temente, del modo siguiente. Al principio se resuelve cada sistema 
de desigualdades en el CVA dol conjunto (4), os decir, se determinan 
los conjuntos M,, Ma, . . ., My, donde M4; es el conjunto de todas 
las soluciones del sistema 


Fu (2) > Ej1 (2), 
os (1) > £21 (2), 


fr (x) > E ni (1) 


en el CVA de este conjunto. Luego se determina el conjunto M, que 
representa la unión de todos los conjuntos M,, My, ..., Ma, es 
decir, My = M,U MU MU... U M. El conjunto 4, será 
precisamente el conjunto de todas las soluciones del conjunto de 
sistemas de desigualdades (4). 

Observemos que si cada uno de los k sistemas del conjúnto (4) 
contiene una sola desigualdad, se dice que está dado un conjunto 
de k desigualdades. 

Si k = 1, el conjunto (4) representa, de hecho, un sistema de desi- 
gualdades. 

Se dice que la desigualdad 


f (2) > g (x) (5) 


es equivalente al conjunto de sistemas de desigualdades (4), si cualquiera 
de las soluciones de la desigualdad (5) es solución del conjunto (4), 
y toda solución del conjunto (4) es solución de la desigualdad (5). 

En este caso se sobreentiende, en particular, que si la desigualdad 
(5) no tiene soluciones y si el conjunto do sistemas de desigualdades 
(4) no tiene soluciones, la desigualdad (5) es equivalente al conjunto (4). 

Si en el conjunto de sistemas de desigualdades Ne n=mx=... 
c..—=p=... =1=Í, se dice que la desigualdad (5) es equiva- 
lente al conjunto de desigualdades (4). 

Si en el conjunto de sistemas de desigualdades (4) le = 1, se dice 
que la desigualdad (5) es equivalente al sistema de destgualdades (4), 

La sustitución de la desigualdad (5) por el conjunto (4), equiva- 
lente a la desigualdad (5), se llama paso equivalente de la desigualdad 
(5) al conjunto (4). 

A veces surge la necesidad de realizar un paso equivalente de una 
desigualdad a un conjunto de sistemas de desigualdades en el con- 
junto M, 

Se dice que la desigualdad (5) es equivalente en el conjunto M al 
conjunto de desigualdades (4), si cualquier solución de la dosigualdad 
(5), perteneciente al conjunto M, es solución del conjunto (4), y cual- 
quier solución, perteneciente al conjunto M, dol conjunto (4) es solu- 
ción de la desigualdad (5). 

Señalemos que en el conjunto de sistemas (4) puede haber una 
infinidad de sistemas de desigualdades. 

La sustitución de una desigualdad por otra desigualdad o por un 
conjunto de sistemas de desigualdades se denominará en adelante 
transformación de la desigualdad. 

Por fin, aduzcamos la noción de conjunto mixto, es decir, de con- 
junto de ecuaciones y desigualdades. 

Sean dadas k ecuaciones f, (1) = £, (2), fa (2) = 8a (2), -.. 
eo. f5 (1) = ga (2) y m desigualdades fa +1 (1) > 8241 (2), fh+2 (> 
> Ern+a [Eds - - -, Farm (2) > Ern+m (2). Denotemos con Q el campo 
que sirve de intersección de los campos de valores admisibles de estas 
ecuaciones y de todas estas: desigualdades. 
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Si se pide hallar en el campo Q todos los números , cada uno de 
los cuales sea la solución de al menos una de las k ecuaciones citadas 
o de al menos una de dichas m dosigualdades, se dice que está dado 
un conjunto mixto 


f, (2) =81 (2), fo(2) = 82 (2), --., fa (1) = £a (x) 
Írri (2) > Ensr (2), Fn+o (2) > Envo (8), >> - 
<<.» Írim (2) > Er+m (2), (6) 


y el campo Q se llama campo de valores admisibles (UVA) de este con- 
junto. 

Indiquemos que las ecuaciones y desigualdades de un conjunto 
mixto se escriben, de ordinario, en una línea. 

El número a del CVA del conjunto mixto (6) se denomina solución 
de este conjunto, si es solución de al menos una de las k ecuaciones 
o de al menos una de las m desigualdades del conjunto citado. 

Resolver el conjunto mixto (6) significa hallar el conjunto de todas 
sus soluciones. Si este conjunto resulta ser vacío, se dice que el con- 
junto mixto (6) no tiene soluciones. 

El conjunto mixto (6) se resuelve, corrientemente, del modo 
siguiente. Al principio se resuelve cada ecuación y cada desigualdad 
en el CVA de dicho conjunto, es decir, se hallan los conjuntos M,, 
Ma...) Mii, Ma, donde Mi; (i= 1, 2, ..., k) es el conjunto 
de todas las soluciones de la ecuación f, (1) = £, (1), pertenecientes 
al CVA del conjunto (6), y los conjuntos Mi+i Mura + --» Mit+ms 
donde Mr4y  = 1, 2, .. ., m) es el conjunto de todas las solucio- 
nes de la desigualdad fx+, (2) > En+1 (2), pertenecientes al CVA 
del conjunto (6). A continuación se determina el conjunto My que 
es la unión de los conjuntos M,, Ma, - +, Miu Mura. -- >» Mitmo 
es decir, Mo = MU M2U -..UMAU Mir U -.- U Matm- 
El conjunto M, será precisamente el conjunto de todas las soluciones 
del conjunto mixto (6). 

Diremos que la desigualdad 


Í (1) > g (2) (7) 


es equivalente al conjunto mixto (6), si toda solución de la desigualdad 
(7) es solución del conjunto mixto (6) y toda solución del conjunto 
mixto (6) es la solución de la desigualdad (7). 

En este caso se sobreentiende, en particular, que si la desigualdad 
(7) no tiene soluciones y no las tiene el conjunto mixto (6), la desi- 
gualdad (7) será equivalente al conjunto mixto (6). 

De lo dicho más arriba se desprende que una desigualdad no estricta 


Í (2) > e (1) (8) 
es equivalente al conjunto mixto 
H0=:2D, f() > £ (o). (9) 
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Cou este motivo se analizan, de ordinario, solamente desigual- 
dades estrictas, pues la solución de una desigualdad no estricta es 
la unión de soluciones de la ecuación y de Ja desigualdad estricta 
correspondientes. 


$ 2. Desigualdades elementales 


Sea y == f (x) una función elemental fundamental y b, un número 
real fijo. Entonces las desigualdades 


f (2) > b, (1) 
f (1) <b (2) 


suelen llamarse desigualdades elementales. 

Es evidente que ol CVA de una desigualdad elemental coincide 
con el campo de existencia de la función elemental fundamental 

== f (2). 
á cs se señaló más arriba, la desigualdad no estricta f (1) > b 
es equivalente al conjunto de la dosigualdad estricta f (1) > b y de 
la ecuación f (2) := b, mientras que la desigualdad no estricta Í (1) X b 
esequivalente al conjunto de la desigualdad estricta f (1) < b y de la 
ecuación f (7) = b. Por esta razón en ol párrafo presente se analizará 
solamente la resolución de las desigualdades elementales (1) y (2). 

Cabe notar ante todo que al resolver una desigualdad, no se puede 
es cribir Jormalmente la solución de la ecuación correspondiente 
y sustituir, a continuación, el signo do igualdad por el de desigual- 
dad. En lo que sigue más abajo se mostrará que para resolver las 
desigualdades elementales (1) y (2) es preciso conocer bien las propie- 
dades de la Innción elemental fundamental y = f (12), y, además, 
saber emplearlas. 

La resolución de una desigualdad elemental va acompañada, 
a menudo, de la construcción de las gráficas para las funciones 
y = f(x) e y = b. Un este caso se hace uso de la siguiente afirmación 
obvia: si se debe resolvor una desigualdad f (2) > 65, o f (1) < 0, 
donde la [unción y == Í (x) no es obligatoriamente elemental funda- 
mental, se construyen en un mismo dibujo las gráficas de las fun- 
ciones y ==f (1) e y = d. Entonces, la solución de la desigualdad 
f (2) > d serán aquellos valores de x, para cada uno de los cuales 
el punto (2, f (2)) de la gráfica de la función y = f (x) se dispone 
por arriba de la recta y = b (tig. 149), y la solución de la desigualdad 
f (2) < db serán los valoros de x, para cada uno de los cuales el punto 
(2, [ (2)) de la gráfica de la función y = f (x) se dispone por debajo 
de la recta y = b (fig. 150). 

Por eso tal dibujo ilustra de inmediato cuál conjunto es la solu- 
ción de la desigualdad f (2) > b, y cuál, ta solución de la desigualdad 
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f(x) < b. Sin embargo, hemos de subrayar que las gráficas sirven 
sólo de medio ilustrativo auxiliar al resolver las desigualdades. 
Estas gráficas sólo sugieren una respuesta, mientras que el hecho de 


7 e 1 
| 
| 
UN 
l AU 7 
AAN A ] 
Z 
| Lyof ta; 
| Iy=b 
1 1 
Fig. 149 


que un conjunto, evidente on el dibujo, os una solución de tal o cual 
desigualdad ha de sor obligatoriamente demostrado. 

Notomos además que frecuentemente el dibujo da la idea en qué 
conjuntos se debe dividir el campo de existencia de la función y = 


r 


E 
| 
| 
| 
Í 
(0.4 
yl MAN ÓN 
Í | Y NY dE. 
¡ E y=fizl 
| Ay=b 
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Fig. 150 


= f (2) y qué propiedades de esta función han de emplearse para 
realizar la demostración mencionada. Por eso, en lo sucesivo, previa- 
mento a la resolución de ciertas desigualdados elementales se ana- 
lizarán las gráficas de las funciones y = f (1) e y —= b. 
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Desigualdades algebraicas. Sea n un número natural fijo. entonces 
las desigualdades 
x” > bd, (3) 
a” <ib (4) 
suelen Mamarse desigualdades algebraicas elementales. 
La función y = a” está definida en toda la recta numérica, por 
cual el CVA de las desigualdades (3) y (4) es el conjunto X = 
(—o0, +00). 
Por cuanto las propiedades de la función y = x” que se emplean 
al resolver las desigualdades (3) y (4) son diferentes para nr par y n 
impar, analicemos dos casos: 
l. Sea n = 2m — 1, donde 
m es un número natural fijo, 
entonces las desigualdades (3) 
y (4) adquieren la forma 
ras: (3a) 
Pb: (4a) 
El campo de valores de la 
función y = x3"”!* en el con- 
junto X lo constituirá el con- 
junto Y = (—oo, +00). En 
vista de que la función 


IS 


2M-1 > 

m>2 = 2 es creciente en el 
. =, Me fi e . 

Ly=z 0%, mio A-e ro conjunto X, ella adquiore ca- 
Hy=b, dende H<0, da valor númerico de Y sólo 


una vez. Por eso, si dicha fun- 
ción toma el valor bh para 
Fig. 151 T= Lo para cada z>>Tp 
ella toma un valor mayor que 

el número b, y para cada zx < xp, un valor inferior al número b. 
Quicre decir, el conjunto de todas las soluciones de la desigual- 
dad (3a) es el intervalo (zp, +00), y el conjunto de todas las solu- 
ciones de la desigualdad (4a) es el intervalo (—oo, zp), donde, según 

lo expuesto en el $ 2, cap. VII, 


"7/6, para hb positivo; 
Lp = 0, para b=0; 
—*”- VB, para b negalivo. 


En la fig. 151 se ilustran de la manera adecuada los razonamientos 
aducidos más arriba. 

1]. Sea n = 2m, donde m es un número natural fijo, entonces 
las desigualdades (3) y (4) toman la forma 


2" =>, (3b) 
gm < b. (4b) 
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La función y = zx*” es no negativa en toda Ja recta numérica. 
Por eso, si b es un número negativo, la desigualdad (3b) será válida 
para cualquier valor de x, y la desigualdad (4b) no es válida, 
cualquiera que sea el valor de x. Quiere decir, en este caso el 
conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (3b) se reprosenta 


Y 


[y3 “dote mc N, 
Y gé dende 60. Y 


A 

Y q va 

OS A anr 1 € y 
by ¿ Este N A 


Fig. 152 Fig. 153 


por toda la recta numérica (—oo, +00), mientras que la desigualdad 
(4b) no tiene soluciones. En la fig. 152 se ilustran los razonamientos 
realizados. 

Si, en cambio, b = 0, entonces para z = 0 la función y = q?” 
toma el valor nulo, y para todos los z restantes esta función es posi- 
tiva, por lo cual la desigualdad (3b) será vúlida en osto caso para 
cualquier valor de x, salvo el valor | 
de x =0; la desigualdad (4b) no es FS 
válida, cualquiera que sea el valor de 
x. Quiere decir, el conjunto de todas 
las soluciones de la desigualdad (3b) 
se representa en este caso por la unión 
de dos rayos (—oo, 0)|J (0, +00) 
(fig. 153), mientras que la desigual- 


dad (4b) no tiene soluciones. A 
Por fin, sea b un número posi- Y tall A 
tivo. Construyamos las gráficas de [gato e 
las funciones y = 2%" o y = db (fig. Ey baaa 

154). La recta y =b corta la grá- dy th. 


fica de la función y = 1%” en dos 
puntos (to, db) y (—Zop, Y), donde 
Zo ="V b. La gráfica de la función y = 2?" se dispone por debajo 
de la recta y = b en el conjunto (—xo, Zo) y por encima, en el¡con- 
junto (—oo, —ro) U (Zo, +00). Por consiguiente, estos conjuntos 
deben representar precisamente los conjuntos de todas las soluciones 
de las desigualdades (4b) y (3b). No obstante, esta afirmación ha de 


Fig. 154 
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ser demostrada. La figura (fig. 154) muestra que para demostrarla es 
preciso emplear el hecho de que en ol intervalo X, = [0, --00) la 
función y =- .%” es creciente, y después, el hecho de quo esta función 
es par. 

Dividamos el campo de existencia de la función y = x?” en dos 
conjuntos, X, = [0, 4-00) y X¿ = (—oo, 0) y veamos la resolución 
de las desigualdades (3b) y (4b) en cada uno de estos conjuntos. 

En el conjunto X, el campo de valores de la función y = ax?” 
es Y =Í0, -|-00) y la función es creciente, por eso todo valor numé- 
rico de Y ella lo adquiere sólo una vez. Quiere decir, si para z = 
= £y € X, la función toma el valor b, para todo x > xy tal quez € X, 
ella toma un valor superior a b, y para cada z < x, tal que r € X,, 
un valor inferior a b. Por consiguiente, el conjunto de todas las solu- 
ciones de la desigualdad (3b) en X, es el intervalo (tp, +00), y el 
conjunto de lodas las soluciones de la desigualdad (4b) en X, es el 
intervalo [0, xp). Por cuanto la [unción y = 2?” es par, el conjunto 
de todas las soluciones de la desigualdad (3b) en X, es el intervalo 
(—o0, —£o), y el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad 
(4b) en X, es el intervalo (—xp, 0). Al reunir las soluciones halladas 
en X, y en X,, resulta que en este caso el conjunto de todas las solu- 
ciones de la desigualdad (3b) es Ja unión de dos rayos (—00, —zp) U 
U (xo, -700), y el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad 
(4b), ol intervalo (—xp, to), donde xy = “Vb. 

Así pues, el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad 
(3b) se represonta por: 

1) la recta numérica (—oo, -Foo), para cada b nogativo; 

2) el conjunto (—oo, 0) UY (0, —009), para b = 0; 

3) el conjunto (—00, —"Y DU (YI, +00), para cada b po- 
silivo. 

El conjunto de lodas las soluciones de la desigualdad (4b) se re- 
presenta por: 

1) un conjunto vacío, para cada b no positivo; 

2) el intervalo (Y Dd, "W bd), para cada bd positivo. 

En la Tabla 18 se dan los resultados que se obtienon al reso)ver 
las desigualdades (3) y (4). 

Desigualdades fraccionarias. Sea n un número natural fijo, 
entoncos las desigualdades 


2 >. b, (5) 
y < b 


sucle llamarse desigualdades fraccionarias elementales, 

La función y =x"” cstá definida cn toda la recta numérica, 
a excepción del punto cero, por lo cual el GVA de las desigualdades 
(5) y (6) es un conjunto X = X,U X,, donde X, = (0, -00), 
y X¿ = (—o0, 0). 

Por cuanto las propiedades de la función y = x7"” que se emplean 
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Tabla 18 


b>/0 t+=0 B<0 
gim >) EY bd; 00) (0; 00) (PYV 1; 00) 
mb | (—o; ""yb) (—0s; 0) (—=00 [6 1) 
gm>p | (—ow —"YoJU |  (—0% 0) (—oo; 00) 
U(Py 5; 00) U(0, 00) 
qm y (—"Yb "Yb) | no hay soluciones| no hay soluciones 


al resolver las desigualdades (5) y (6) son diferentes para n par y n 
impar, analicomos dos casos: 

1. Sea n = 2m — 4, donde m es un número natural fijo, entonces 
las desigualdades (5) y (6) toman la forma 


q m2+1 > b, (Sa) 


game < d, (Ba) 


A título de campo de valores de la función y = x7*"* en bel con- 
junto X, intervieno el rayo Y, = (0, +00), y en el conjuuto Az, 
el rayo Y, = (—oo, 0). 

Si b = 0, entonces, tomando en consideración que la función 
y = "+ os positiva en el conjunto X, y negativa en el conjunto 
X ¿, Hegamos a que que X, es el conjunto do todas las soluciones de la 
desigualdad (Sa) y Xy, el conjunto de todas las soluciones de la des- 
igualdad (6a) (fig. 155). 

Sea b un número positivo. Construyamos las gráficas de las lun- 
ciones y == "+ e y = db (lig. 156). La recta y = 6 corta la gráfica 


¿im-1 —”q 
de la función y == 27*”*! on el punto (zp, b), donde xy ==> V > 


La gráfica de la función y = 27"* se dispone por arriba do la recta 
en el conjunto (0, xp) y por debajo de la recta, en el conjunto 
(—o0, 0) U (Zo, +00). Por consiguiente, los conjuutos citados tienen 
que ser precisamente los conjuntos de todas las solnciones de las 
desigualdades (5a) y (6a). No obstante, esta afirmación ha de ser 
demostrada. El dibujo sugiere que para demostrarla es necesario 
analizar la solución de la desigualdad en cada conjunto X, y X, 
por separado y aprovechar ol hecho de que la [función y = zr+"+l 
es negativa on el conjunto X,, y decreciente en el conjunto X.. 
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Analicemos la solución de las desigualdades (5a) y (6a) en el con- 
junto X,. En dicho conjunto la función y = x7?"*1 es negativa, por 


Fig. 155 


Ly" genre MEN; 
Hy=b, dende _4>0; 


_2m-3 


Fig. 156 


eso en el conjunto X, no hay soluciones de la desigualdad (5a), 
poro tado el conjunto X, está contenido dentro del conjunto de todas 


Ly=3"" amado MEN; 
Hy=b, dende 0<0; 


Fig. 157 


las soluciones de la desigual- 
dad (6a). 

En el conjunto X, la función 
y = 27*"* decrece, por lo cual 
cada valor numérico de Y, ella to 
toma una sola vez. Quiere decir, 
si para x= zp la función toma 
el valor b, entonces para cada 
zx < zp tal, que x € X,, ella to- 
ma un valor superior a b, y para 
cada x > zp tal, que E X,, un 
valor inferior a b. Por consi- 
guiente, el conjunto de todas las 
soluciones de la desigualdad (5a) 
en el conjunto X, es el interva- 
lo (0, xo), y el conjunto de to- 
das las soluciones de la desigual- 
dad (6a), el rayo (xp +00). 

Al reunir las soluciones, obte- 
nidasen X, y en X ,,llegamos a que 


en este caso el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (Sa) 
es el intervalo (0, xp), y el conjunto de todas las soluciones de la 
desigualdad (6a) es la unión de dos rayos (—co, 0)U (%p, -+oo). 
Si b es un número negativo, entonces, razonando análogamente, 
(fig. 157) llegamos a Ja deducción de que en este caso el conjunto 
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n 
a 


de todas las soluciones de la desigualdad (5a) es la unión do dos rayos 
(—o0, ro) U (0, +00), y el conjunto de todas las soluciones de la 


Ar 


Y 1n— 1 
desigualdad (6a), el intervalo (zp, 0), donde xy = — ú dE 


15) 
Así pues, el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad 
(da) es 
2m-1 PT 
1) el conjunto (o, VH) , para cada b positivo; 
2) el conjunto (0, +00), para b = 0; 


2m- 1 A 
1) Y (O, +00), para cada b 


3) el conjunto [ —oo, — 151 


negativo, 
El conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (6a) es 


Ñ 2m-i AY 
1) el conjunto (—oo, Du E +00), para cada bh po- 


sitivo; 
2) el conjunto (—co, 0), para cada b = 0; 
2m-1 => 
3) el conjunto (— => 0) , para cada b negativo 


II. Sea n = 2m, donde m es un número natural fijo, entonces las 
desigualdados (5) y (6) toman la forma 


2d E (5b) 
a AS el Y (6b) 


El campo de valores de la función y = 77*" on el conjunto 
X =X,U X,, donde X, = (0, -+oo0) y X, = (—oo, 0), os el rayo 
Y = (0, +00). 

Si d es un número no positivo, entoncos, tomando en considora- 
ción que da función y = 27?" es en el conjunto X positiva, obtenemos 
que X es el conjunto de todas las soluciones do la desigualdad (5b), 
y la desigualdad (6b) no tiene soluciones (fig. 158). 

Sea 5 un número positivo. Construyamos las gráficas de las fun- 
ciones y = 27?” e y = b (fig. 159). La recta y = b corla la gráfica 
de la función y = x-2” en dos puntos (to, >) y (—£o, b), donde 

2m Ni 

Zo = 5 La gráfica de la función y = x7*" se dispone por 
encima de la recta y = b en el conjunto (—xp, 0) U (0, zp) y por 
debajo de ella, en 01 conjunto (—oo, —xp) UY (Zo, +00). Por consi- 
guiente, dichos conjuntos tienen que ser precisamente los conjuntos 
de todas las soluciones de las desigualdades ($b) y (6b). Nou obstante, 
esta afirmación ha de ser demostrada. El dibujo sugiere que para 
demostrarla es preciso aprovechar el hecho de que en el conjunto X, 
la función y = 27%" decreco, y, luego, la paridad de esta función. 
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Veamos la resolución de las desigualdades (5b) y (6b) en el con- 
junto X,. En este conjunto la función y = x7*" decrece y su campo 
de valores se representa por Y = (0, +00), por lo cual cada valor 
numérico de Y la función lo toma una sola vez. Quiere decir, si para 
z=xpy€X, la función toma el valor b, entonces para cada z < zo 
tal que zx € X,, ella toma un valor superior a b, y para cada >> Zo 


y 


/ Yon: a One MEN, 
Hyd, some b=l; 


dd y=b, domte 0<Y . Lg 8 
Fig. 158 Fig. 159 


tal, que € X,, un valor inferior a b. Por consiguiente, en X, el 
conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (5b) es el intervalo 
(0, zp), y ol conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (Gb) 
os el rayo (<p, -l-00). 

Por cuanto la función y = x7%” es par, el conjunto de todas las 
soluciones de Ja desigualdad (5b) en X, es el intervalo (—zp, 0), 
y el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (6b), es el rayo 
(00, —p). 

Al reunir las soluciones halladas en X, y en X,, obtenemos que 
en este caso e] conjunto de todas las soluciones de la desigualdad 
(5h») es la unión de dos intervalos (—xpo, 0) U (0, zp), y el conjunto 
de todas las soluciones de la desipualdad (6b) es la unión de dos 
rayos (—00, —zo) U (Lo, +00). 

Así pues, el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad 
(0h) es 


¿m A 2m A 
1. el conjunto (- Y , 0) U (0, VE) , para cada bh po- 
silivo; 
2. el conjunto (—coo, 0) Y (0, 4-00), para cada hb no positivo. 
El conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (6b) es 
2m A 2m 4 
1. el conjunto ( —oo, — +) U E, +00) , para cada 
b positivo; 
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2. un conjunto vacío, para cada b no positivo. 

En Ja tabla 19 se dan los resultados obtenidos al resolver las 
desigualdades (5) y (6). 

Desigualdades potenciales. Sea a un númera real no entero y fijo, 
entonces las desigualdades 


e > b, (7) 
Te < b (8) 
suclen llamarse desigualdades potenciales elementales. 
Pabla 19 
| b 0 | 1L=0 | b<0 
2m-— 1 E OS E A 
_ 1 E 4 
a 
1160; 0) 
¿m-— 1) 
am <Zb (—o0; MU (00; 0) (— ¿E 0) 
21m - 1 FT 1b1 
1 
2m A 
em>o | (— Y pió)u | (e Mu (—003 0)1)(0; 00) 
A ES t1(0; 00) 
7 4 
0] (o; + ) 
EE 
aim <p) (—o>; — +) Xx no hay no hay soluciones 
soluciones 


(Ve) 


Por cuanto las propiedades de la función y = 2%, que so emplean: 
al resolver las desigualdades (7) y (8), son diferentes para a no entero 
positivo y para « no entero negalivo, analicemos dos casos: 

I. Sea a un número positivo no entero. El campo de existencia 
de la función y = 2% se representa por el conjuvto de todos los nú- 
meros no negativos, por lo cual el CVA de las desigualdades (7) y (8) 
es el conjunto X = [0, +00). El campo de valores de la función 
y = x% en todo el conjunto X está representado por el rayo Y = 
= [0, +00). 

Si b es un número negativo, entonces, tomando en consideración 
que en el conjunto X la función y = x% es no negativa, llegamos 
a la conclusión de que X os el conjunto do todas las soluciones de la 
desigualdad (7), y la desigualdad (8) no tiene soluciones (fig. 160). 

Si b = 0, entonces para x = 0 la función y = 2% loma el valor 
cero, mientras que para todos Jos demás x € X dicha función es 
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positiva, razón por la cual la desigualdad (7) es válida en este caso con 
cualquier valor de x € X, salvo el valor z = 0, y la desigualdad (8) 
no es válida, cualquiera que sea el valor de x € X. 

Quiere decir, en este caso el conjunto de todas las soluciones 
de la desigualdad (7) se representa por el rayo (0, +00), mientras 
que la desigualdad (8) no tiene soluciones (fig. 161). 

Sea, por fin, b un número positivo. En el conjunto X la función 
y = 1% es creciente y por eso cada valor numérico de Y ella lo toma 


H | 
; 2 donde dal, 148%, qna e e lA er 
97 LONE Y les cual ; a : 
: o ero dd Hy=h dende b= did: 
Uy=d, donde H<O. Y=0, . 
Fig. 160 Fig. 161 


una sola vez. Quiere decir, si paru r = xp € X la función toma el 

valor 5, entonces para cada x > zx, tal, que x € X ella toma un valor 

3uperior a b, y para cada zx < xy tal, que z € X, un valor inferior a bd. 

Por consiguiente, en este caso el conjunto de todas las soluciones de 

la desigualdad (7) está representado por el rayo (tp, +00), y el con- 

junto de todas las soluciones de la dosigualdad (8), por el intervalo 
1 


[0, xo), donde zx, = D% (fig. 162). 


Así pues, si a >0, el conjunto de todas las soluciones de la des- 
igualdad (7) es 


1 
4. el conjunto (b%, +00), para cada b positivo; 
2. el conjunto (0, +00), para b = 0; 
3. el conjunto (0, +00), para cada b negativo; 
y el conjunto de todas Jas soluciones de la desigualdad (8) es 
1 
1. el conjunto (0, 6%), para cada b positivo; 
2. un conjunto vacío, para cada b no positivo. 
I(. Sea a un número no entero negativo. 
El campo de existencia de la función y = x1% es el conjunto de 
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todos los números positivos y, por eso, el CVA de las desigualdades 
(7) y (8) está representado por el conjunto X = (0, +00). El campo 
de valores de la función y = x% en todo el conjunto X lo representa 
el rayo Y = (0, +00). 

Si b es un número no positivo, entonces, al tomar en considera- 
ción que en el conjunto X la función y = 1% es positiva, Megamos 


. ( 7 
ll (2, U) 3 di : NM 
d 2), A 01 LU, 
dl. =t, aence d >; dd Ú.y=b dove b=ll ; AS 
Zg=0%. My=b,twude h<0. 
Fig. 162 Fig. 163 


a que X es el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (7), 
mientras que la (8) no tiene soluciones (fig. 163). 

Sea b un número positivo. En el conjunto X la función y = 2% 
es decreciente, por lo cual cada valor numérico de Y la función lo 
toma una sola vez. Quiere decir, 
si para x = 2p EX la función to- 
ma el valor b, entonces para cada 
zx < zo tal, que zé€ X toma un 
valor mayor que b, y para cada 
zx > xy tal, que € X, toma un 
valor menor que b. Por consi- 
guiente, en este caso el conjunto 
de todas las soluciones de la des- 
igualdad (7) será el intervalo 
(0, xo). y el conjunto de todas 


las soluciones de la desigualdad 0 lzy, 1 fal, T 
(3), el rayo (xp +00), donde Lia. dende 
1 


OS cunequier aúmera 

, da E macrtero : 

dl. y -b, UEnde y >; d 
F 


as A A 
eq . 


to = b” (fig. 164). 

Así pues, si a < 0, el conjun- 
to de todas las soluciones de la Fig. 164 
desigualdad (7) es 


1. el conjunto (0, E, para cada b positivo; 
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2. el conjunto (0, +00), para cada b no posilivo: y el conjunto 

de todas las soluciones de la desigualdad (8) es 
l 

1. e] conjunto (06%, +00), para cada hb positivo; 

2. un conjunto vacío, para cada b no positivo. 

En la tabla 20 se dan los resultados que se obtienon al resolver 
las desigualdades (7) y (8). 

Desigualdades exponenciales. Sea «4 un número positivo fijo 
distinto de la unidad, entouces las desigualdades 


ar >, (9) 
at<b (10) 


suelen llamarse desigualdades potenciales elementales. El campo de 
existencia de la función y => «* es el conjunto de todos los números 


Tabla 20 
| do 0 | b==() bd 
E 
as has (b% ; 00) (0; 00) [0; 00) 
) 
Y <bia > pa: p%y no hay soluciones no hay soluciunes 
( 
> ba <0) (0; pu) (0; 00) (0; 00) 
4 
2“ <b(a <t (pa; co) no hay soluciones no hay soluciones 


reales, po lo cual el GVA de las desigualdades (9) y (10) es el conjunto 
X = (—oo, -+oo). El campo de valores de la función y = a* en 
todo el conjunto X es el rayo Y = (0, -Fo0o). 

Si bes un número no positivo, entoncos, tomando en considera- 
ción que en ol conjunto X la función y = a* es positiva, concluimos 
que X es el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (9), 
mientras que la desigualdad (10) no tiene solnciones, 

Si b €s un número positivo, analiícemos dos casos: 

1. Sea n > 1. En toda la recta numérica, es decir, en el conjun- 
to X la Íunción y = a* es creciente, por lo cual cada valor numérico 
de Y ella lo toma una sola vez. Quiere decir, si para z = 2 € X 
la función toma el valor 5, entonces para cada z > zx, toma un valor 
suporior a b, y para cada z < £o, un valor inferior a db. Por consi- 
guiente, en este caso el conjunto de todas las soluciones de la des- 
igualdad (9) será el rayo (Xp, +00), y el conjunto de todas las solu- 
ciones de la desigualdad (10), el rayo (—oo, xp), donde xy = log, b 
(Big. 165). 
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2. Sea 0 < a < 1. En el conjunto X, es decir, co toda la recta 
numérica la función y = e* decrece. Por eso, razonando semejante- 
mente, concluimos que en este caso el conjunto de todas las solu- 
ciones de la desigualdad (9) es el rayo (—oo, zp), y el conjunto de 
todas las soluciones de la desigualdad (10) es el rayo (xo, +00), 
donde xp = log, b (fig. 166). 

Asi pues, si a > 1, el conjunto de todas las soluciones de la de- 
sigualdad (9) es 

e el conjunto (log,b. + 09). para cada h positivo: 

2. el conjunto (— oo, -- 00), para cada hno positivo; cl conjun- 
to de lodas las soluciones de la desigualdad (10) es 

1. el conjunto (— os, log ¿b), para cada b positivo: 

2. un conjunto vacío, para cada bono positivo. 


f 
y (Zo, Y y 
Lyza* gde 01; [y-at donde O< así, 
Ty=6, dense b>0; Y y-e, Jeude b Y 
-Zg=l0y, 0, La L99ah. 
Fig. 165 Fig. 166 


Si0<a<, el conjunto de todas las soluciones de la desigual- 
dad (9) es 

1. el conjunto ( — oo, log,b), para cada bh posilivo; 

2. el conjunto ( — 00, /- 00), para cada b no positivo, y el con- 
junto de todas las soluciones de la desigualdad (10) es 

1. el conjunto (log,b, + 00), para cada bh positivo; 

2. un conjunto vacío, para cada b no positivo. 

En la tabla 21 se dan los resultados que se ohtienon al resolver las 
desigualdades (9) y (10). 


Tabla 21 

| bB>0 | b=0 b<0 

ax > b (a > 1) (loga b; 00) (—o0; 00) (— 00; 00) 
ar <b(a > 1) (—o00; logg 5) no hay soluciones] no hay soluciones 

ar > b(0<a<1) Mo laga b) (—o00; 00 (— 00; mu) 
ar<b(0<a<Í) log, 5; 00) no hay soluciones | no hay soluciones 
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Desigualdades logarítmicas. Sea a un número positivo fijo distinto 
de la unidad, entonces las desigualdades 


log,1 7> b, (11) 
log, z < b (12) 

suelón llamarse desigualades logaritmicas elementales. 
El campo de existencia do la función y = log,t se representa por 


el conjunto de todos los números positivos, por lo cual el CVA de las 
desigualdades (11) y (12) sorá un conjunto X = (0, + 00). 


Lu=luqya, donde U>f; 
dl y=b, dunde k>4; 


Í y=1094 7, donve O<a<f; 


Ft. -D y-4, aunde b<0; 
J ty =Q 0 
Fig. 167 Fig. 168 


El campo de valores de la función y = log,gx en todo el conjunto 
X será todo el eje numérico Y = (— 00, + 00), 

Como tas propiedades de la función y = log,x, que se omplean al 
resolver las desigualdades (11) y (12), son diferentes para a >> 1 y 
para 0 <a < 1, ontonces examinemos «dos casos: 

4. Sea a 7> t. En el conjuuto X la función y = log,z es creciente, 
por lo cual cada valor numérico clla lo toma una sola vez. Quiere 
decir. si parar = x,€ X la función toma el valor b, entonces para 
cada 27> xy tal, que r € X la función toma un valor mayor que b, 
y para cada z < x, tal, que x € X, ella toma un valor menor que b. 
Por consiguiente, en este caso el conjunto de todas las soluciones de 
la desigualdad (11) es cl rayo (x,, +00), y el de todas las soluciones 
de la «desigualdad (12), ol intervalo (0, x,), donde xr, = a? (fig. 167). 

2. Sea OU <a < t. En el conjunto X la función y = log,¿x decre- 
ce. Por eso, razonando de mancra semejante, concluimos que on esto 
caso el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (11) es el 
intervalo (0, zp) y el conjunto de todas las soluciones de la desigual- 
dad (12), el rayo (xp, + 00), donde x, = al (fig. 168). 
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Así pues. si a > 1, entonces para cada bel conjunto de todas las 
soluciones de la desigualdad (11) se representa por el conjunto 
(a?, + 00). y el conjunto de todas las soluciones de Ja desigualdad 
(12), es el conjunto (0, aP); si0<a<t, entonces para cada b el 
conjunto de todas Jas soluciones de Ja designalad (11) será el conjun- 


Tebla 22 


=0W0<b<ow 


loga z > b (a > 1) (4% 00) 
loZg 2 < b (a > 1) (0; ad) 
0847 >L(0<e<1) (0; ab) 
loga 7 <d(0<a<i) (ab; 00) 


to (0, a?), y el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (12), 
es el conjunto (a?, -- 00). 

En la tabla 22 se dan los resultados que se obtienen al resolver 
las desigualdades (11) y (12). 

Desigualdades trigonométricas. Las desigualdades 


cos > db, senz>b,tgzx>b,cgx>», 
cosz<b,senz<b.tgr<b etger<b 


suelen llamarso desigualdades trigonométricas elementales. 

Je aquí algunas observaciones de carácter general. 

Sea y = Í (2) una función trigonométrica elemental fundamental 
de período principal igual a F, y sea dada la desigualdad 


f(x) > b (o bien f (x) < )). (13) 


Elijamos un intervalo de longitud igual a 7 y hallenios en dicho 
intervalo la solución de la designaldad (13). Supongamos que el cun- 
junto de todas las soluciones de la desigualdad (13) en el intervalo ci- 
tado está representado por el intervalo X, + (a, f). donde a < $ 
y Pb — a< T. Entonces. haciendo uso de la periodicidad de la fun- 
ción y = f (2), llegamos a que el conjunto de todas las soluciones 
de la desigualdad (13) es la unión de una infinidad de todos los inter- 
valos X, = (a — kT, B + 47), donde % es un número enlero cual- 
quiera. Llamaremos esta unión infinitaserie de intervalos y la escri- 
biremos posteriormente en la forma: X) “- (a -- AF. f -A7). 
k € Z. De este modo, en adelante diremos que el conjunto de todas 
las soluciones de la desigualdad (13) se representa por la serie de in- 
tervalos X¿ = [a + kT,P -kHT), kE. 

Notemos, además, que el intervalo de longitud igual al período 
principal 7 puede ser cualquiera, mas se elize, corrientemente, de 
modo tal, que satisfaga dos condiciones: ha de contener un trozo en 
el que para la función dada y = f (x) está definida unn función tri- 
gonométrica inversa y, además, que el conjunto «de todas las sotu- 
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cionos de la desigualdad dada en dicho lrozo represente en si un inlor- 
valo. 
Sea dada la desigualdad trigonomébrica elemental 


cos x >» b. (14) 


La Cunción y == cos « está definida en loda la recta numérica. por 
lo cual el CVA de la desigualdad (14) es el conjunlo X = (— oo, 
+00). El campo de valores de la funcion y = cos x eu el conjunto 
X 0s el segmento Y =[— 4; 1]. 

Por eso, cuando b< — 1, la desigualdad (14) se verifica para 
cualquier valor de £, y cuando b > 1. no se verifica, cualquiera que 


[g=ciód: FE 
Hy-2; donde h<1 
e =OFULOS É 


Fig. 169 


sea el valor de zx. Quiero decir, para db < — 1, el conjunto de lodas 
las soluciones «de la desigualdad (14) será toda la recta numérica. 
es decir, el conjunto ( — oo, +- 00), y para b> 1 la desigualdad (14) 
no tiene soluciones. 


Si db = —1. enlonces, evidentemente, la desigualdad (14) se 
verifica para todo valor de zx. “4 excepción de aquellos, donde 
cos 4 = —1. Quiere decir, cuando hb == —A4, el conjunto de todas las 


soluciones de la desigualdad (14) es toda la recta numérica. a excep- 
ción de los puntos 1, = 1 + 2nk, donde k es un número entero cual- 
quiera. Este conjunto puede ser escrito en forma de una serie de in ter- 
valos: X, = (— u 4 Zak, a + 214), € Z. 

Sen dE ( — 1; 1); con el fin de resolver la desigualdad (14) es 
preciso elegir en este caso un trozo de longitud igual al periodo prin- 
cipal de la función y = cos zx, es decir, de longitud 2x0. A título de 
trozo de longitud 2x1 polemos tomár el trozo [0, 21), o bien el trozo 
(— a, e). Estos trozos de longitud igual al período principal de la 
función y = cos x contienen enteramente el segmento (0, x], en el 
cual está definida la función inversa y = arccos z. 

Construyamos las gráficas do las funciones y = cos e y = b 
(fig. 169). Ed dibujo muestra que resulta más conveniente elegir el 
trozo ( — íÍ, 31) que el [0, 2), puesto que en el primer caso el conjun- 
to de todas las solucionos de la desigualdad (14) representa un intor- 
valo, y en el segundo caso, la unión de dos intervalos. El dibujo su- 
giere, además, que e) trozo (— x, q] ha de ser dividido en dos trozos: 
M, =1[0. al y 1%, = (— Tn. 0), después de lo cual se hace uso de la 
paridad de esta función. 
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En el segmento 47, = [0, a] el campo de valores de la función 
y =«w0s es Y =| — 1; 1] y la función decrece, por lo cual cada 
valor numérico de Y ella lo toma una sola vez. Quiere docir, si para 
x= 2) € M, la Ínnción toma el valor b, entonces para cada x= < Zo 
tal, que z € 4M,, ella toma un valor superior a hb, y para cada x > 
> £y tal. quo x € 1f,. un valor inferior a b. Por consiguiente, en 5, 
el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (14) es el trozo 
L0. x,). Como la función y += cos x es par en el trozo (— sm, 1). el 
conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (14) en 417, = 
= (— a, 0) será el inlervalo ( — zp, 0). 

Al reunir las soluciones halladas en M, y Af,, concluimos que en 
el trozo ([ — zx, m6) el conjunto de todas las soluciones de la des- 
igualdad (14) será el intervalo (— £p, Zo), donde, según lo expuesto en 
el $ 2 cap. VII, x, = atrecos b. 

Haciendo uso de la periodicidad de la función y -- eos a, obte- 
nemos que el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (14) 
es la serie de intervalos Xy == ( — arecos b + 2x1, arccos bd 4- 21h), 
k EZ. 

Asi pues, el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (14) 
es 

1. el conjunto ( — 00, -F 00), para cada bE€(— oo, — 1): 

2. la serie do intervalos X, = ( — mu + 2x3k, u -- 2n4), k€ 
EZ, para b= —14; 

3. la serie de intervalos X, = ( — arccos bd -l- 2xufk, arccos db + 
— 2x1). hEZ, para dada b € [ — 1; 41); 

4. un conjunto vacío, para cada b E [1. + 00). 

Sea dada la designaldad 


cos « < bd, (15) 


EL CVA de la desigualdad (15) es el conjunto Y = (— oo, -+ 09), 
El campo de valores de la función y = cos 2 en el conjonto XA es el 
segmento Y — | — 4; 4). 

Por eso. cuando b> 1. la desigualdad (15) se verifica para cual- 
quier valor de e, y, cuando b< — 4, no se verifica. cualquiera que 
sea el valor de x. Quiere decir, cuando 9 >> 1. el conjunto de todas 
las soluciones de la desigualdad (15) será ( — oo. + 00) y, cuando 
bE — 1, la desigualdad (15) no ticne soluciones. 

Si b = 1, entoncos, evidentemente, la desigualdad (15) se veri- 
fica para cualquicr valor de x=, a excepción de aquellos, para los 
cuales cos x = 1. Quiere decir, para b = 1 el conjunto de todas las 
soluciones de la desigmaldad (15) es toda la recta numérica, salvo 
los puntos 2, — 210, donde k es un número enlero cualquiera. Este 
conjunto puede escribirse en Porma de una serie de intervalos: X, = 
= (2nk, 21 + 2x1), k € Z. 

Sca bE(— 1; 1). Construyamos las gráficas de las funciones 
y cos ey <= b (fig. 170). El dibujo muestra que en calidad de 
trozo de longitud 271 aquí conviene más elegir el trozo [0, 270), puesto 
que en tal caso ed conjunto de todas las soluciones de la desigualdad 
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(15) representa en sí un intervalo. El dibujo sugiere, además, que el 
trozo 10, 21) ha de dividirse en dos: M4, = [0, 1] y M, = (ru, 20), 
dei de lo cua] es preciso aprovechar el decrecimiento de la fun- 
ción y = cos z en el trozo [0, 1), y luego, la simetría de la función 
y =cos zx respecto de la recta vertical que pasa por el punto (a, 


Razonando igual que en el caso anterior, conluimos que en M, 
el conjunto de todas das soluciones de la desigualdad (15) será el tro- 
20 (%,, 101. Tomando en consideración que la función y = cos zx 


Uy=b, donde -1<6</ 
ug = UIEOS le 


Fig. 170 


es simétrica respecto de la recta vertical que pasa por el punto (x, 
0), concluimos que en Af, el conjunto de todas las soluciones de la 
desigualdad (15) es el intervalo (nx, 21 — zp). 

Al remir las soluciones halladas en 47, y Mo, obtenemos que en 
el intervalo [0, 211) ol cs Mal de todas las soluciones de la desigual- 
dad (15) es el intervalo (zp, 21 — xp), donde, según Jo expuesto en 

1 $ 2, cap. VII, z, = arccos b. 

Haciendo uso de la periodicidad de la función y = cos z, obte- 
nemos que el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (15) 
es una serie de intervalos: Xp, = (arecos db + 2x0, 2 — arccos 
bH 2, kez. 

Así pues, el conjunto de todas las soluciones de la dosigualdad (15) 
se representa por: 

1. un conjunto vacío, para cada b € (— oo, — 1); 

2. una serie de intervalos X, = (arecos b + 2, 2711 — arccos b + 
+ 21k), kEZ, para cada bE(—1: 1); 

Pr eo serie de intervalos Xp =- (230%, 2x1 + 20d), k€ Z, para 

4. el conjunto ( — oo, + 00), para cada b€ (1, + 00). 

En la tabla 23 se dan los resultados obtenidos al resolver las des- 
igualdades (14) y (15). 

Sean dadas las dosigualdades trigonométricas elementales 


sen > d, (16) 
sen << b. (17) 


Razonando análogamente, concluimos que el conjunto de todas 
las soluciones de la desigualdad (16) es: 
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Tabla 23 


b<-—t | b == —1 | =1<b»<1 b=1 | b>i 
cosz>b| (—oo; 00) (—n+21k; (— arccos no bay no hay 
a+ 21h) b4+2nk; solu- soluciones 
kEZ jalón 2. 21) | ciones 
€ 
cosz<b| no hay no hay solu- | (arccos 5b+- (2xk; 
soluciones ciones + 21k; 21 — [2104 230k) | (—oo; 00) 
— Arccos d+ kez 
+ 21%), 
EZ 


1. el conjunto (— oo, + oo), para cada bh € (— 00, — 1); 
2. la serie de intervalos 
X= (—F-—+20k, F+20k), EZ, 


para b= — 1; 
3. la serie de intervalos Y, = (arcsen b -+ 2004, 1 — arcsen b + 
+ 21k), kE Z, para cada b€ (— 1; 1) (fig. 171); 


In 70 dE AS MOL NIN TAS 2 de TO 

| ? 2 [a2,,4) 2 ? 
Eg=senz; 
By dt doido-1<0<f; 
E Uresen h, 


Fig. 171 


4. un conjunto vacío, para b€ l1, + 00); yel conjunto de todas 
las soluciones de la desigualdad (17) está representado por: 

ft. un conjunto vacío, para b€E (— oo, — 1]; 

2. la serie de desigualdades X, = ( — 1 — arcsen b + ¿nk, 
arcsen hb + 21), kE€ Z, para cada b € (—1; 1) (fig. 172); 


3. la serie de intervalos Xy=|( —H+2mk, 7 +2mk), kez, 


para b=1: 
4. el conjunto ( — co, 4- 00), para cada d € (1, -)- 00). 
En la tabla 24 se dan los resultados obtenidos al resolver las des- 
igualdades (16) y (17). 
Sean dadas las desiguldades trigonométricas elementales 
tg x > d, (18) 
tezx<b, (19) 
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sen 1 >b| (—oo; 00) (—<H+2m1; (arcsen d+ no hay no hay 
e + 21k; al ma soluciones | soluciones 
Je —Arcsen 
7 Hank) + 21) 
kE Z ee 


sen z<b| no hay no hay solu- (—x— 
soluciones | ciones —arcsen b-- 


El campo de existencia de la función y = tg x es toda la recta 
númerica, salvo los punlos Tr, = > + nk. donde k es un número enle- 
ro cualquiera. Por eso el CVA de lus dosigualdados (18) y (19) es 


2 
[ Yy=Sen 2; 
IT y=0,; donde-1<b<1; 
Lg WESEn Ó. 


Pig. 172 


un conjunto X que se compone de lodos los números reales, a excep- 
. y La T Ed 
ción de los números xj, = 7 + uk, donde k es un númoro entero cual- 


quiera. El campo de valores de la función y = tg x en el conjunto 
X es el conjunto Y = (— oo, 00). 

Construyamos las grálicas de las funciones y = tg z e y =b 
(tig. 173). El dibujo nuestra que al principio se debe analizar la re- 


solución de las desigualdades (18) y (19) en el trozo ( — 7 5) de 


Jongilud igual al período principal de la función y = tg zx. lil dibujo 
sugiere, además, que en dicho trozo es menester aprovechar el ecre- 
cimiento de la Ínnción y = tg z. 


En el trozo (+ 5) la función y=tgx tiene el campo de 


valores Y =(—oo, +00) y es creciente, por lo cual cada valor 
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numérico de Y la función lo toma una sola vez. Quiere decir, si 


para I=x,€ =+ $) olla toma el valor b, entonces para cada 


xr > x, tal, que xl => +5) la función toma un valor superior 


a b, y para cada <zxp lal, que e(—E» 5) , €lla toma un 
y 

l | | Al | | 
lol Ea Llull Í 
e OS pS ll o, 
rt pon ion Mi ¡IT lat 
| Ss | + Il E 23 | Y SS 
| 
| | | 

h [ : UY, ¡Fig U) | 

ice o oi — A — mM 
WEN (Fall 0 y fía 
| | | | | 
| | | | 
: | | | 
| | | | 
£y=tgz, 


Fyob; sg=arcinó 
Pig. 173 


valor inferior a b. Por consiguiente, en (—+, +) el conjunto 
de todas las soluciones de la desigualdad (18) (véase la fig. 173) 


es el intervalo E 7), y el conjunto de todas las soluciones 


de la desigualdad (19) (fig. 174), es el intervalo (—-E 2) A 
donde, de acuerdo con lo expuesto en el $2, cap. vil, Z¿=arctg b. 

Haciendo uso de la periodicidad de la función y =: tg x, obtene- 
mos que para cualquier b el conjunto de todas las soluciones de la 


desigualdad (18) es una serie de intervalos: X,= (arctgb + ad, 
++ ro) , KEZ, y el conjunto de todas las soluciones de la des- 
igualdad (49) es la serie de intervalos X, = [(-S |-3vde, arctgeb>+ 


+ sk) , KEeZz 
En la tabla 25 se dan los resultados obtonidos al resolver las des- 
igualdades (18) y (19). 
Sean dadas las desigualdades trigonométricas elementales 
ctg > bd, (20) 
clg  < b. (21) 
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Tabla 25 


| AR A 


tgr>b (arctg 04 at; 5 +2), kEz 
tgr <b (—G+; arctg bm), kEZ 


Razonando análogamente, llegamos a que para cualquier b, 
el conjunto de todas las soluciones de las desigualdades (20) (fig. 


A, 

Ry 

y 
o. 


| 
| 


A e e e e AO E 
2 CU E e e A e 


ty 


] y 
Iy=0ty z; 
Ey 6; gzg-arcato d. 


Fig. 174 


175) es la serie de intervalos X, = (sk, arcctg b + nik), kEZ 
y el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (21) (fig. 
176) es la serie de intervalos X, = (arcctg x + nik, x + 1k), k€ Z. 

En la tabla 26 se dan los resultados que se obtienen al resolver las 
desigualdades (20) y (21). 


Tabla 26 
| ”o<X<b<o 
ctg >>> (1%; arcctg b4-11k), kEZ 
ctgr <b (arcctg 5-1; m- park), kE Z 
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Analicemos además algunas desigualdades elementales que con- 
tienen funciones trigonométricas fundamentales inversas, 
Sean dadas las desigualdades elementales 


arccos > bh (22) 
arccos r< bd. (23) 


El campo de existencia de la función y = arccos x es el segmento 
[ — 1, 1). Quiere decir, el CVA de las desigualdades (22) y (23) es 


y 

14 12 11 [ 17 112 11Z 

IR IN 

A A 7 LOA 

| A e: 

¡Nota 1 lr A Mé | 

| > ¿ A 2 ) e L Y (Lp 2 % ) hi ! 

UNNE NP ON Na Ny ÍA ze 
IN | (Lp. 00 | | 

) | | ] 

| ] | | 

| ol 

A O E O LI II: 

Ty-ttgz; 


Uy-b; zp=arcuty d. 
Figo 175 


el conjunto X = [— 1; 1]. El campo de valores de la función y = 
= arccos z en todo el conjunto X es el segmento Y = [0, al. 

Por eso, cuando b es negativo, la desigualdad (22) se verifica pa- 
ra cualquier valor do x € X, mientras que la desigualdad (23) no se 
verifica, cualquiera que soa el valor de z € X; si, en cambio, b > 
> r, entonces la desigualdad (22) no se verifica, para ningún valor 
de € X, y la desigualdad (23) se verifica para cualquier valor de 
TeX. 

Por lo tanto, cuando b es negativo, el conjunto de todas las solu- 
ciones de la desigualdad (22) es el conjunto [—1; 11, mientras que 
la desigualdad (23) no tiene soluciones; cuando b >> xx, la desigualdad 
(22) no tiene soluciones, y el conjunto de todas las soluciones de la 
desigualdad (23) es el conjunto [—1; 1]. 

Cuando db = 0, la desigualdad (22) se verifica para cualquier 
valor de x € X, salvo para x = 1, y la desigualdad (23) no se verifica 
para ningún valor de z € X. Quiere decir, cuando b = 0, el conjunto 
de todas las soluciones de la desigualdad (22) es el conjunto [—4; 
1), mientras que la desigualdad (23) no tiene soluciones. 
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Si b= sn, la desigualdad (22) no se verifica cualquiera que sea 
el valor de z € X, y la desigualdad (23) se verifica para cualquier va- 


lor de x € X, salvo el valor de x = —41. Quiere decir, para b = x 
yd 
| ¿pi "AT YA FU 2p Z 
le Ba ¡Bla oe ¡ | Bla | E 
a ae e O A 
O O 
| | | | | 

| 7 l. | ) 

Di MVA adi feo Ji Ji 2 

ALA o A A a 
WAR 7 EN E 
| | 
| | | | | | 
| ¡ | | | 
| | | | | 
O O O 
PO: A Y Y O A PA 
Iystgr; 
Bi=4; z-orelg é. 
Fig. 176 


la desigualdad (22) no tiene soluciones, mientras que el conjunto de 
todas las soluciones de la desigualdad (23) es el conjunto (—1; 1]. 

Sea yb € (0, 12). La función y = arccos x en el conjunto X es decre- 
ciente, por lo cual cada valor do Y ella lo toma una sola vez. Quiere 


Fi ¡IrECS E; 
hy h,donde U<ó<x ; hy=b 00m 0<b<x; 
Ey «bus b, Zy= tus bh. 


Fig. 177 


decir, sí para x == 7. € X la función toma el valor b, entonces para 
cada x < r, bal, que x € X ella toma un valor superior a b, y para 
cada x > 2, tal. que z € X, ella toma un valor inferior a b. Por con- 
siguiente. el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (22) 
(fig. 177, a) es en este caso el intervalo [—1, zp), y el conjunto de 
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todas las soJuciones de Ja desigualdad (23) (Mig. 107, bh). el intervalo 
(Zo, 11, donde, según lo expuesto en el $ 2. cap. Vil, 2, = cos hd, 

Asi pues, el conjunto de todas las Soluciones de la desigualdad (22) 
Os: 

1. el conjunto [—1; 41], para cada b € (—ov, 0), 

2. el conjunto [—1; 1), para »= 0; 

3. el conjunto [—1, cos b), para cada b € (0, «1): 


£. un conjunto vació, para cada b€ lx, — oo); 


NET A 


Lo N0Nl a 


2d o 1A l: 
; E z. . Y ARA 4 
.) mb, .i 1 > 
de rs 1 


úl A 


Fig. 178 


y el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (23), es: 
1. un conjunto vacío, para cada »E (—oo, O]; 
2. el conjunto (cos b, 11, para cada bh E (0. 1); 
3. el conjunto (—1; 1), para b = a; 
4. el conjunto (—1; 1], para cada ) € (1, -+o0o). 
En la tabla 27 se dan los resultados obtenidos al resolver las des- 
midades (22) y (23). 


Tabla 27 

| 9<0 | b=0 0U<b<7 db=xu b>ax 

arccos z>b| [-—41; 1] [—4; 1) |[—41; cos 5)| no hay no hay 

soluciones soluciones 
arccos z <b| no hay no bay (cos b; 1) (—t; 1] [—4; 1] 
soluciones | soluciones 
Sean dadas las desigualdades elementales 

arcsen =>» bd, (24) 
arcsen r< bd, (25) 


Razonando análogamente, Jlogamos a que el conjunto de todas 
las solnciones de la desigualdad (24) (fig. 178, a), es: 


1. el conjunto [—1: 41], para cada bE(—oo, 5): 
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2, el conjunto (—1, 1), para b= =$; 
3. el conjunto (sen b, 1], para cada BE(—E» +) : 


4. un conjunto vacío, para cada b€ (5 ; +00) : 


y el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (25) (fig. 178, 
bh), es: 


f. un conjunto vacío, para cada b€ ( —o0, —+|] ; 


2. el conjunto [—, sen b), para LEE» 5) 5 


3. el conjunto [—1; 1), para b=F 


4. el conjunto [—41; 1), para pEl$ +00), 


En la tabla 28 se dan los resultados obtenidos al resolver las des- 
igualdades (24) y (23). 


Tabla 28 
b<- + | d+ -F<b<h pe .>5 
arcson z>b| [—1; 1] (4; 1] (sen b; 1] no hay no hay 
soluciones | soluciones 
arcaen =<b| no hay no hay | [—4; sen b)| [—1; 1] (—1; 1] 
soluciones | soluciones 
Sean dadas las desigualdades elementales 
arctg x > b, (26) 
arctg x < b. (27) 


El campo de existencia de la función y = arctg x es toda la recta 
numérica. Quiere decir, el CVA de las desigualdados (26) y (27) es el 
conjunto X = (—oo, 4-00). El campo de valores de la función 


y = aretir zen el conjunto X es el intervalo Y = (3. 3). Por 


eso, cuando b< — > la desigualdad (26) se verifica para cualquier 
valor de x € N, y la desigualdad (27) no es válida para ningún valor 
de 1 € X; si, en canibio, b> EN entonces la desigualdad (26) no se 


verifica para ningún valor de z € X, mientras que la desigualdad (27) 
se verifica para cualquier valor de x € X. 
Esto significa que cuando b< — > el conjunto de todas las so- 


luciones de la desigualdad (26) es toda la recta numérica, y la des- 
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igualdad (27) no tiene soluciones; cuando .>P. la desigualdad (26) 


no liene soluciones, y el conjurnlo «de todas las soluciones de la des- 
igualdad (27) es loda la rocta numérica. 


TY T . e. . 
Sea PE —+ ; +) . La función y=arcctgz es creciente en 
toda la recta numérica, por lo cual cada valor de Y ella lo toma una 


y 
$ . 
y=7 (03) 
4 0,0) | lo, 6) 


>) 
Ñ 
SU 


F dd j +49 
(> 2) Ey=arctg e; 
JT. y=b, donde PE; 
Zgatg 6 
ltig, 179 
sola vez. Quiere decir, si para x = x, € X la función toma el valor 


b, entonces para cada x > zx, ella toma un valor superior a b, y para 
cada x < z,, un valor inferior a b. Por consiguiente, en este caso el 


| y 
y, (03 
7 
7 700 O '/ 
A 4 
.? ' 8, ES PELO e r E e Z 
Í /, y= ? 


(0-51 [ y=0rlge, 
E A 
HN y=b;d0nde-> <p 
Zar tg e. 
Fig. 180 


conjunto de lodas las soluciones de la desigualdad (26) (fig. 179) 
es el rayo (x,. 00), y el conjunto de todas las soluciones de la des- 
igualdad (27) (fig. 180) es el rayo (—oo, £p). donde, según lo ex- 
puesto en €l $ 2, cap. VII, xo. = tg bd. 

Así pues, el conjunto de lodas las soluciones de la desigualdad 
(26) es 


1, el conjunto (—oo, +00) para cada bE(—oo, —+) : 


2. el conjunto (tgb, +00), para cada BEE 5) : 


3. un conjunto vacío, para cada b€ (5 : +00) , 
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y el conjunto de todas las soluciones «de Ja desigualdad (27), por 
1. un conjunto vacío, para cada b€ -— 00, +); 


2. el conjunto (—oo, tg b), para cada b€ (-3, >); 
00 


3. el conjunto (—oo, -+ 00), para cada .El+, + ). 


Lyenraigr; 
Miel denge POL; 


A NS 


Fig. 181 


—q- 


y. urecio ue; 
Mij=b dove US bA ; 
Zo -6tg h 


dj 


Fig, 182 


En la tabla 29 se dan los resultados obtenidos al resolver las des- 
igualdades (26) y (27). 


Tabla 29 
y JU T ys 
bE- “Y = y <b< = b=> E 
arctg x > b (—00; 00) (ber b; 00) no bay soluciones 
arctg r <b no hay soluciones (— m; tg bh) (—o00, --00) 
Sean dadas las desigualdades elementales 
arcctg r3> db, (28) 
arcctg x < b, (20) 


Razonando análogamente, llegamos a que el conjunto de todas las 
soluciones de la desigualdad (28) (fig. 181) os 
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1. el conjunto (—oo, 4-00), para cada b € (-oo, Ul; 

2. el conjunto (—oo, ctg b), para cada db € (0. a); 

3. un conjunto vacío, para cada b€ ln, — 00); 
y el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (29), es (fig. 
182) 

1. un conjunto vacio, para cada db € (—oo, Ol; 

2. el conjunto (ctg $b, oo), para cada b € (0, a); 

3. conjunto (—oo, --00), para carla bh E Ín. --00). 

En la tabla 30 se dan los resultados obtenidos al resol vor las des- 
igualdades (28) y (20). 


Tabla 30 
¿BESO 0<d<Hm b>xn 
arcctg z>b (—o00; 00) (— 00; etg b) no hay soluciones 
arcctg <b no hay soluciones (ctg b; 00) (—o0; 00) 


$ 3. Transformaciones de las desigualdades 


En los párralos tercero y cuarto del capítulo VII se han examina- 
do las transformaciones de las ecuaciones equivalentes y no equiva- 
lentes, respectivamente. Para las transformaciones no equivalentes 
se indicaron dos procedimientos de resolución de las ecuaciones. El 
primer procedimiento consistía en realizar pasos equivalentes en un 
conjunto que pertenece al campo de valores admisibles sin coincidir 
obligatoriamente con el último. El segundo procedimiento presupo- 
ne los pasos a una ecuación, que es una consecuencia de la anterior, 
y la comprobación obligatoria de las soluciones obtenidas. 

Al resolver las desigualdades, el segundo procedimiento es, en 
realidad, imposible, puesto que el conjunto de todas las soluciones 
de una desigualdad es, las más de las veces, infinito y por esta razón 
la comprobación de las soluciones resulta prácticamente irrealizable. 
Por esta razón, al resolver las desigualdades, se deben efectuar sola- 
mente pasos equivalentes y, generalmente. pasos equivalentes en el 
conjunto. Además, cs preciso fijar cada vez el conjunto en el que se 
realiza cl paso equivalente. 

Aduzcamos más abajo algunos ejemplos de transformaciones equi- 
valentes y no equivalentes de las desigualdados. 

Transformaciones relacionadas con la aplicación de identidades. 
Sea dada la desigualdad 


f(x) > g (2) (1) 


y supongamos que para todo x real se verifica la igualdad idéntica y 
(1) = g (2), entonces la desigualdad (1) es equivalente a la igualdad 


f (12) > q (x). (2) 
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Esta afirmación permite emplear para resolver desigualdades dife- 
rentes Tórmulas que sou válidas para todos los x reales. Como ejemplo 
de dichas igualdades idénticas sirven las fórmulas de multiplicación 
reducida de polinomios, la identidad trigonométrica fundamental y 
toda una serie de otras fórmulas. En el cap. JUl ya hemos resuelto 
algunas desigualdades algebraicas con ayuda de las lórmulas de mul- 
tiplicación reducida. 

Demos un ejemplo más de transformación equivalente de las de- 
sigualdades aplicando igualdades idénticas. 

Sea dada la desigualdad 


sent x > cos! x. (3) 
Aplicando la afirmación 1 del $ 1, obtenemos la desigualdad 
cost x — sent x <O0, (4) 


que es equivalente a la desigualdad (3). Haciendo uso de la fórmula 
paca la diferencia de cuadrados, la identidad trigonométrica funda- 
mental y la fórmula para el coseno de un ángulo de arco doble, se 
puede escribir la siguiente cadena de igualdades idénticas, que son vá- 
lidas pura cualquier z real: 


cos! x — sent = (cos? xr + sen?zx) (cost — sen?x) = cos 2z. 
Quiere decir, la desigualdad (4) es equivalente a la desigualdad 
cos 21 < 0. 
El conjunto de todas las soluciones «de la última desigualdad es la 


serio de intervalos X= (F+n%, + ak) , kEZ. 


Como Ja última desigualdad es equivalente a la de partida, el 


conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (3) e la serie 
de intervalos X, = (E+ak, < + ak) , KEZ. 

Transformaciones relacionadas con las superposiciones de las 
funciones, Supongamos que la función y = f(x) represesnta una 
función compuesta y = P [g (2)) que cs la superposición de dos 
funciones: y = P [lu], donde 2 lu] es un trinomio de segundo grado 
(es decir, P lu] = au? -L bu + €), y u == g (x), que es una función 
elemental fundamental. En tal caso la desigualdad f (1) > Ó se escri- 


be en la forma | 
alg (0? + lg (dl +c>0 (5) 


y se denomina desigualdad cuadrática con relación a g (x). 
La desigualdad (5) se resuelve «del modo siguiente. 
Al principio se analiza la desigualdad cuadrática 
a? + bte>o0, (6) 
y se determina su discriminante D = b?* — 4ac. Según sean el discri- 
minante D y cl coeficiente a, resultan posibles los siguientes cuatro 
casos. 
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1.Sia<cO0Ovy D<O. la designaldad (6) no Liene soluciones. Por 
consiguiente, la desigualdad (5) tampoco las tiene. 

2.Sia<60 y D>0, cl conjunto de lodas las soluciones de la 
desigualdad (6) es el intervalo (t,, ta). donde f, y ty son rajeos del 
trinomio de segundo grado al |. bl c. siendo t, < L,. 

En este caso la desigualdad (5) es equivalente al sistema de des- 
igualdades 

| E (1) < tz, 
g(2) >, 

Por consiguiente, e) conjunto de todas Jas soluciones del sistema cn 
este caso será precisamente el conjunto de todas las soluciones de la 
desigualdad (5). 

3.Sia > 0 y PD > 0, entonces el conjunto de todas las soluciones 
de la desigualdad (6) está representado por la unión de los rayos 
(—oo, t,) y (ty. +00), donde £, y t, son raices del trinomio de se- 
gundo grado dal? *- bt4 ce. siendo 1<t, (si D  0U, se tiene 
t, = ta). 

En este caso la desigualdad (5) es equivalente al conjunto de des- 
igualdades 

gt. g(2) > ta. 


Por consiguiente, en este caso el conjunto de todas las soluciones de 
dicho conjunto será precisamente el conjunto de todas das soluciones 
de la desigualdad (5). 

4.Sia>0yD=< 0), el conjunto de Lodas las soluciones de la des- 
igualdad (6) es toda la recta numérica. 

En este easo el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad 
(5) es el GVA de la desigualdad (5), es decir. es el campo de existen- 
cia de la función y = g (2). 

He aquí algunos ejemplos. 

Sea dada la desigualdad 


4 cos? 2x + $8 cos 2x1 — 3 <0U. (7) 

Esta desigualdad es una «desigualdad cuadrática con relación a 
cos 2x1. Resolviendo la desigualdad 

4 >8t—o3<O0, 

obtenemos que el conjunto de todas sus soluciones es el intervalo 

($ Es 

22 

tema de desigualdades 


). Por consiguiente. la desigualdad (7) es equivalente al sis. 
< 5 
cos2a > — T + 
1 
cos 21 <<. 


El conjunto de Lodas las soluciones de la primera desigualdad 
este sistema es toda la recta numérica. 
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El conjunto de todas las soluciones de la segunda desigualdad 


es la serie de intervalos X, = (F+ sule, E sk) , KEZ. 
Quiere docir, e] conjunto de todas las soluciones de la desi- 
gualdad de partida (7) es la serie de intervalos X, = (7 + rule, 


= de uk) ez. 
Seca dnda la desigualdad 
4% = 3:2* + 2 >). (8) 


Esta es una desigualdad cuadrática respecto de 2%, Al resolver la des- 
igualdad | 
2—3a+2>0, 


se obliene que el conjunta de todas sus soluciones es Ja unión de dos 
rayos (— 00, 1) y (2. --00), Par consiguiente. la desigualdad (8) 
es equivalente al conjunto de desigualdades 


La le PND A LA 


El conjunto de todas las soluciones de la primera desigualdad de 
dicho conjunto es el intervalo (—oo, 0). 

El conjunto de todas las soluciones de la segunda desigualdad. es 
el intervalo (1, +00). 

Quiere decir, el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad 
de partida (8) será el conjunto (—>oo, 0) U (1, Foo). 

Observemos que la alirmación, aducida anteriormenle. sobre la 
resolución de nua desigualdad cuadrática con relación a g (x) sigue 
siendo justa también en el caso en que la función ru: -= g (7) no es ele- 
mental fundamenta). 

Transformaciones relacionadas con las fórmulas logarítmicas 
y trigonométricas. Por cuanto Jas fórmulas, aducidas en el $ 4, 
cap. VIT, pueden aplicarse al resolver las designaldades solamente en 
el conjunto de variación de la incógnita. donde tienen sentido simul- 
táneamente los miembros primero y segundo de la fórmula que se 
aplica. las desigualdades, para cuya resolución se cmplea tal o cual 
fórmula, se resuelven, corrientemente, signendo el siguiente esque- 
ma: 

1. Se determina el CVA de la desigualdad. 

2. Se divide el CVA en dos conjuntos: M, y M, (3, representa toda 
la parte del GVA, donde tienen sentido simultáncameute ambos 
miembros de la fórmula que se aplica, WM, es toda aquella parte del 
CVA que queda después de separar el conjunto .4,). 

>. Seresuetve la desigualdad en M, (teniendo presente que la trans- 
formación de la desigualdad con ayuda de esta fórmula es equivalen- 
te a la transformación en el conjunto 17,). 

4. Se resuelve la desigualdad en Mo. 
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5. Se reúnen los conjuntos de soluciones, halladas en M, y M,. y se 


obtiene, de este modo, el conjunto de todas las soluciones de la desigual- 
dad de partida, 


Resolvamos, rigiéndonos por este esquema, la desigualdad 
log, (2%) + logs (2%) > 3. (9) 
El CVA de esta desigualdad es el conjunto (—o9, 0) U (0, +00). 


Dividamos el CVA en dos conjuntos: M, — (0, -|- 00) y M,= 


= (-—-o0. 0) y resolvamos la desigualdad (9) en cada uno de estos 
conjuntos. 


En el conjunto 4, se verifican las igualdades idénticas 
log, (12) = 2 logar, log, (2$) = 4 log, x. 
Quiere decir, en 4, la desigualdad (9) es equivalente a la desigualdad 
log, > 1/2. 


Resolviendo esta desigualdad elemental, obtenemos que el conjunto 
de todas sus soluciones es el intervalo (Y 2, =-00). Por cuanto este 
intervalo está contenido dentro del conjunto <4,, el conjunto de todas 
las soluciones de la desigualdad (9) en M, será el intervalo (Y 2. + 
+ 00). 

En el conjunto Af, se verifican las igualdades idénticas 

log2 (1%) = 2loga (—:x). log, (x*) = 4loga (—2). 
Quiere decir, en M, la desigualdad (9) es equivalente a la desigualdad 
log » (á——2) > 1/2. 

Resolviendo esta desigualdad elemental, vemos que el conjunto de 
todas sus soluciones es el intervalo (—oo, —V 23). Poc cuanto cste 
intervalo está contenido dentro del conjunto 3f,, el conjunto de todas 
las soluciones de la desigualdad (9) en M, será el intervalo (—oo, 
—V 2). 

Al reunir los conjuntos de soluciones encontradas eu MM, y en Mo, 
llegamos a que el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad 
(9) es el conjunto (—o00, —-V2) U (Y 2. +00). 


Transformaciones relacionadas con la elevación a potencia natural. 
Sca dada la desigualdad 


[ (2) > g (u). (10) 
La sustitución de esta desigualdad por la desigualdad 
IF (01 > [g (2)17 (11) 


(donde » es un número natural [ijo y n> 2) se denomina elevación 
de la desigualdad a la potencia natural n. 

En virtud de la afirmación 5 $ 1, las desigualdades (10) y (11) 
son equivalentes solamente cn el conjunto, dondo las funciones 
y =]/J(x) e y = g (1) son ambas simultáneamente no negativas. 
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Por eso, la elevación a potencia natural de las desigualdades se 
realiza, de ordinario, por el siguiente esquema: 

1. Se delermina el CVA de la desigualdad a resolver. 

2. Se divide el CVA en dos conjuntos: M, y My (M, es toda la parte 
del CVA, donde ambos miembros de Ja desigualdad son simultánca- 
mente no negativos. 4, es toda la parte del CVA que queda después 
de separar el conjunto 11,). 

3. Se resuelve la desigualdad en M, (tomando en consideración que 
la elevación a la polencia n es una transformación equivalente en esto 
conjunto). 

4. Se resuelve la desigualdad en el conjunto M,. 

5. Se reúnen los conjuntos de soluciones. determinadas en M, y Ma, 
y. de este modo. se obtiene el conjunto de todas las soluciones de la des- 
igualdad de partida. 

Resolvamos, rigiéndonos por oste esquema, la desigualdad 


a—=4]>6 ++ z. (12) 


El CVA de esta desigualdad es toda la recta numérica. Dividamos el 
CVA en dos conjuntos: M, =|-—6, +00) y M¿ = (—oo, —6) 
y resolvamos la desigualdad (12) en cada uno de estos conjuntos. 

En el conjunto 47, ambos miembros de la desigualdad (12) son 
no negativos, por lo cua), de acuerdo con la afirmación 9. 3 1, en 
dicho conjunto la desigualdad (12) será equivalentea la desigualdad 


(lr — 44 > (6 + 2). 


El conjunto de todas Jas soluciones de la última desigualdad es el 
intervalo (—oo, —1). Como parle del intervalo citado en el con- 
junto M, está contenido solamente el intervalo [—6. —1). Por 
eso el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (12) en M, 
se representa por el intervalo )—6; —1). 

Es evidente que en el conjunto 4, el primer miembro de la des- 
igualdad (12) es positivo. y cl segundo. neyativo. Por eso, el conjunto 
de todas las soluciones de la desigualdad (12) en M4, es todo el conjun- 
to Mo). 

Al reunir los conjuntos de todas las soluciones determinados en 
M, y M,, ohtenemos que el conjunto de todas las soluciones de la 
desigualdad (12) es el intervalo (—o00, —1). 

La elevación a potencia natural se aplica con mayor frecuencia al 
resolver las siguientes desigualdades. 

Sea m un número natural fijo y sean dadas las desigualdades 


“YT > q (2), (13) 
YT (2) < 9 (2). (14) 


Las desigualdades del tipo (13) se resuelven, de ordinario, según 


el siguiente esquema: 
1. Se determina el CVA de la desigualdad. 
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2. Se divide el CVA en dos conjuntos: M, y Ma (M, es toda la par- 
te del CVA, donde la función y = q (2) es no negativa; .1Y, es toda 
la parte del CVA, donde la función y = «q (x) es negativa). 

3. Se resuelve en M, la desigualdad f (1) > lp (1)/2", la cual es 
equivalente en dicho conjunto, a la desigualdad (13). 

4. Se fija que en M, el conjunto de todas las soluciones de la desigual- 
dud (13) coincide con el conjunto Mo. 

5. Se reúnen el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad 
Í (2) > (lp (a)17 en M, y el conjunto M,, y, de este modo, se obtiene 
el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (13). 

Las desigualdades del tipo (14) se resuelven, de ordinario, según 
el siguiente esquema: 

1. Se determina el CVA de la desigualdad. 

2. Se divide el CVA en dos conjuntos: M, y M, (WM, 0s toda la par- 
te del CVA, donde la función y = € (x) es positiva. 147, es toda la 
parte del CVA, donde la función y = q (1) es no positiva). 

3. Se resuelve en el conjunto M, la desigualdad f (2) < [q (NJ 
gue es equivalente en este conjunto a la desigualdad (14). 

4. Se fija que en el conjunto M', no hay soluciones de la desigual- 
dad (14). 

0. Se escribe el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad 
f (2) < lg (1317 en M,; este conjunto será precisamente el conjunto 
de todas las soluciones de la desigualdad (14). 

Mostreimos ahora con unos ejemplos concretos cómo se resuelven 
las desigualdades según los esquemas citados, 

Sea dada la desigualdad 


Vi+2>x. (15) 


El CVA de esta desigualdad es el intervalo [—2. -+00). Dividamos 
el CVA. en dos conjuntos Mm, y My 34M, =10, +00) y M, = 
= [—2; 0), y resolvamos la desigualdad (13) en cada uno de estos 
conjuntos. 

En el conjunto Af, ambos miembros de la desigualdad (15) son 
no negativos, por lo cual, de acuordo con la afirmación 5$ 1, en el 
conjunto que se considera la desigualdad (15) será equivalente a la 
desigualdad 

zE2>xz. 


Al aplicar ahora la afirmación 1 $ 1, vemos que en el conjunto M, 
la desigualdad (15) es equivalente a la desigualdad 


*r—2<0. 


El conjunto de todas las soluciones de la última desigualdad es el 
intervalo (—1; 2). En el conjunto M, está contenido, cumo parte 
del intervalo indicado, solamente el intervalo f0; 2). Por eso el con- 
junto de todas las soluciones de la desigualdad (15) en 3, será el in- 
tervalo [0; 2). Es evidente que en el conjunto 417, el primer miembro 
de la desigualdad (15) es no negativo, y ol segundo, negativo, por 
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consiguiente, el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad 
(15) en 14%, es todo el conjunto M,. 

Rouniendo los conjuntos de todas las soluciones determinados 
en M, y My, concluimos que el conjunto de todas las soluciones de 
la desigualdad (15) será el intervalo [—2; 2). 

Sea dada la desigualdad 


241 >Y 1-3. (16) 


El CVA de esta desigualdad es el intervalo [—3, -+o0). Dividamos 
el CVA en dos conjuntos: M, = (—1, +0) y M, = Í[—3; 
—4], y resolvamos la desigualdad 16) en cada uno de estos conjun- 
tos. 

En el conjunto 34, ambos miembros de la desigualdad (16) son 
no negativos, por lo cual, de acuerdo con la afirmación 5 $ 1, la 
desigualdad (16) es equivalente en este conjunto a la desigualdad 


(1 = 1 > zx 43. 


Aplicando ahora la afirmación 41 $ 1, concluimos que en el conjunto 
Mi, la desigualdad (16) es equivalente a la desigualdad 


ad +r—2>0. 


El conjunto de todas las soluciones de la última desigualdad es el 
conjunto (—oo, —2) IJ (1, +00). Por eso, el conjunto de todas las 
soluciones de la desigualdad (16) en MM, es ol intervalo (1, +-00). 

Es evidente que en el conjunto MM, el primer rniembro de la dos- 
igualdad (16) es no positivo, y el segundo, no negativo, por consi- 
guiente, en M, la desigualdad (16) no tiene soluciones. 

Así pues, el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad 
(16) es el intervalo (1, -/-00). 

Transformaciones relacionadas con la supresión de los denomi- 
nadores. Sea dada la desigualdad 


f(x) 
q (x) 

Las desigualdades de este tipo se resuelven según el siguiente es- 
quema: 

1. Se determina el CVA de la desigualdad. 

2. Se divide el CVA en dos conjuntos M, y My (M, es toda la parte 
del CUA, donde la función y = q (x) es positiva, MM, es toda la par- 
te del VA, donde la función y — q (2) es negativa). 

3. Se resuelve en el conjunto M, la desigualdad [ (1) >g (WD p dl 
que es equivalente en dicho conjunto a la desigualdad (17) (véase $ 1 
afirmación 7a). 

4. Se resuelve en el conjunto M, la desigualdad f (2) < g (2) q (x) 


que es equivalente en dicho confunto a la desigualdad (17) (véase $ 1, 
afirmación 7b). 


> £ (x). (17) 
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5. Se reúnen los conjuntos de todas las soluciones determinados en 
M, y en Ma, y, de este modo, se obtiene el conjunto de todas las solucio- 
nes de la desigualdad (17). 

Resolvamos, rigiéndonos por este esquema, la desigualdad 


2— (liga 7)? 
logs x 


El CVA de esta desigualdad es el conjunto (0; 1) U (1, --00). Divi- 
damos el CVA en dos conjuntos: Ma, = (0; 1) y M, — (1; +00). 

En el conjunto M, la función y = logyzx es Doslva y por eso (véase 
$ 1, afirmación 7a) en dicho conjunto la desigualdad (18) es equiva- 
lente a la desigualdad 


< 1 —1log, £. (18) 


2 — (log, 1)? < log,t (1 — loga1), 


la cual puede escribirso en la forma logax > 2. El conjunto de toñas 
las soluciones de esta desigualdad elemental es el intervalo (9, +00). 
Por cuanto este intervalo está contenido dentro del conjunto M,, 
entonces el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (18) 
en M, será el intervalo (9, +00). En el conjunto M“, la función 
y = log,x es negativa y por eso (véase $ 1, afirmación 7b) en dicho 
conjunto la desigualdad (18) es equivalente a la desigualdad 


2 — (log,1)* > logs 7 (1 — 1og,7), 


la cual puede escribirse en la forma log¿x < 2. El conjunto de todas 
las soluciones de esta «desigualdad elemental es el intervalo (0; 9), 
En el conjunto MM, está contenido, como parte de dicho intervalo, 
solamente el intervalo (0, 1). Por consiguiente, el conjunto de todas 
las soluciones de la desigualdad (18) en 17, será el intervalo (0; 14). 

Reuniendo los conjuntos de todas las soluciones, determinados en 
M, v en M,. obtenemos que el conjunto de todas las soluciones de la 
desigualdad (18) es el conjunto (0; 1) U (9; +? 00). 

Método de intervalos. La resolución de la desigunldad 


f ACM 
CIU 
en el caso en que Í (2), g (2) y q (2) son polinomios, puede electuarse 


de distinto modo, a saber, la desigualdad (17) se debe escribir pri- 
meramente en la forma equivalente 


> 8 (x) (17) 


firi—« (2) g (2) : 
MS TN > 0, (19) 


A continuación es preciso hacor uso de la afirmación 7 $ 1, multipli- 
car la desigualdad (19) por q? (x) y escribir la desigualdad 


(Dl -—00Ng(0)>o0. (20) 


equivalente a la desigualdad (19) en su CVA. Por fin, la desigualdad 
(20) se resuelve por cl método de intervalos (3 2, cap. 111). El con- 
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junto de todas las soluciones de la desigualdad (20) será precisamente 
el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (17). 
Sea dada la desigualdad 


rn—2r—! 


(u-- 1) A (21) 


Trasladando x al primer miembro de la desigualdad, escribamos 
esta desigualdad en la forma equivalente 
— 3x— 1 
an 
Haciendo uso de la afirmación 754, obtenemos la desigualdad 
4 , 
—3 (+1) (vs +37) <0, 


que es equivalente a la (21) en el CVA de ésta. Resolviendo esta des- 
ignaldad por el método de intervalos, obtenemos la respuesta: el 
conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (21) es el conjunto 


(0,0 U (7 +0). 


Transformaciones relacionadas con la simplificación de una 
desigualdad por el factor común. Sea dada la desigualdad 


e (2) f (2) > y (2) e (z). 
Muy a menudo esta desigualdad se sustituye por la desigualdad 
f(x) > e (2), 


es decir, la desigualdad de partida se simplifica por el factor común 
p (2). Es un gran error. Las desigualdades semejantes se deben resol- 
ver del modo siguienle: 
1. Se determina el CVA de la desigualdad p (2) f (2) > e (1) e (2). 
2. Se reescribe la desigualdad en la forma equivalente 


p (2) [f (2) — e (231 > 0. 
3. Se pasa al conjunto de dos sistemas de desigualdades 
$()>0, | (2) <0, 
|  (x)—g (2) >0, f(2)—g(2) <0, 


que es equivalente a ta desigualdad q (0) f/ (2) > (2) g (2) en el 
CVA de ésta. 
4. Se resuelve este conjunto en el CVA de la desigualdad de partida. 
El conjunto de todas las soluciones será precisamente el conjunto 
de todas las soluciones de la desigualdad q (2) f (2) > q (2) g (x). 
Resolvamos, rigiéndonos por este método, la desigualdad 


4x log, 2 > (3% + 3) log; .z. (22) 
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El CVA de esta desigualdad es el conjunto 17 = (0, -¡- 00). Escriba- 
mos la desigualdad (22) en la forma equivalente 


(4x1 — q? — 3) log, x >0 


y resolvamos en el conjunto M el conjunto de dos sistemas de des- 
igualdades 


| 4x—at—3>o0, 4x-- ai 30, 
logs => 0, log, 7 < 0. 


El conjunto de todas las soluciones del primer sistema os el interva- 
lo (1; 3), y el conjunto de todas las soluciones del segundo sistema, 
el intervalo (0; 1). Por cuanto ambos intervalos, (1; 3) y (0; 1), están 
contenidos dentro del CVA de la desigualdad de partida, resulta que 
el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (22) es el con- 
junto (0; 9HU (1; 3). 

Transformaciones relacionadas con la logaritmación de una 
desigualdad. Sea a un número positivo fijo distinto de la unidad. 

Supongamos dada la desigualdad 


f (2) < g (2). (23) 
La sustitución de esta desigualdad por la desigualdad 
log, f (1) < log 8 (1). (24) 


o por la desigualdad 
log, Í (1) > log,g (1) (25) 


se denomina logaritmación de la desigualdad. 

Basándonos en la afirmación 6 $ 1, podemos decir que para a > 
> 1 las desigualdades (23) y (24) y, cuando 0 < a < 1, también las 
desigualdades (23) y (25) son equivalentes sólo en el conjunto, donde 
ambas funciones, y = f (2) e y = g (x) son simultáneamonto positi- 
vas. Por eso, al aplicar la logatitmación, las desigualdades se resuel- 
ven, de ordinario, según el siguiente esquema: 

1. Se determina el CVA de la desigualdad. 

2. Se divide el CVA en dos conjuntos: M, y Ma (M, es toda la par- 
te del CVA, donde ambos miembros de la desigualdad dada son posi- 
tivos), 17, es toda la parte del CVA que queda después de soparar el 
conjunto M.). 

3. Se resuelve la desigualdad en M, (teniendo presente que la loga- 
ritmación es una transformación equivalente en este conjunto). 

4. Se resuelve la desigualdad en My. 

5. Se reúnen los conjuntos de soluciones, encontrados en M, y May, 
y, de este modo, se obtiene el conjunto de todas las soluciones de la des- 
igualdad de partida. 

p iS rigiéndonos por este esquema unas cuantas desigual- 
ades. 
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Sea dada la desigualdad 
ga Y AV (26) 


El CVA de esta desigualdad es el conjunto M = [0, -+ 00).Por cuan- 
to ambos miembros de la desigualdad (26) son positivos en el con- 
junto 147, entonces, on virtud de la afirmación 6a, $ 1, la desigualdad 
(26) es equivalente en 41, a la desigualdad 


log, (3%) < log, (2-5), 
Ja cual es, a su vez, equivalente en MM a la desigualdad 
2? — x< (1 — 2) loga2. 
El conjunto de todas las soluciones de la última desigualdad es el 
intervalo ( — logj 2; 1). En el conjunto ¿4 está contenido, como parte 
del intervalo indicado, sólo un trozo [0; 1). Quiere decir, el conjunto 
de todas las solnciones de la desigualdad (26) será el intervalo [O; 
1). 
Sea dada la desigualdad 
(?+z+ dy <it. (27) 


El CVA de la desigualdad (27) es toda la recta numérica, puesto que 
el trinomio de segundo grado zx? + x + 1 es positivo para cualquier 
z real. 

Logaritmando la desigualdad (27) según una base cualquiera, por 
ejemplo, según la base 10, tenemos, en virtud de la afirmación 6a, 
$ 1, que la desigualdad (27) es equivalente a la desigualdad 


lg (2? + 2 +1) <lg 1. 
Haciendo uso de las propiedades de los logaritmos, escribamos esta 
desigualdad en la forma 
zlgl(i+r+1)<0. 

Esta desigualdad es equivalente al conjunto de dos sistemas de des- 
igualdades: 

a e 

lg (12-4+ x24-1) <0, lg (12 + +1) > 0, 


la cual es equivalente, a su vez, al siguiente conjunto de dos siste- 
mas de desigualdades 


> O, | Xx ÁÚ O, 
| abpr+i<t, ar d> lt. 
Resolviendo al principio el primer sistema, llegamos a la conclusión 
de que el sistema no tiene soluciones, puesto que el conjunto de todas 


sus soluciones es la intersección de dos conjuntos: (0, +00), que es 
el conjunto de todas las soluciones de la primera desigualdad, y 
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( — 1; 0), que es el conjunto de todas Jas soluciones de la segunda 
desigualdad, y la intersección mencionada es vacía. 

El conjunto de todas las soluciones del segundo sistema es el in- 
tervalo ( —co, —1). Por consiguiente, el conjunto de todas las so- 
luciones de la desigualdad (27) es el intervalo ( —oo, —1). 

Señalemos que de modo análogo se resuelven las desigualdades de 
forma más general 


[f (zJI0 < b, (28) 


donde b es un número positivo dado. Á saber, se busca al principio el 
CVA de la desigualdad y luego se elige cualquier número a > 4. 
Entonces, la desigualdad (28) será equivalente en el CVA a la desi- 
gualdad 


q (2) log, Y (1) < logab. 


Luego queda resolver la última desigualdad en el CVA de la desi- 
gualdad de partida (28). 

Indiquemos, además, que la desigualdad exponencial elemental 
a* > bh puedeser sustituida, logaritmando las desigualdades, por una 
desigualdad algebraica equivalenie de pritnera potencia: 

1) por la desigualdad « > log, b, cuando a > 1, 

2) por la desigualdad x < log, b, cuando 0 <a < 1, para las 
cuales se escriben con facilidad los conjuntos de todas sus soluciones. 
Análogamente puede procederse también con la desigualdad a* < b. 

Transformaciones relacionadas con la polenciación de las desigual- 
dades. Sea q un número posilivo fijo distinto de la unidad. 

Supongamos que está dada la desigualdad 


log, / (:c) < 1oga 8 (2). (29) 
La sustitución de esta desigualdad por la desigualdad 
f(x) < g (2) 
o por la desigualdad 
f(x) > g (2) 


se denomina potenciación de la desigualdad. 

Tomando en consideración las afirmaciones 6a y 6b del $ 1, las 
desigualdades del tipo (29) se resuelven, por regla general, según el 
siguiente esquema: 

1. Se determina el CVA de la desigualdad. 

2. Se resuelve la desigualdad en el CVA (teniendo presente que la 
potenciación es una transformación equivalente en cste conjunto). 

Resolvamos, rigiéndonos por este esquema, la desigualdad 


log, (1+—4) > log , (41 -—-7). (30) 
z Z 
El CVA de esta desigualdad se determina por las condiciones: 
4—1>0, 
z2-—4> 0, 
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es decir, para delerminar el CVA se debe resolver este sistema de de- 
sigualdades. Al resolverlo llegamos a que el CVA es el intervalo (2, 

+00). Teniendo en cuenta la afirmación 6b, resulta que en el CVA 
la desigualdad (30) es equivalente a la desigualdad 


e? 4< 4 —7. 


Resolviendo esta desigualdad cuadrática, encontramos el conjunto 
de todas sus soluciones, es decir, el intervalo (1; 3). En el CVA de 
la desigualdad (30) está contenido, como parte del intervalo mencio- 
nado, sólo el intervalo (2; 3). Quiere decir, el conjunto de todas las 
soluciones de la desigualdad (30) será el intervalo (2; 3). 

Veamos algunos casos particulares de potenciación de las des- 
igualdades. 

Es fácil ver la validez de las siguientes afirmaciones: 

1. Sea a un número fijo tal, que a >1, entonces la desigualdad 
log, f(12) >b será equivalente a la desigualdad f la) >a?, y la 
desigualdad log .f (2) < b, equivalente al sistema de desigualdades 


f(x) <a, 

f (a) > 0, 

o bien, lo que es lo mismo, a la desigualdad doble U< f(x) < al. 
2. Sea a un número fijo tal, que 0 <a< 1, entonces la desigual- 


dad log, f(x) < bd será equivalente a la desigualdad f (1) >, y 
la desigualdad log , f (x) > b, equivalente al sistema de desigualdades 


f(x) <a, 
f (1) >0, 


o bien, lo que es lo mismo, a la desigualdad doble 0< f(x) < a?. 
Examinemos algunos ejemplos. 
Sea dada la desigualdad 


log, (143245) < —1. 
ES 


En virtud de la afirmación que acabamos de aducir, esta des- 
igualdad es equivalente a la desigualdad 


a2—3r45> (+) í 
la cual es, a su vez, equivalente a la desigualdad 
e -3+2>0. 


El conjunto de todas las soluciones do la última desigualdad y, por 
lo tanto, también de la desigualdad de partida es el conjunto [ —oo, 
YU (Q, +00). 

Sea dada la desigualdad 


log, sen  < =>. 
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En virtud de la afirmación que acabamos de aducir, esta desigualdad 
es equivalente al sistema de desigualdades 


o bien, lo que es lo mismo, a la desigualdad doble 
Ó< sen < Te 


El conjunto de todas las soluciones de esta desigualdad doble (fig. 


E la, ; 


K PA JA z 
2 Z 

1 y=Sen2; 

ly=b; 

Mi y= El ) 

XK. 
Zy= 4 
Fig. 183 


133) y, por lo tanto, también de la desigualdad de partida, serán dos 
series de intervalos 


Xy =(25k, 3 +2nk), kEZ; 
Xm= (E +21m, nm + 2aum) mez. 


Observemos que la potenciación de las desigualdades se aplica 
frecuentemente en situaciones mucho más complejas en comparación 
con las analizadas anteriormente, 

Sea dada la desigualdad 


logys (2 + )< 1. (31) 
El CVA de esta desigualdad se define por las condiciones 
24+21>0, 
12 > 0, 
| at 1. 


es decir, para determinar el CVA se debe resolver este sistema de de- 
sigualdades. Al resolverlo, encontramos que el CVA es el conjunto 
M=(— 2 —DU(-4t; OU (05 0U (1; +00). Dividamos el 
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CVA en dos conjuntos: M, =(— 2; —1)U (l, + 00) y Ma, = 
= (—1; 0)U (0; 1). 
En el conjunto M, tenemos x* > 1, por lo cual la desigualdad (31) 
en dicho conjunto cs equivalente, según la afirmación 6a del $ 4, 
a la desigualdad 
2+x2<x. 


Al resolver esta desigualdad cuadrática, vemos que el conjunto de 
todas sus soluciones es el conjunto (— 00,— 1) Y (2, +00). En 
M, está contenido, como parte del conjunto mencionado, solamente 
el conjunto ( —2; —4)U (2, +00). Por consiguiente, el conjunto 
de todas las soluciones de la desigualdad (31) en M, es ( —2; —1) U 
U (2; +-00). 

En el conjunto M, tenemos Ó < 2? < 1, por lo cual la desigual- 
dad (31) en A7, es equivalente, según la afirmación 6b del $ 1, a la 
desigualdad 

2+12>. 


Al resolver esta desigualdad cuadrálica, vemos que el conjunto de 
todas sus soluciones es el intervalo ( —1; 2). En M7, está contenido, 
como parte del intervalo citado. solamente ec] conjunto ( —1; 0) U 
(0; 1). Por consiguiente, el conjunto de todas las soluciones de la 
desigualdad (31) en 17, es el conjunto ( — 4; 0) U (0; 1). 

Al reunir los conjuntos de soluciones encontradas en M, y en Ma, 
vemos que el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad de 
a (31) es el conjunto ( —2; —)U (—1; 0U (0; DU (; 
7-00), 

De modo análogo se resuelve también la desigualdad del tipo 


logax) E (2) < D, (32) 


donde y es un número dado. A saber, primeramente se busca cl (VA 
de la desigualdad. Luego el GVA se divide en dos conjuntos: Y, 
(toda la parte del CVA, donde q (2) > 1) y My (toda la parle del 
CVA, donde 0< y (2) < 1. Entonces, la desigualdad (32) en el con- 
junto ¿M, será equivalente a la desigualdad 


g (2) < lo (01, (33) 
y en el conjunto 17, la desigualdad (23) es equivalente a la desigual- 
dad 

g (2) > [o (m1. (34) 


Resta resolver las desigualdades (33) y (34) en los conjuntos correa- 
pondientes y reunir las soluciones obtenidas. Observemos que, recu- 
rriendo a la potenciación de desigualdades, la desigualdad logarítmica 
elemental log, > puede sustituirse, cuando a >> 1, por la de- 
sigualdad algebraica equivalente de primera polencia > a', y, 
cuando U< a < 41, por una igualdad equivalente doble L<z< 
< a?, para las cuales se escriben con facilidad los conjuntos de ludas 
sus soluciones. 
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De modo semejante podemos proceder también con desigualdad 
log, 7 < bd. 

Transformaciones relacionadas con la supresión del signo del 
valor absoluto. Sea dada la desigualdad 


lA, (ad 1 <+ If I+...+!Ifm (2) | — lfm+r (a) 1—... 
So — ón (2) 1 > g (2). (35) 


donde f(x), fa (2), . - ., fn (2), £ (z) son polinomios enteros con cela- 
ción a 2. 

Para resolver desigualdades de este tipo se emplea, de ordinario, 
el método de intervalos. La descripción de este método para las desi- 
gualdades es prácticamente la misma que para las ecuaciones (véase 
el 5 4, cap. VIT), a saber, sea dada la desigualdad (35). Al principio 
se resuelve el conjunto de ecuaciones 


f10)=0, fe(3)=0, ...Im(0)=0, +....f, (2) =0. (36) 


Luego se fijan en la recta numétrica todas las raíces de oste conjunto de 
ecuaciones. 

De este modo, toda la recta numérica se divide en ciorto número de 
intervalos, a continuación, en cada uno de los iviervalos obtenidos la- 
desigualdad se sustituye por alguna otra que no contenga signos del va- 
lor absoluto y que sea equivalente en el intervalo dado a la desigualdad 
de partida. En cada intervalo se buscan todas las soluciones de la de- 
sigualdad que se obtiene en el intervalo que se considera, después 
de lo cual entre las soluciones halladas se eligen aquellas que caen 
dentro del intervalo mencionado. Estas soluciones constituirán pre- 
cisamente el conjunto de todas las soluciones de Ja desigualdad de par- 
tida en cl intervalo considerado. Por fin, para poder escribir el 
conjunto de todas las soluciones de la desigualdad de partida, se reú- 
ni juntas todas sus soluciones encontradas en todos los interva- 

OS. 

Ilustremos la aplicación del método de intervalos con el ejemplo 

de resolución de la desigualdad 


+rler-1i—3>0. (37) 


En este caso el conjunto de ecuaciones (36) consta de una sola ecua- 
ción 


x+1=0 
cuya única raíz es x, = —1. Quiere decir, la recta numérica se divi- 
de en dos intervalos: ( —oo0; —1) yl —1; +00). Veamos cómo 


se resuelve la desigualdad (37) en cada uno de los intervalos obteni- 
dos. 

1. En el intervalo ( —oo; —1) tenemos, por definición de va- 
lor absoluto, que 


l2+1I=—(e+1). 
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Por eso en este intervalo la desigualdad (37) es equivalente a la desi- 


gualdad 
2 —(1 +1) -3>0. 
Resolviendo esta desigualdad cuadrática, llegamos a que el conjunto 


de todas sus soluciones es el conjunto (—o00; a U 
1 17 l 

U (UY; + 00 ) . En el intervalo que se analiza está conte- 

nido, como parte del conjunto citado, solamente el intervalo 

— 00; ra A Por consiguiente, el conjunto de todas las 


soluciones de la desigualdad (37) en el intervalo (— oo; —1) es el 
; 1—V11 
intervalo (00; ——) ; 


2. En el intervalo [ —1; +00) tenemos, por definición de va- 


lor absoluto, 
lz+ 1 l=(z + 1). 


Por eso en el intervalo dado la desigualdad (37) es equivalente a la 


desigualdad 
+ (rx +41) —3>0, 


Resolviendo esta desigualdad cuadrática, vemos que el conjunto de 
todas sus soluciones es un conjunto (—oo; —2) |] (1; +00). En 
el intervalo considerado está contenido, como parte del conjunto men- 
cionado, solamente el trozo (1; +00). Por consiguiente, el conjunto 
de todas las soluciones de la desigualdad (37) en el intervalo [ —1; 
+00) será representado por el trozo (1; 4-00). 

Al reunir los conjuntos de soluciones encontradas en los interva- 
los analizados, vemos que el conjunto de todas las soluciones de la 
desigualdad (37) es el conjunto (— co 14%) U (1 + 00). 

Indiquemos, como conclusión, que se han considerado más arriba 
no todas las transformaciones de las desigualdades, sino sólo aque- 
llas que se emplean con mayor frecuencia. Además, al resolver una 
desigualdad, nos vemos obligados a aplicar frecuentemente varias trans- 
formaciones y no una sola. 

lMustremos esto con dos ejemplos. 

Sea dada la desigualdad 


¿Vi 6,9 9-31 20, (38) 


Esta desigualdad es cuadrática con relación a 2Y3-=3, Al resolver 
la desigualdad 


2 — 6480, 


obtenemos que el conjunto de todas sus soluciones es el intervalo 
(2; 4). Por consiguiente, la desigualdad (38) es equivalente al siste- 
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ma de desigualdades 


9V d-x 4, 
E (39) 


IS 
Resolvamos al principio la primera desigualdad de este sistema 
iS A (40) 


El CVA de esta desigualdad es ol conjunto M = [ — 3; 3]. En este 
conjunto ambos miembros de la desigualdad (40) son positivos, por 
lo cual, logaritmando la desigualdad (40) según la base 2, obtendre- 
mos la desigualdad 


VI-2a2< 2, (41) 


que es equivalente a la desigualdad (40) en ol conjunto M. En el con- 
junto M ambos miembros de Ja desigualdad (41) son no negativos, 
por lo cual, elevando al cuadrado dicha desigualdad, obtendremos la 
desigualdad 

I-1i<d, 


que es equivalente a la desigualdad (41) en el conjunto M. Resolvien- 
do esta desigualdad elemental, obtenemos que el conjunto de todas 
sus soluciones es el conjunto ( —oo0, —V5)U (V5. +00). En 
M está contenido, como parte del conjunto citado, solamente el 
conjunto [ —3; — V5)U (V'5; 3]. Quiere decir, el conjunto de 
todas las soluciones de la desigualdad(40) es el conjunto [ — 3;— 
— V5U W'5; 3). 

Resolviendo análogamente la segunda desigualdad del sistema 
(39), recibimos que el conjunto de todas sus soluciones es el interva- 
lo ( — 2V 2; 2/2). Por consiguiente, el conjunto de todas las solu- 
ciones del sistema (39) y, por tanto, de la desigualdad (38), equi- 
valente al sistema, es el conjunto ( — 2/2; — VD U (V5; V 22). 

Sea dada la desigualdad 


1 
te Em > de (42) 


es la superposición de dos funciones: la 


. $ 4 
La función y=tg ER 
función elemental más simple y=tgw y la función =p 
Resolvamos primero la desigualdad olemental 
tg v>Í. 
El conjunto de todas las soluciones de osta desigualdad (fig. 184) 


es una serie de intervalos (F+ nk, > + nk) , KEZ. 
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Quiere decir, la dosigualdad de partida (42) es equivalente al 
conjunto infinito de sistemas de desigualdades 


nl <y 7 +1k, 


ae a 7 Hank, 


(4-3) 
1 n 


donde k es un número entero a (La transformación realiza- 
da de la desigualdad es un ejemplo de transformación que no se ha 
analizado antes). 
Examinemos todos los sistemas on ol conjunto infinito (43). 
Cualquiera que sea k positivo, ninguno de estos sistemas tiene 


solución, puesto que Lianko> 4 ara cualquier % natural, y 
Pp que — p 1] y 


EN 


b 
) 
| 
j 
j 
| 


l 
| 
| 
| 
| 
l LY 
TA ARA A 
WAS <N Ea) | par Já y 
PAPA PUR ARA 
| | | | | 
¡ | | 
A O O O 
O O uo ¡H 
[y=lyy; 
H y=! 
Fig. 184 


re y <1 para cualquier x real, a consecuencia de lo cual la se- 


gunda desigualdad en el sistema (43) no tiene soluciones. 
Siendo + e adds ninguno de los sislemas tiene solución, 


puesto que ———>0 para todo zx real, y 5 mk <0 para cual. 


5 q? 
quier 4 entero y negativo, a consecuencia do lo cual la primera desi- 
gualdad del sistema (43) no tiene soluciones. 
Cuando k =0, tenemos cel sistema 
1 a 
PES PD «<< PON 
1+x y) 
O (44) 


H 
Ka 


1 xn E , 
Por cuanto 17381 < y para cualquier x real, el conjunto 


de todas las soluciones de la primera desigualdad de oste sistema es 
toda la recta numérica. Para todos los x reales la función y = 1 + 2? 
es positiva, por lo cual, suprimiendo el denominador, obtenemos la 
desigualdad 


pst, 


que es equivalento a la segunda desigualdad del sistema (44). El 
conjunto de todas las soluciones de esta co elemental está 


representado por cl intervalo (Y £-a, y 4 —= — 2-4) . Quiere 


decir, el conjunto de todas las soluciones del sistema (44) es precisa- 
mente este intervalo. 
Al rosumir, concluimos que el conjunto de todos las soluciones 


de la desigualdad de partida (42) es el intervalo ( — A di , 
Vú—ma 
n : 


Ejercicios 


¿Será el númoro (—4) la solución de las siguiontes desigualdades (1... 48): 


e Or) 5 y, y EN BEA 
(1+3) (3x— 4) (24 Y (—22+x-— 3) ; 
3 aida 31443082 <0 4. (58 —8r —138 (1-2) 11) .. >0; 


a3-b ba? zx — 12 (— 3x8 it— 23) (24 Y (7 —2 gi 
y 5-2 +2 (e —2) (2 —T) 
2-1S3q1> * (26) (15) Y 
z 2 8. 1 2 3. 
pr ro rid ” ds Pa E 
9. 9-22] >/|4—3:|+/|2-51: 10. lz4+11+/12=*e1—|2+3154. 
a—5+4 |[2—2r +4 
a ET 
13. Vit5><+4; 14 26 <Y 27128; 
15, V6—Ha—al zo +2; 16, VT=ziVY — 3— La E V2—.8.; 
17. Y BI2A> 3 Y 147%; 18. Y —1i=x— VH<vY 2—1: 
(Ga Vi+6 (7x3) V 7 _ 7 
9. -  _ _ == L 7) 
(642) Y T=24 (70) 1246 8 
20. VS +80 +7V OPD Dr 8)—7 Y 2(54-8) 53 4; 
l- 
24, 471 9 (7.2%-34; 22, (5) (+2 +11 < (7) de 


1 : 2 St: 
5=(+3) 1+ (37) 


Dt; 


> 1 


A e e NO 


2, 34 ges > 04 gi-x: 


26. (4% —4)2 4-2%*1 (434) <8-4%, 
q 3+3/x 1 1%+1 4 12x+3 4 1r41/2 
27, “Y — US mE —ATa ! 
(5) (q) < (3 € yan 
28. y2.9V AS ¿94 V == 8. 9 Y =%. 
29. lg 24 lg (4-21 4-9) > 14+1lg (2-1 4- 4); 
30. lg (12—1) <=. lg (1—10)24 lg | z—2 |; 
34. (— a e 043 le i-x)+3 e ERRE EEE : 
Vi=x-1 Yi-z+1 
32. log,/s log, (Y 224142) > logs 108, /s (Y 2+1—2x)); 
—1 +1 
33. log, los, p1 < log,12 1081/3 == ; 


log3 (— 2) —4 log, (—23+3 2. 
A area % 

2 log_. 3 , 
" A +log_x 3 2—10g2 (— 3) ” 
36. lg VE+FD?< V 2 (—z—1); 
37. 3sen2—1:>senz+c0s 2; 38. | tgr+ctgzr] <4 Y 3; 
39. 4 (12?—2r +1) (snz+2c0890 >9 | a P 

2H; a cos 2z 


Y: L E IR rr 
40. Y 2-— Y 3cosz+senzx>t; 41. a 2; 


E£1- 


42. 4 sen x sen 2r sen 3x < sen 4z; 
43. VI+F2UE == gri> + tes 
44. cos z-sen (sen ed -co8 (sen 2) > 0; 
z 46, A EA 
IS 46 reso cara 
47. arctg? e arctgr+3>0; 48. 5 arcctg x —arcctg? 1 —4 < 0? 


AS. Arccos 


¿Será ol número 5 la solución de los siguientes sistemas de ecuaciones 
(49 ... $0): 
G1*— 2974-30 <0, o (5-2) PE E , 
E 50. 4 3 z % 
llzi—=21<1; 
<p, +i> Y 4z=3, 
Sl. < 3244 2. 32, y idas 
12 A Y IF24<V 245; 
ES de 3Y 24 6—132>2—áz, 
Ly G=a>2-Y ak, 
> Vi3z41+Y 16-32? >0, 
LM rr t—+V 2 V b—9< V Ú; 
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| 3—1 |< 1i—x l, 

1 1 
dé PUTITAS 
log, (92%) > 3—x; 


qe A 1 |2—3+ 21-43 | |-2, 
PE IS O E e 


a+1]—z>2| 11, * ; . pa 
O ¿NN E lo a S< 2: 
log: 2: 10827 x 2 > 10, y 2; Eau 21-E EVE l 


qe +4 > Y 2-16, 


56. 


A —ár+31, 


e 2+ log3x< 1; 


a 
fos ge Ugaz: Toga 7—2 ” 


1 < log, a, ; 
9 7 
A —21? 
ES 
¿Serán equivalentes las siguientos dos desigualdades (60... 104): 


60. HA <0 y z<0; 6. 0 >0 y >0; 


62. Z<0 y z<0; 63. Z<o y 1IX0; 
64. 14+2>4 y OA 


63. 4 2>14 y pea — > tp 

66, 32—1 <2174+43 y 21) (1241) < (2143) (2-4 1); 
67. 3x—-1<2043 y (321) (2+1) > (2143) (2+ 1); 
68. 2341 >z y (22+1)(1214+42>x(| 2 1-2); 

69. 2+to>z y (240) (4244) > (y 7-42); 


r—á 2—4—2(2— 3) ] 
70. q >? y —— 4% 
r+4 ) 
7, 3? y 2+4>3(14-2); 
4 
72. A >3 y 144 <3 (24-3); 


73. =44>0 y (244) (2—1) => 0; 


74. ri Y (+40) (1-10) >0; 


an (22) (1—3)? 2—2 ) 
¿6. a <0 y 52% 


457 


77. V mia E > a ys += 


42 5>0; 
78, rr (+1) >0y ds 
pd +42 
4 (125) (3x2 4/- 48). zo ] 
E e 
80 (2 4-5) (204 —22) x+4-5 
a =-+3 z-1-3 
81. Y zi—14 (22 + x—2) 20 y 222 0; 
(=-5 (2—-x) 
$ 7) 2¿—í a 
32. A XI y 773 < 0; 
(148) (2. .2-2_a 
83. 243 <0O y 3 
2 
| (=+3) (2—x) y 
Yr=1Yy 244 y LA a 
85. NET A >0 y A 0; 
66, VEAN ZTA q y VEDERS q, 


x-t-4 j +1 
8. Yi" yYioz>0 y Ve U-3>0; 
88. VIT2YI-3>0 y VEFD (—3) >0; 
89. V WM: Y senzz>0 y Y (100—23) sen 22 0; 
90. => y (+22> Ba; 
Y. VI3YI<Y; 
92. Y 13121<3 y 2*-p1<09; 
x-1 

z-1 


, 2 9076 
93, (24 sen 2) <1l y — zFGS < 0; 


9%. (2-5 | Sen zx py" 


sf 4 A 
96. (177) 1 y 1i—9< 0; 
4 
44] 2-4 | 
+4 


98. Ur 1 <ty + <0; 


Xx44 


y 242 24 4 _o. 
99. (1 +23 <Í y ra 


100. loja x? > 0 y 2 log, x > 0; 


"9 
97. y val y 290; 
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101. log, 2%> 0y 2 logs(—=) > 0; 
102. loga 2% > 0.y-2 log» |x| > 0; 


log, (z +7): logs. lz—B) log, (2-F7) (2 —8) 
103. () ? AAA E rr O: 
MEA 3 VA | 

lo ¿(+7 Flog (1 — 8) logs (747) (2 —3) , 

1064, Y >0y A > (: 


AN equivalentes la desigualdad y el sistema de desigualdades (105 .. 


105. or (to —2, 


e 


E x= 6, 
106. e EN 


107. (320) (+1) GQutir+) y da 


e -1 <0, 
108. (32 — 1 40040) Y > (0) 


109. (224 4) (379) > 54 Vi+3 y is 
Tp E r4$>0, 
MES > e 
=> 


. z a PN 
o <o $ Hero (2 < O 


113, (1-2) EN 
a 


114. 


116. er va 3 10 a 
4 4. 7=2.>0' 
1 => oa 


121. Jeest(o7: dá 7: 
in >? 


E Da a 


pe, to 3 E o, 


122. 


123. 


124. 


125, 


126, 


127. 


e son x=. —1, 
Open A O ZA yg 7 . 


1 y3=1 7-0, 
A 4 
(+1) Y 


a qe? -4x-16 >1 y ( 
, peta 1 y 


. Trar=aó nd y [ 


4 ci> 1 

Vi+iYi—a 0 jó-3>0 

— pd r—1 > 0; 
z+-2>0, 

VaFiVó-=z _, (5 <0 
(1— 2)? Y lz—2 +0; 


V3==* + 8)3 orfei 0. 
y a2—1tir—21 
ne! 4 r3- 
(44) 24 4 y q <o0, 
rx 0; 


x-2 qa 0 
(1 + cost y) +3 > 1 y] > 
IN 


x-2 cos z +0, 
(Acoso a +49 21 y (2 >0; 


+3 


3 sd x*H0 
Gr) tl 


3 x*-1 ii0, 

A ——Á < 

( FT P2l ) : y( 
x+4 


>, 
di —47 —45 < 0, 
0O<r<f, 
a? —áxr— 45 < 0; 
O<r<l, 
a mz — 45 < 0; 
z>l, 
22 —áéx —45 > 0; 
r>o0, 
2 log, > 0; 
z<0, 
2 logo (—x) > 0; 

me z>0, 
la y EFNEPDAO y (nia > 


gr rmax-4) 1 ( 
logs 1? >0 y d 


log. 12>0 y ( 
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¿$juz0, 


4>1 
141. log,:_ PA y A a 


0<ri—4<4, 
0<22+674+8< l; 
—8>0, 
143. logs (1+7) + 108, (r—8) >0 y fe >0, 
log, (2-+ 7) (1 —8) > 0; 


142. log,._, (*+62+8)>0 y ( 


z> 0, 
144, log, (1+1)? >1 y y $5 1, 

Logx (1+1) > 1; 
Í<r<O0, 
B-x a 1; 


146. logs (14-133 > 1 y (e rl: 


0O<r<i, 
(241)? < e?; 


3 
148. LoB o (x+1)1 > 1 y les gt: 


1) 40, 
149. log ,y> Ir4+-1 > yz (2+1)? y aa (24-192 
Resuélvase las siguientes desigualdades (150 ... 298): 


150. 22+2rpco95<0.  ABÍ, 21422800 <0. 


145. log, (1+ 1)? >1 y Lo 


147. log. (2+1)2>1 y ( 


152. tg SPb2—2" >0. 153. cos F— 22 50, 
154 V 277 (245) (11)? (5%, (2+2) (19-192 


>0. ) 
622) (1—6) (1—5) (=+3) (2-4). YN Goz 


156, VIO 2040 43) dal tad od US IO y IN os pi) BPE 
z cda x(a+ 31 y 49—13 
—3 272+3 
158. H>H 159, ATA > — 3. 


< 0. 


3 6 22—x--1 
160. 21 z.1 +. 2Tr* 161. E 
zx 2 8 1 O | 1. 
162. zi zx > a—1 * 163, TE FB 0? 
2r—1 , 3Iz—1 z—? 
dira daa e a 
1 4 4 


10, 1 "1-2 E 23  g¿áú <= * 

166. 4J24+-21 <22+10. 467 3-1] <x+3. 

1693, 211 4-1] > z+-4. 169 3Jx+1l > 12+5. 

170. |r—2] <2r1—-97+-9. 171. 3x2 |2—3] >9Y9r—2 
172, 124-4 > |324-2| —?7xz. 173, 22 523] 2 < 2. 
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174. [z2-1j — [3247] >0. 175. 1327] =* |4r— 
176. [rx] + ]r—1] 1. 177. lr 2|-3<l|zx—4]. 
178, [18-223] 3: 3—2rx?, 

179, |44-3z—3?]| LG2—Ir— 4, 


32—5r—. 4 1—3in+2 ] 
180. TOA < 1. 181. o 
¿ 4 da 7 e 
182. 1-2 ir—1!|. 183. a 
9 ds 3 A 
184. =1023 ¡lr 21. 185. eri Pe 
186. lz4+21+1x3+1|-]- [2-1] > 10. 
187. [a=x]| < J—2|+|7—2zx1. 
jar pa, lz2— 25] -P4 
188, A la 5] 21, 189. 24 lx+2] < 1. 
190. 2Y IT 5>24+42. 19. 2+14<5p 12-408. 
192. Vidas. 19 Pia2>al. 
19%. 2 4:2 Y Gdr—at. 195 1=2< Y 442122. 


196, Px3- 310 >2—2 197. P 4224-1616 < 27+10. 

198. Y 3243143. 199, 222744142 >3+4. 

200. PI FG +1<2=r. 201. 23 P213>x. 

202. Y —=r—¿>24. 203 Y 21 +3<1—Vzx+2. 

204, Y —x— viHi>. 205, Y1i11<VY 1311 —Yy 22. 


206. Y 3I=2> y B=z y —1-2r. 207. ye 4 


1— y 1—822 Ñ , E z 35 
208, 0 1 91. < L 209. A E y 21 > ) . 


a — 3 mm e me 
216. Mi. E . Á 7 > 211. V x+ ViViyz> 
3 V Xx 
> a 
e Y Y z 
» => (; d 2x-6 a A 
212, (sen +) Ñ a (yg 5) "23, (eos sy a 


4 
214. 5Uttdr e 195.5%, 215. > V (+)" < (3) ] 


a A 
Vix-+1 3 E 4 il 4 
216, 3 +12 81 (+5) 217. 4.3% —9.2x > 5-6%/2, 
x-2 q — Y AH 


— V Tx > a 
218. 0! +21 (0,432. 219, 5 V 7-1 > 425 y 3. 
220, YE —2. HB. 224, 4% 25+t1 >3, 


2x 
222, IGG. 293, 218124» y) *12>0. 
1 4 


o 
224. 30 (+) "<A 3tnaz, 225, EJE 
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1 4 va a 
ll PAP 7 AA] 227, 52 10-3Yx E AN 


228, 3.21 -*-2/ 3 qapap 9-Vz, 

229. 443.234 4V3, 

230, 15.3:+2/2+1 > 3382-2941 _7, gax, 
41.301 2xro4 41 


231. OT A y. 232. por y E 
2 4—7.5% 2 , 45 —2.13%+1 
4 amara ram >? 


235, 2U2_21-Vi>4. 235 y *_23r ES3 
an pq Vs 4 VIE 
237. (5) > (5) i 

239. 3141 G gres, 240. 25) 1-21 < 545, 
244. IE U1 > gua, 242, 440024 4393-22 13080 991, 
243, 52%t14 6%+ > 304 5%-30%, 

2h. la 2 4 2 (aa pr 4. 

246. log;/, (22-+ 3) > 0. 

247. logo,s (1224-14) < logo, 5 (27 — 5). 

248. logs (12 — 5 +4) :>0. 249. logs (13-431) < 2 
250, 2 log, (x— 1) —loga (2x—4) > 1. 

251. Jog2 14- log, (214) < Loy, (27 + 2). 

252. Jnp3 x—3 logs 7 4-2 3> 

293, log (2-2) (1-3) < 4 lag, (22+1) — Ing yy7? 
204. loza (221432 4-4) 22 logo (27 +2). 


238. ¿LAX=01 5 D580ma 


JE] 


255, log? (=- E) + log, Ll <= 2. 


256. log, (1? —4r 43) > tg =— 


- 

Z 2? —4x—b 6514 y , 2z --1 
257. log./a METEO < ctg => > 258, log, muy] cos 7 

z 2—ir+3 3n 
250, 873 Y 2 eu — . 

3— al 
260. Eb Bet < U. 261. se, o á 
V Logs/13 21 Ugar,. log Y 2 
960 log,z loRa y 1 + 27 
-logg (1+2x) loga z 
A E en 

263. V log, AE +41 > — logs AA 5 


264. log sE > 1. 265. lec 


266. cd = 267. Togtx.y) (22 1—8N 34 


mía 


268. 1089. (64 21—23?) < 269. log(x_9) (144)? < 4. 


2" 
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270, log; y. (1? —ó24 9) > + , 
271. log(z-30) (6225244) —10gy_ga (61? —4x 44) >2. 
272. log (2x1) (S+8—42*) + log(5u2x) (1 + 42 + 423) < 4. 
273. log(sx-1) (102? —72 +4 1) —log3x-, (257 —102 +1) > 2, 
274. log3x,7 (9-4 127-+ 42?) + 1082:x+2 (61? + 2324-21) < 4. 
log (12 — 27 — 7) —1loga (1? — 3x — 7)2 


=10 Jai -—1324-4 id 
2] a — —Íi4P — y ¡PT pen, 4 
276, log. ¡1 — 2z E 4) Loge (2 2r— 14) Seas 
21" -—Or — 0 
> log- (1? —4x— 4) —logg (1? —42— 4)" 
21%, E 7 NA > 0. 
op. (ri — 1) -]- re —ár— 4 
278. log, (5? —4r+11) El log, y (7% — 4: + 11) > 
2—31— 31? 
79 Glrgy A logo 2 
279, logzy 2—2 a 2+ log.» Y. 
S 2lgr 2 
280. Tex A DTTA T. 
bogr y (— 4/7) 4-2 A eden 
285. Y> 282. logs (z 1- 4/5) <0. 
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CAPÍTULO 


IX 


LÍMITE DE UNA SUCESIÓN 
Y LÍMITE DE UNA FUNCIÓN 


S 1. Sucesiones numéricas 


Si a todo número natural » se le ha puesto en correspondencia un 
número z2,, se dice que esta dada la sucesión numérica Z,, Lo. ..., 
£,, 0, en forma más breve, la sucesión (x,). Para prefijar una suce- 
sión numérica se debe elegir una ley (regla). de acuerdo con la cual 
a todo númeto natural se le pone en correspondencia cierto nú- 
mero, es decir, cada sucesión numérica puede considerarse como una 
función cuyo campo de definición es el conjunto de todos los números 
naturales. 

Sí la función y = Í (x) es tal, que el conjunto de todos los núme- 
ros naturales está contenido dentro del campo de su existencia, 
entonces por medio de la función y = Í (1) con su campo de definición 
(el conjunto de todos los números naturales) se puede prefijar la suce- 
sión numérica Í (1), f (2), .. ..f (mn), . . .. o bien ff (n)). Por ejem- 
plo, el conjunto de todos los números naturales está contenido dentro 
del campo de existencia de cada una de las siguientes funciones: 


l. y=x; 2, y=21% 3, y = —2—3(1r—1); 
4y=y (44%): 5, y=cos(2nx); 6, y; 


¡8 y=+; 9 y=2 


10. y=x. 

En el campo de definición, es decir, en el conjunto de todos los 
números naturales, estas funciones prefijan las siguientes sucesiones 
numéricas, respectivamente: 

¡A 


pyten o, 
Ze 1, EI ro.» (+) ) ..-* 
3 —-2 —5,..., —2-3[(R—1), ...; 
4, de —i, .., (—= 17, ...3 
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OS A A at 
n 
Í 1 
8, 1, 3. ...9) ur e... .3 
O A 


LA O 


. Q yl 9 pa 1 - O 13 a s - 
. o 4 8 e 
La sucosión numérica Cy, la, « « -, Ap, >. Se profija con mayor co 
modidad mcdiante la (órmula para su término general. Escribamos, 
por ejemplo, las fórmulas para los términos generales de las suresio- 
nes 1..130: 


ES 2) 
3, Ap= —2—3(n—1); , ed 
Y. dy =1”; Él a á 
P(—$p = A ; 
Í. q) E: 6. Un = n , 
dd. = 20 8. a=+: 
10, a, =n?. 


Á veces Ja sucesión se da mediante una correlación recurrente, 
es decir, mediante una lórmula que expresa a, a través de ciertos lér- 
minos dela sucesión que preceden a a,, por ejemplo: 

11. La sucesión de números de Fibonacci 4,1,2,3,.. .., dn. 58 
prefija mediante la fórmula a, = 4,., + 4,9 para n > 2, y la con- 
dición a, = tt. = 1. 

Las sucesiones pueden prefijarse lambién mediante otros métodos, 
por ejemplo: 

12. Una sucesión de aproximaciones decimales del púmero x 
por defecto: 3; 3,1; 3,14; 3 1443 .... 


13, Una sucesión fa,). donde a, -= (fa] es la parte 


Ed. 
[Y n] 
entora del wmero e, es decir, el número entero máximo que to so- 
brepasa de a). 

Por enanto toda sucesión numérica puede considerarse cono 
función de un argumento natural, a las sucesiones numéricas se 
extienden los conceptos de monotonía y acotación de las funciones. 

La sucosión numérica fan) se denomina creciente, si para cuales- 
quiera números naturales n, y n, de la condición n, < n, se deduce 
que 4,, < 4, Son crecientes, por ejemplo, las sucesiones 1, 9, 10, 12. 

La sucesión numérica (an) se denomina no decreciente, si para 
cualesquiera números naturales rn, y », de la condición nr, < n, 
se deduce que a, < 4», Son no decrecientes, por ejemplo, las suce- 
siones Y y 141. 

La sucesión numérica fa,) se denomina decreciente, si para cua- 
lesquiera números naturales n, y rn, de la condición n, < n, se dedu- 
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ce que 4,, > 4,,. Son decrecientes, por ejemplo, las sucesiones 2, 
3, 6, 

La sucesión numérica fa,) se denomina no creciente, si para 
cualesquiera números naturales re, y na de la condición n, < ny se 
deduce que a,, > 4», Por ejemplo, la sucesión 13 es no creciente, 


puesto que a, =1, a, =1, ag = 1, a, = > etc. 


La sucesión numérica se denomina monótona, si es decreciente o 
creciente, o bjen, si no decrece o no crece. Todas las sucesiones adu- 
cidas anteriormente son monótonas, a excepción de Jas sucesiones 4 
y 7, 

La sucesión fa, ) se denomina acotada superiormente, si existe un 
número B tal que para cualquier número natural » se verifica la de- 
sigualdad a, < B. Por ejemplo, las sucesiones 2,3,4,5,6,7,8,12 y 
13 son acotadas superiormente. | 

La sucesión fa,) se denomina acotada inferiormente, si existe 
un número A ta), que para cualquier número natura) n se verifica 
la desigualdad a, > A. Son acotadas inferiormente, por ejemplo, las 
sucesiones 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 11,12 y 413. 

La sucesión [a,) se denomina acotada, si está acotada infe- 
rior y superiormente. Son acotadas, por ejemplo, las sucesiones 
2, 4,5, 6, 7, 8. 

Entre toda clase de sucesiones numéricas a continuación se exa- 
minarán detalladamente sólo las sucesiones que se Jlaman progresio- 
nes aritmética y geométrica. 

Se denomina progresión aritmética una sucesión de números en la 
que cada término. a partir del segundo, es igual al precedente suma- 
do con un mismo número que es constante para Ja sucesión dada, es 
decir, una sucesión numérica (a,) tal, que para cualquier n natural 
se verifica €, +1 = 4, + d, donde d es un número constante para la 
sucesión dada, llamado razón de la progresión. 

Por ejemplo, las sucesiones 


11234... (1) 
3,1, —1, —3,... 


son progresiones aritméticas. La razón de la progresión aritmética 
(1) es d =1, y la de la progresión (2) es d = —2. En cualquier 
progresión aritmética cl término que ocupa el n-ésimo lugar puede 
expresarse siempre a través del primer término y la razón de la pro- 
gresión dada: 
dh = 4 + (n— 1) d. (3) 

Esta es la fórmula para el término general de una progresión aritmé. 
lica. 

La demostración de esta fórmula se realiza por el método de 
inducción matemática. 

Para n = 4 la fórmula (3) se escribirá en Ja forma a, = a, + 
+ 0-d, es decir, resultará ser válida. Supongamos que la fórmula 
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(3) es válida para n = k, es decir, supongamos que el k-ésimo tér- 
mino de la progresión aritmética se calcula por la fórmula 


a, =4, + (k—1)d. (4) 


Demostremos que la fórmula (3) es válida para n =k +, o sea, 
demostremos la validez de la fórmula 


ar =0 + (+4) — 11d. (5) 


En efecto, por definición de progresión aritmética tenemos 44, = 
= 4, + d. Por consiguionte, haciendo uso de la fórmula (4), se 
puede escribir que 244, =4, + (k—1)2d+d=4, +|l(k + 1) — 
— 1] d, es decir, obtener la validez de la fórmula (5). De este modo 
queda demostrada la validez de la fórmula (3) para todo número natu- 
ral ». 

Valiéndose de la fórmula (3) y de las propiedades do las operacio- 
nes con números. resulta fácil comprobar la validez de la siguiente 
afirmación: para cualquier progresión aritmética fa,), siendo m — 
+n=k-+!lse verifica la igualdad 

Cm + na = Gr + A. (6) 

En cfocto, 


Gm +4, =4+d(m—1) + a, + e (n —1) = 
= 24, + d (am +2 — 2) = 24, + d (k4+1-— 2) = 
ay (k—1)d4+0,+ (1) d=0 +4, 
El número, igual a la suma de los primeros n términos de una 
progresión aritmética, se designa con S,, es decir, 
Sn =4 El24+ +... + lp-, + Gn; 
los términos a, y a, reciben el nombre de términos extremos para la 
suma S,. Haciendo uso de la propiedad (6) y de las propiedades que 
poseen las operaciones sobre números, obtenemos la siguiente fórmu- 
la para $.: 
$ Ez (1, —4n)n (7) 
n . 
Efectivamente, 
28, = Sa Sp = (0, +47... +) + (0, +4d+t... 
+ 4a) = (0, + 4p) + (07 + On) +... 
co.otr (6, + 4) = (4; + 2p)n, 
es decir, la suma de los primeros n términos de una progresión aritméti- 
ca es igual al producto de la semisuma de los términos extremos por el 
número de términos que Se suman. 


La suma $, de una progresión aritmética fa,) se puede expresar 
mediante el primer término y la razón de la progresión dada: 


AS [2a, +4(n—1)] n 
¿ 2 
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Ejemplo. Flállese la suma de los números nalurales de dos cifras 
que no se dividen ni por 2 ni por 3. 

Es evidente que todos los números naturales de dos cifras forman 
una progresión aritmética con el primer término a, -- 10 y la razón 
d = 1, es decir, forman la siguiente sucesión de números: 10, 11, 
12, 13,..., 97, 98, 99, Maciendo uso de la fórmula (7), es fácil ha- 


. > 48). : 
llar la suma S(” de todos estos números: StD = aid Los nú- 
meros de dos cifras, que se dividen por 2, forman la progresión arit- 
mética 10, 12, 14, ..., 96, 98 cuya suma es Si2 AS 


Análogamente, los números que se dividen por 3 forman la 

progresión aritmética 12, 15, 18, ..., 96, 99 cuya suma es SO) = 
_ (12-4+99)-.30 
= ——., 
Es fácil ver que las últimas dos progresiones aritméticas tienen 
Jos términos comunes 12, 18, 24, ..., 96 que representan los núme- 
ros divisibles a la vez por 2 y por 3, es decir, divisibles por 6. La 
suma S de todos los números naturales de dos cifras que no se dividen 
ni por 2 ni por 3 se halla del modo siguiente: S <= SM — S(%) — 
— Sí + S(8 donde S(% es la suma de todos los números de dos 
cifras divisibles tanto por 2 como por 3, es decir, divisibles por 6. 
La suma S(6 debe sumarse porque al sustraer las sumas SO y SO, 
la suma de los números divisibles por 6 se resta dos veces. Haciendo 
uso de (3), hallemos el número de términos de la progresión aritmé- 
tica formada de tales números (es evidente que la razón de esta pro- 
gresión es igual a 6) : 96 = 12 + (n — 1) 6, de donde n = 15, Por 
dao (12 + 96) -15 15 | | 
consiguiente, $ - ==22—= y 8 = 7 (109-6 — 108-3 — 111 x 
x 2 + 108) = 1620, es decir, S == 1620. 

Se llama progresión geométrica una sucesión de números en la cual 
todo término, a partir del segundo, es igual al precedente multipli- 
cado por un número distinto de cero y constante para la sucesión da- 
da, es decir, una sucesión numérica (fa,) tal que para cualquier » 
natural se verifica 4,4, = ang, donde q es un número distinto de ce- 
vo y constante para la sncosión dada, denominado razón de la progre- 
sión. 

Por ejemplo, las sucesiones 


2, 4,8, 46, 32... .; 


son progresiones geométricas con las razones 2, (—1), (—3) y 
respeclivamente, 
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El término general de una progresión geométrica se calcula por la 
fórmula 


la = agur, (8) 


La demostración de la validez de esta fórmula para cada número 
natural » se realiza por el método de inducción matemática. Cuando 
n = 1, la fórmula (8) se escribirá en la forma e, = a,9?, es decir, re- 
sulta ser válida. Supongamos que la fórmula (8) se verifica para n = 
= k, es decir, supongamos que es válida la fórmula 


tl. = age, (9) 


Demostremos que la fórmula (8) se verifica para n =k +1, 
es decir, demostremos la validez de la fórmula 


la = a qna, (10) 


En efecto, por definición de progresión geométrica tenemos a, +, = 
= 8,9. Por consiguiente, haciendo uso de la fórmula (9), podemos 
escribir que 

Org = (Ugg = age Da, 
es decir, obtener la validez de la fórmula (10). De este modo queda 
demostrada la validez de la fórmula (8) para cualquier número natu- 
ral ». 

Hallemos, con ayuda de la fórmula para el término general, la 
fórmula para la suma de los primeros r términos de una progresión 
geométrica: 

Sa == 43 — la H Oy — «+ An, 5 Gp. 

Si g = l, entonces $, = na,. 

Si q +1, estudiemos la expresión 
Sa — $19 = 0 >+>0g9+...+92a9*—ag—ar... 

.—a 9 —«ajq" a, —ayq” =4, (1 — q”). Por consiguien- 
te, Sn (1 — pp = a, (1 — 9”). Como q *l, se tiene 

ay 11—qr) 
S, MOE. 
$ 2, Límite de una sucesión numérica 


Sea dada la sucesión numérica (an). 

Fl número a se denomina límite de la sucesión numérica (a,;). 
si para cualyuter niámero positivo e existe tal niímero N, que para todo 
n>N se verifica la desigualdad 


| dp =a |< e. 
Por ejemplo. es obvio que el límite de la sucesión fa, ), donde a, = 
= £, será el número £. 


El hecho de que el número a es el límite de la sucesión (a,) se 
escribe del modo siguiente: lím a, — a, o bien a, > a para n —> 00, 


ti -> 0 
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Ejemplos. 4. Demuéstrese que — Jlím a, =0, si 4n -=q" y 


b6Z<|q1<i. 

Tomemos un número arbitrario e > 0. 

a) si e < 1, hagamos NY = [log¡g, el + 1. Está claro quo YN > 
> logo, €, y para todo n > Ñ tenemos |gP —0|=]|g |" < 
< [q IN < | glstat? - 

b) Si e > 1. hagamos YN = 1. Es fácil ver que para todo n > 1 
tenemos |gP — 0] =[g]" <i<e. 

Así pues, para cualquier e > 0 existe un número Y tal, que para 
todo n > NY se verifica la desigualdad |q” —0|< e, es decir, 
queda demostrado que lím a, = 0 


n» +w 


Ne* %4 2D 


n +41 


2. Demuéstrese que lim «a, =1, si a, == 
n>-+00 
Elijamos arbitrariamente un número €¿>0. Hagamos N= 


1 1 : 
=[2|+1. lee AS +] Y para cualguicor rn >NY tenemos 


== ] == <= > <+ =E€, lo que se trataba de demostrar, 


e 


€ . 1 
3. Demuéstrese que lím a, =0, si dp ==7 - Tomemos arbitra- 
ni=> +0 


riamente un número e > 0, Hagamos N=|-+|+ 1. Entonces, para 


cualquier n>N tenemos |IF-0l=t<y<f=0. lo que se 
e 


trataba de demostrar. 
Diremos que una sucesión (an) tiene por límite (+ 00) y escribire- 


mos lín «, = +00, o bien a, — 00 cuando n —> co, siempre que 
n- + 00 


para cualquier número positivo 4, tan grande como se quiera, exis- 
ta un número /N tal, que para todo n > N se verifique la desigual- 
dad a, > A. 
Ejemplos. 1. Demuéstrese que lím a, = Foo, si an = a. 
n---c0 
Para cualquier número positivo A hagamos N =(]1/ 4 21)]. -1 
Untonces, para lodo 27> Y tenemos 


apt > Ni (MA 104 1 (VU A FD!=A4-1>A, 


es decir, lim a, = —oo, 
n->-200 
2. Demuéstrese que lím a, = — 00, si 4, =M, 


Ur + 
Para cualquier núnero positivo 4 hagamos V += (lA + 1) + 1). 
Entonces, para todo n > NÑ tenemos a, =n >N =ÍA + 1] + 
+-147>A +1>4, es decir, lím a, = + 00. 
N— + 00 
2. Demuéstrese que lim a, = +00, gi q, = 2%, 
2. Lom 


LU] 
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Para cualquier número posilivo 4 lagamos Y = [log, (4 + 1)l + 
+ 2. Entonces para todo nr > ¿Y tenemos 


N-1_ 91108 (14 1)]41 ES y Ey (441) 


pee =A+1 >A4, 


A. =23 > 2 


es decir, lim 4, -= ¿- 00, 
n- +00 

Diremos que una sucesión [0,) tiene por límite ( — 00) y escrihi- 

remos lím a, — ' co, o bien a, > — oo cuando n — oo, si para 
N- wm 

cualquier número negativo B tal, que | /$ | sea un número tan gran- 
de como se quiera, existe tal número NY que para todo n > N se 
verifica la desigualdad a, < KB. 

Ejemplos. 1. Demuéstrese que  lím a, =-—oo, si qn= 


y N- » 0% 
= —2 — y ln — 1). 
Para cualguier B negativo hagamos n= 42 ]44. Isnton- 
ces para todo n>NÑ tenemos 


a=—2-3(n—1)< —2-3 (N—1) = 2 AL |< 


£ 8 [B—4| E c . 1—B En 
= —2—(1-—B-3)=B, 
lo que se trataba de domostrar, 
2. Demuéstreso que lím 4, = — 00, Sip = — 2”, 
No jos 
Para cualquier número negativo B hagamos Y = llog, | B | + 
+ 1]. Entonces para cualquier n > N tenemos 


[108 IBI1+1] log, 1Bl 


' N 
Ap == 22 = —2 e =-—|1b|=B, 
lo que se trataba de demostrar. 
3. Demuéstrese que lm a, =—«. si a, :=log, RA. 
N -> +00 5 
Para cualquier número negativo B hagamos N = [21B1 = 1]. 


Entonces para todo rn > NY tenemos 


an =1log, 1 < log, N=1l0g, [2 +1]< log, 2= —|B] =8B, 
z la 2 3 
Jo que so trataba de demostrar. 

Observemos que existen sucesiones que no tienen límite. A título 
de tal sucesión puede servir, por ejemplo. la sucesión fa,), donde 
dan = ( — 1). 

Teoremas sobre las sucesiones numéricas. Se analizarán aquí 
solamente las sucesiones que tienen límite finito. 

Teorema 1. Si una sucesión fa, ) tiene límite A y el número p< A, 
entonces existe un número Ñ tal, que para todo n > N se verifica la de- 
sigualdad p < 4). 
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Demastración. Por cuanto A es el límite de la sucesión (0n). 
entonces para cualquier g > O existe un número N tal, que para todo 
n> NÑ se verifica la desigualdad 


a, —A |< e. 
Escribamos esta desigualdad en la forma 
A - ¿<a <A He. (1) 


Supongamos que e — A — p>>0. Para e > 0 exisle un número N 
tal que para todo n > N se verifica la desigualdad doble (1). Susti- 
tuyendo en el primer miembro de la desigualdad (1) e = Á — p, 
obtenemos que p < a,,, lo que se trataba de demostrar. 

Teorema 2. Si una sucesión (a, ) tiene el límite A y el número 
9 > A, entonces existe un número N tal, que para cualquier n > NÑ 
se verifica la desigualdad q > Q,. 

La demostración del teorema 2 es análoga a la del teorema 1 v 
por esta razón se omite. 

Observaciones. 1. Si  lím a, =A, y 4>>0, se encontrará 


n->» 00 
un número Y tal, que e, < 0 para todo n > Y. 
2. Si lím a, = A y 4 <0, se encontrará un número N tal, que 
noo 
d, < 0 para todo 1 > N. 

Teorema 3. Si una sucesión (a,) tiene el limite A, existe un núme- 
ro positivo M tal, que | a, |< M., es decir, la sucesión que tiene límite 
está ucotada. 

Demostración. Elijamos un número M, de modo tal, que sea 

ésto superior a |A|,0s docir, que se verifique la desigualdad 
— M,<A<M,. Al introducir las designaciones p = — M,, 
y = M,. tendremos que A > p y A < q. Según el teorema 1, existe 
un número N, tal, que para cualquier n > ÑN', se verifica la desigual- 
dad p< a,. Según el teorema 2, existe un número V, fal, que para 
cualquior rn > N, se verifica la desigualdad g > a,. Elijamos el 
número NY = máx (N,, N,). En este caso para cualquier n > N 
es válida la desigualad doble p< a, < 9. obien — M, <a, < 3, 
es decir, |a, |< M,. La desigualdad |a, |< 1F, se verifica para 
cualquier n > N, es decir, para n=N +14, n= N +2, n= 
=N +3, n= N—4, etc. Quiere decir, la desigualdad |a, | < 
< M, puede ser ilícita sólo para los primeros Y términos de la su- 
cesión. 

Elijamos entre los números | a, |, |asl. [23l,... len! 
las |, 47, el número mayor y designémoslo con 147. Se hace claro que 
para cualquier n será válida la desigualdad | a, |:£ M, lo que se tra- 
taba de demostrar. 

Teorema 4. Si una sucesión (a, ) tiene límite, este límite es único, 

Demostración. Supongamos lo contrario, es decir, que simul- 
táneamente a, > A y a, >8B y sea Á < £f. Elijamos cualquier 
número C entre A y 5, es decir, A <C< B. Por cuanto a, —> Á 
y A < C, entonces, de acuerdo con el teorema 2, existe un número 
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Y, tal. que para todo 1 > Ñ, se verifica la desigualdad a, < C. Por 
cuanto a, > By C< B, entonces, de acuerdo con el teorema t, exis- 
te un número A, tal, que pata todo n > N, se verifica la desigual- 
dad a, >C. Elijamos el número YN = máx (W,, Ny). Entonces el 
término de la sucesión a, satisface, a la vez, dos desigualdades 
div > € yay <C, lo que es imposible. Por consiguiente, la suposi- 
ción vo es cierta y es licita la afirmación dol teorema 4. 

Tearema 5D. Si lim a, = A, entonces lim la, | =]|A|. 

N -» 0 N => +00 
Demostración. Sea A = 0. En este caso la condición lím a,—= 0 
N-— +00 

significa que para cualquier e > ( existe un número N tal que para 
todo n > V se verifica la desigualdad | un — 0 |< e. Por cuanto 
esta desigualdad puede reescribirse en la forma | Ja, |—0 |< e, 


resulta que lim Ja, | =0, 
| e : 
Sea A +0. En este caso la condición lím a, = A significa que 


n-»+0 
para cualquier e > Ú existe un número N, tal, que para todo 2 > N, 
se verifica la desigualdad |a, —A |< e. 
Si A > 0, entonces, conforme a la observación 1 al toorema 2, 
existo un aúmero A, tal, que para n > N, tendremos 2, > 0. Al 
elegir el número Y -= máx (V,, N,), obtenemos que para todo 


n > N se verifica la desigualdad | | 2, | — | 4 11< 8, lo que sig- 
unifica que lim | a, | =- 14 ]. En cambio, si A < 0, entonces, de 
a 


acuerdo con la observación 2 al teorema 2, existe un número N, 
tal, que a, < 0). Tomando el número N = máx (N,. Na) y teniendo 


presente que a, = — |an y |4l|= —]|4H[, llegamos a que 
para todo n >> N se verifica la desigualdad | — (fan |—]41)1< 
< e, Ja enal puede escribirse en la forma ||a,|—]|4]||<e, 
lo que significa que lím Ja,  =|A |. 

n>+0 


Las operaciones arilméticas sobre las sucesiones fa.) y f0,), cu- 
mo también la comparación de las sucesiones ml y [(b,) se realizan 
igual que sobre las funciones, es decir, con valores iguales del argu- 
mento, o, en otras palabras, término a término. 

Teorcma 6. Si las sucesiones fa, ) son y (b,) tales, que a, = bn 
para cualquier n, y A, — A, b,—>B, entonces Á = B, es decir, si 
dan =b, para cualquier n, entonces lím a, = lím d,. 

11» +09 n-» oo 

Demostración. La condición 2, = b, para cualquier n significa 
que se tiene en realidad solamente una sucesión y, de acuerdo con el 
leorema 4, ésta no puede tener dos limites; quiere decir, A = B 
y el teorema queda demostrado. 

Teorema 7. Si las sucesiones (t,) y ([b,) son tales, que €. > bn 
para cualquier n, y An > A, b, — 1, entonces A > B, es decir, si 
t, » b, para cualquier n, entonces lim a, > lím 0,. 

n -> +00 n= 00 

Demostración. Supongamos lo contrario. Sea A < B. Elijamos 

un número ( tal, que sea A < € < B. Por cuanto 2, > A yA <C, 


ds 
)4:1 


=r 


entonces, conforme al teorema 2, existe un número Y, tal, que para 
cualquier n > Ñ, se verifica la desigualdad «a, < C. Por cuanto 
bn > B y B>C, entonces, de acuerdo con el teorema 1, existe un 
número Y, tal, quo para cualquier n > N, se verifica la desigualdad 
b, > C. Elijamos el número Y = máx (N,. NY,). En este caso para 
cualquier n > NÑ se verificarán simultáneamente las desigualdades 
da <CyC<0,. De éstas de deduce que a, < b,. lo que contra- 
dice las condiciones del teorema. Quiere decir que nuestra suposición 
no es cjerta y el teorema 7 es válido. 

Observación. El teorema 7 no puede ser hecho más riguroso, 
es decir, de la desigualdad estricta a, > db, para los términos de la 
sucesión, no se desprende obligatoriamente una desigualdad estricta 


a E 4 
para los límites, por ejemplo, si a, = b. = — q,» entonces 


ya 
a, > db, para cualquier »., pero lím a, = lím b, = 0. 


n- +20 n= +00 

Teorema 8. Si las sucesiones fan), (bn) y fc.) son tales, que 
Ga < Un < en para todo n y que a, — a, Cp > a, entonces b, — a. 

Demostración. 'CTomemos arbitrariamente g€>>06. Por cuanto 
da —> 4, existe un número /N, tal, que para todo n > N, se verifica 
la desigualdad a — € <a, <a — e. Por cuanto c, —> «a, existe un 
número N, tal. que para todo n > N, se verifica la desigualdad 
a—=8<c,<a- e. Elijamos el número N = máx (N,, Na). 
Entonces para cualquier rn >> N se verificarán simultáneamente las 
desigualdades a — EX Gp La + € a—e<c, <a - 8. Agre- 
guemos a estas desigualdades la desigualdad a, < d, < c, que se ve- 
rifica para cualquier n. l)o acuerdo con la propiedad de transitividad 
de las desigualdades, para cualquier n >> A será válida la desigualdad 
a—8<b, <a -— e, la cual puede escribirse en la forma | b, — 
—-- 4 |< €. Así pues, para e > U, arbitrariamente elegido, existe un 
número NY tal. que para todo n > NY se verifica la desigualdad 

0, —al|<e, lo que significa que dim b, = a. Ul teorema está 
TL— 4 00 

demostrado. 

Observación. Si 2 <b, <C€, para cualquier » y si cn —a, 
entonces b, — 4. 

Teorema 9. Si las sucesiones [a,) y (b,) son tales, que lim y A Es 


y lim b, = B. entonces la Sucesión fa, — b,) estal, que lim e Eb) = 
n -- +00 

= A — HB, es decir, si a, — A. ba — A, Giionts. le, +4- b,,) > 
—=> (a + B). 

Demostración. Por cuanto  lím ar =A y Ad db, = $ 

n --+009 

entonces para cualquier e, > 0 existe un número N, tal. que para 
todo n > Ñ, se verifica la desigualdad 4 —€,<4, <A + e, 
y existe un número N, tal, que para cualquier n >> Y, se verifica la 
desigualdad BM — e, < Bn <B-—e,. Elijamos el número Ñ = 
= máx (N,, N,). Entonces, para 2, > 0, elegido arbitrariamente, 
existo un número N tal, quo para todo n>N se verifican simultánea- 


475 


mente las desigualdades A — e, <a, <A+8 y B—8<b, <B+ 
+ e,. Jón virtud de las propiedades de las desigualdades, será lícita 
la desigualdad 

(4 + B) — 28,4 < (4, — 0n) < (A + B) + 2e,. 


Elijanos arbitrariamente e > 0 y denotemos e, = e/2. Enton- 
ces, según se doduce de lo anterior, existe un número V tal, que para 
todo 1 > Y se verifica la desigualdad (4 + B) — e < (4, — by) < 
< (A + 1/3) | e, es decir, por definición do límite, tenemos lím 


nm» +00 
(4. > da) — (A + B). 
El teorema está demostrado. 
Teorema 10. Si an > A, bd, — £. entonces (a, — h,) > (A — B). 
La demostración de este teorema es igual a la del teorema 9 y 
por esta razón aquí se omite. 
Teorema 11. Si a, >A, db, —B, entonces (anb,) — AB. 
Demostración. Por cuanto lím «a, = A, entonces para cual- 
n-—» — 09 
quier número prefijado e, > 0 existe un número N, tal, que para todo 
n > N, se verifica la dosigualdad 
[dh —A |< €. ( (2) 


Por cuando Jim b, = B, para cualquier número prefijado e, > 0 
n-=+w 
existe un número N, tal, que para todo n>N, se verifica la desigual- 
dad 
Ib, — PB |< ez. (3) 
Veamos una desigualdad 
| anda — AB => | anda E Ub +- anB q AB E 


< |. 11% —BI1+ 1B1]4,—A!. (4) 

Ella es válida para todo n. Por cuanto existe, de acuerdo con el teo- 

rema, 3, un número positivo M tal, que | a, | < 34 para cualquier 

n, entonces, al denotar d = | B |] 4- 1 (d > 0), a partir de la desigual- 
dad (4) obtenemos la desigualdad 

| 4nbn —ABISM [br —B]|+dla,—Al, (5) 

que es válida pura cualquier rn. Tomemos ahora al azar e >0 y 

designemos €, -- 7 y la = 77 En este caso para el e, elegido existe 


un número N, Lal, que para todo n > V, se verifica la desigualdad (2), 

y para el e, elegido existe un número /V, tal, que se verifica la desi- 

gualdad (3), cualquiera que sea 1 > Ny. Elijamos el número N = 

= máx (N,, Va). Entonces para todo n > N' se verifican simultánea- 

mente las desigualdades (2), (3) y (5). Sustituyendo en (5) las estima- 

ciones (2) y (3). Jlegamos a que para todo n > N se verifica la desi- 
gualdad 

| 2d, — AB | < e. (6) 

Así pues, para e > 0, arbitrariamente elegido, se ha determinado 

un número N tal, que para todo n > ÑN es válida la desigualdad (6), 


16 


es decir, por definición de límite, lím (a,b,) :. AR =líme, X 
n— +00 n— +00 
x lím b,. El teorema está demostrado. 
n +00 
Teorema 12. Si una sucesión fa,) tiene por límite A +0, existe 
un número Ñ tal, que para todo n > Ñ se verifica la desigualdad 


| A] 
| Aa | > =>. 


Demostración. llijamos e = 12 Por cuanto la sucesión (ar) 


tiene límite, entonces, por definición de limite, para dicho e > 0 
existe un número NY tal, que para todo n > N se verifica la desigual- 
dad |a, —A]< Ls 

Por cuanto Ja, —A|>|4|—]|4, |, resulta que para todo 
n>N es válida la desigualdad JA |—J|a, |< LA, de donde 


a < |an |. El teorema está demostrado. 
Teorema 13. Si a, ás bn > B, donde d, 3506 para todo n, y 
B +0, entonces E > +: 
nr 
Demostración. Por cuanto lím a, = 4, 0xiste para cualquier 


N -- 4009 
e, > 0 número N, tal, que para todo n > ÑN, se verifica la desigual- 
dad 
a, =—A1|<*; (7) 
Por cuanto lím b, = KA, existe paca cualquier e, >Ú un número 


n-» 4-00 
N, tal, que para todo rn > N, se verifica la desigualdad 
Id, —B |< es. (S) 


Según el teorema 3, existe un número positivo 47 Lal, que para todo » 
tenemos MN | 
[an 1< Mo (9) 
Según el teorema 12, existe un número Ny tal, que para lodo 1 > Ny 
so verifica la desigualdad 
15| 


Para cualquier n se verifica la desigualdad 
CC __ JanB—baN| en ¡4,B— ¿nda +8nbn — Ab y, | < 
Bn By [01 B| [bn1 18] e 
— 18 (Bb) 1+ 107 (2 — 4) | < lan | Jon —B| lan — 23) 14 
<= 0118] na a ON 
Ahora, tomemos al azar € >0 y denotemos e,= S sl Y £2= 
__ 181? 


. Entonces para el e, elegido existe un número N, tal, 


AM 
que para todo n > Ñ, se verilica la desigualdad (7), y para el e, 
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elegido existe un número N, tal. que para todo n > N, se verifica 
la desigualdad (6). Elijamos un número Y = máx (N,, N,, Ny). 
Entonces para todo n > Ñ se verifican simuliáneamente las desi- 
gualdades (7), (S), (9). (10) y (11). Suslituyendo las estimaciones (7), 
($). (9) y (10) en el segundo miembro de la desigualdad (11), obtene- 
mos que para todo n > N se verifica la desigualdad 


P-F|<e. (12) 


Así pues, para e > U, arbitrariamente elegido, existe un número Y 
tal. que para todo 1 > N se verifica la desigualdad (12), y esto sig- 
nifica que el tenrema 13 es válido. 

Teorema 14. Si a, — A, y b es un número positivo fijo distinto 
de la unidad. entonces ben > da, 

Demostración. Por cuanto a, > A, entonces para cualquier 
€, > 0 existe un número Y tal, que para lodo n > ÑN se verifica la 
desigualdad 

Á —€1< 4, <A + €. (13) 


Sea b > 1. Como la función y = 2” es creciente, de la desigualdail (13) 
se deduce que h4 -t: < pin < p4+1, es decir. para cualquier e, > U 
existe un número Á' tal, que para todo a >> Ñ se verifica la designa)- 
dad b4-= < han < p4+t, Tomemos un número positivo arbitrario 


1 
e y designemos e, = log, (1 ER sal: En esle caso para el e, clegido 


existe un número Y tal, que para todo n > Ñ se verifica la designal- 
dad 

pere pan pate 
Está claro que 


E AA E O 


yates — p4pta en pA (1 al =7) =bHte, 


Hemos mostrado, pues. que para cualquier e positivo existo un 
número Y tal que para todo n > Ñ se verifica la desigualdad pa — 
— e¿< bn < d4 — e, es decir. lim bin = hA, 


ñ-> + 00 

Para el caso en que O<b< 1 la demostración del teorema se 
realiza de modo análogo. 

Teorema 15. Una sucesión creciente y acotada superiormente (fa, ) 
tiene límite. 

Teorema 16. Ena sucesión decreciente y acotada inferiormente 
la, y tiene límite. 

Omitíremos aquí Ja demostración de estos Leoremas. 

Ejemplos de la aplicación de los teoremas sobre Jos límites de 
las sucesiones numéricas. 


. dea > : ridad 
Hállese el limite de una sucesión [a,), si ay = EEN 
Escribamos la fórmula para el término general en la forma 


1 2 
(Me) (143) 
CEN CREE EVE DERE E Aplicando sucesivamente los Ieoremas 
(++) (1+) 
sobre los limites de un cociente, producto y de una suma, obtenemos 
| e 
lím a, = lm -——_ 7 = 
+ -+ mn Esa 
e fl) 


li [+] im (4) dm (e) 
O] e (e) e (e) 
E ( lim ++, Lim +) CAR 0) y 

=S (_Xm 1+ lim ) ( Nm 1+ lim +) —=U1FEDOFO) SC 


z ea . a ¿ _ ami4b,n--<c, 
2. Hállese el límite de la sucesión d,, si ia An aran 
(0, +0 y an? + bon +0, 0, cualquiera que sea n). 
Al dividir por »? el numerador y denominador en la expresión 
para d,, y al aplicar los mismos teoremas que se han usado en el ejenn- 
plo antecedente, oblenemos 


; 1 1 
a, -b E BO lim 1414 +0, — 
¿ y A n> +0 n rn 
lim 4, im —— == 
o 
b 
lím a, + lím +4 lim 
n-> +0 n-» +00 N-- +00 A 
b 040 y” 
lím a+ lím Ñ=+4 lim 3 ES Ñ 


n- +00 n > 00 no 


3. Aclárese si tiene límite la sucesión [fu,), siendo a, = 
=(1+ 7). 

Al estudiar el hinomio de Newton hemos mostrado Ja validez 
de la desigualdad (1 + =P <(1 lo +)" , es decir, hemos 


mostrado que la sucesión (a, ] es tal. que a, < 4,41, cualquiera que 
sea n. De la condición a, < 4, +, €s fácil obtener que 4,, < 4, 
para cualesquiera n, < ny, es decir, la sucesión (fa, ] es crociente. 
Mostremos ahora que para todo n se verifica la desigualdad a, < 3, 
es decir, que la sucesión fa, ) está acotada snperiormente. 
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in efecto, 


(eaten ti (Ey 


n 


A BE Lit IEA ml (+)= 


nl n 
a m1 (a=(n=01 _ _ 1 __ _ 
2 n n 0%” n 1-2.3-....n 
A E 
A TIE 
1 1 4, 


Sogún el teorema 15, una sucesión creciente y acotada superior- 
mente tiene límite. Este límite se denota acostumbradamente con 
la letra e. Porc consiguiente, 

e 4 rR 
lim (1 + +) =g 

n- on n 
La definición del número e permite caleularlo con cualquier grado 
de exactitud. lón el curso de análisis matemático se muestra que el 
número e es irracional. 

4. Aclárese si tiene límite la sucesión fa,] que viene dada me- 
diante la rolación recurrente a, = V2 y a, =V2>+ a,-,, cual- 
quiera que sea r > 2, 

Aclaremos ante todo si está acotada o no la sucesión citada. Mos- 
tremos que «4, < 2. La demostración se realizará por el método de 
inducción matemática. 

a) Cuando a =ú, la desigualdad a, < 2 se verifica, puesto que 

b) Supongamos que la desigualdad se verifica para n = k., es 
decir, a, < 2. 

c) Mostremos que de este hecho proviene la validez de la desi- 
gualdad para n=k-+1. Efectivamente, 4. =V 240, <VU 242= 
=2. Por consiguiente, la desigualdad a, <2 se verifica para 
cualquier ». 

Mostremos que la sucosión fa,) es creciente. Para ello será sufi- 
ciente mostrar que a, < Gas, es decir, demostrar la desigualdad 
Ln <V 2 p UN : . á 

lista designaldad es oquivalente a la desigualdad «an <2-+4,, 
la cua] puede escribirse así: (a,+1)(a, —2) <0. Por cuanto 
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0O<a, <2, la última desigualdad es obvia y, por tanto, se veri- 
fica la desigualdad a, < a,+, que es equivalente a ella, Asi pues, 
la sucesión (a,) es creciente y acotada superiormente; quiere decir 
tiene un límite que se denotará con c. Mostremos que c=2. En 
efecto, haciendo uso de la relación recurrente a, =1/2- a,_.,, tene- 
mos lím a, = lím V2+ 4... 
n>-+0%0 n> +00 A s 

Apliquemos el teorema (cuya demostración no se da aquí): si 

una sucesión (b,) es tal, que br>0, y tiene límite, entonces 


lím Y 3, =V lím 5,. Resulta que lím c,= lím V2+4,,= 


n= +00 Dd na oo n--+00 
=Y lím 24+ lím a,.,. Por cuanto lím a,= lím a, ;, resulta 
n--po0 n-> 0 n= +00 rn— +00 


que es preciso buscar c partiendo de la condición c=Y2+c. 
Elevando esta igualdad al cuadrado, obtenemos que e = 2. 

5. Supongamos que a >> 1 y a es un número positivo irracional. 
Recordemos la definición de a%. Por cuanto cualquier número irra- 
cional es una fracción decimal infinita, entonces, al romper dicha 
fracción en cierto paso, obtenemos el valor aproximado del número 
citado por defecto, y al añadir a la última cifra Ja unidad, obtene- 
mos el valor aproximado del mismo número por exceso. Quicre decir, 
para aproximar el número «a, que es igual a p, 9,973 + - - Gn «+... 

. ., Obtenemos me a 


P, p+ Le PE 10 Ll Fo 10 * e. PRA ... 
1 1 4 
pt A A pt cc E. 


Designemos con b, el término general de la primera sucesión y con C,, 
el técmino general de la segunda sucesión. lin este caso se hace claro 
que la sucesión (b,) es creciente y acotada superiormenle (aunque 
sea por el número (p + 1)). y la sucesión c, es decreciente y acutada 
inferiormente (aunque sea por el número p). Veamos la sucesión abn, 
Por cuanto a > 1. entonces, de la condición b, < b,+, se desprende 
que adn < aba+1, Como la sucesión (b,) es creciente, la última de- 
sigualdad significa que la sucesión fadr) es creciento. Además, 
ain < ap+i, es decir, la sucesión ada está acolada superiormente. 
De acuerdo con el teorema 15, la sucesión aba tiene un límite que se 
denotará con A. De modo análogo se muestra que la sucesión an 
tiene un límite que se denotará con 13, Demostremos que A = £, 

Analicemos la sucesión fatn — abri y mostremos que lim (an — 


nn — +00 
— adn) = 0, ln efecto, al aplicar los teoremas sobre los límites, 
tenemos 


lím (atn—abn)= lím [adn (aen—=bn 4] = 


n—-+o0 n= Ho 
, E : lím (cn—bdbn) 
lím adn. Jim (atada 14)= lim adn (qr++0 — lím 1) = 
n— 00 n= +00 n- +0 n>+0 
= A(a m1) =0 
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puesto que Mim (6, ha) = El qpor =0. Ahora, de la condición 
e + 
de que Jim (atrr—atr)=0 obtenemos lím ar— Jím abr =0, es 
=> +00 n- bo) Ti -> +00 

decir, A=B, 

Así pues, ambas sucesiones tienca un mi mou límite, el cual tiene 
por expresión el número as. 

Cuando a > ya <0,obien0<a<Í1 y a 08 un número cual- 
quiera irracional, los razonamientos son igualos. 

6. Sea dada una sucesión (a,). Podemos construir obra sucesión 


(S,3, regiéndonos por la regla 
S; (La, Sa — ds — Ag, e. ..13 S, e G -|- Ue + e... 


A 


Se puede escribie formalmente la suma infinita 
a, Edith... .Ftat..., 


que se denomina serie. La sucesión (S,)] lleva ol nombre de sucesión 
de sumas parciales de la serie citada. ln ciertos casos la sucesión (S,] 
puede tener un límite finito S. Entonces se dice que la serie converge 
y el número $ recibe el nombre de suma de la serie. Demos a conocer 
algunos ejensplos. 

6.1. Sea dada una progresión geométrica (a, j con el primer 1ér- 
mino q, y con la razón q tal, que 0 < |g |] < 1. Examinemos la serie 
4 +49“... +44... y formemos la sucesión 
(S,) de las sumas parciales de dicha serie. La fórmula para calcular S, 
con enualquier n es 
i—q" 


Sn = 41 t—q 


Aplicando los teoremas sobre los límites y tomando en considera- 

. o » a) 1 a a 

ción que 0< |7| <1, tenemos: lim S,= lim [2 ] Ea «qu l= 
n>+$4+>o0 neo» Pop ! —( q E 


=- 2-2 lím q". Por cuanto lím q"=0 para 0< |] <1, 
l—q 1 No +o> n-— 00 

resulta que Jím S, = er , es decir, por definición, la suma de la 

No Po 


serie escrita se presentará por el número q 
la suma de una progresión geométrica para 0<|qg] <1 es igual 
al primer término dividido por la diferencia entre la unidad y la 
had 
i—q* 

6.2. Reeurriendo a la definición de suma de una serio, se pue- 
de ofrecer otra definición del número irracional a. 

Supongamos que un número irracional posilivo a es igual a p, 


. Por consiguiente, 


razón de la progresión, es decir, S= 
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Qide - «Qu - - - Entonces 
P, PH A > P+4 E p+ A e 


es una sucesión de aproximaciones decimales del número a por de- 
fecto, y 


p+1, PTA a 1 ++ pi, ..., 


PA +. El. 


es una sucesión de aproxjinaciones decimales del número a por ex- 
ceso. Estas sucesiones tienen un mismo limite que se denomina nú- 
mero a. Por eso, el número a puede ser definido como la suma de la 
serio 


QA =p-p + 33 


Ohservemos que si a es una cae Pr infinita 


=P, Qi9a - - + GÁPrPz « + - Pm), 
entonces a también puede definirse como suma de la scrie 


a=p+ to ++: Mai 


TITO ÚN +0 + 104+tm + mm ar +... 


6.3. Demostremos la regla por medio de la cual una fracción de- 
cimal periódica se transforma cn una fracción ordinaria. Sea dada 
una fracción decimal periódica positiva, cuya parte entera es igual, 
para brevedad, a cero. En este caso dicha fracción decimal es igual 
a la ordinaria en la que el numerador es un número igual a la dife- 
rencia entre los números formados por las cifras que preceden al se- 
gundo período y las que preceden al primer período; ol denominador 
es un número en cuya representación la cifra 9 se repite Lantas veces 
cuntas cifras tiene el período, y luego, tras los nueve, el cero se repite 
tantas voces cuantas cifras se lienen entre la coma y el yrisuer período. 

Ejemplos. 

SS 3 ELLA _ 12751 — 121 === 3151 


OR Supongamos que la fracción a tiene por expre- 
sión 


a=0, 91% . + - Ge(PiP2 + - - Pm) 
Iscribamos esta fracción en forma de la suma «de la serie 


A o 
+ 
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Realicemos las transformaciones evidentes de esta seria 


a= > (10%1g, 41059, +...+9)+ 
+ (10% p, + 10%2p,+...+ pm) + 
+ q 0 p 107 +... + pm)... 
+ (107 py 410" po... + Pm) 


En esta serie los térniinos, a partir del segundo, forman una pro- 


gresión geométrica cuya razón es a Aplicando la fórmula para 
la suma de una progresión geométrica con la razón q tal, que 0 < 
< | 1<1, obtenemos 


=p (10%! q+102g+...+91)+ 


í 
+ Jo OPA py 41071 p,4... + Pm) 
e 4 7 


> REP 


10m 


1 E 10m-1 10m=2 «+ Pm 
== (10* 1 q, + 10%-2 q, + A 


— (107 —4) (10872 q, 410473 gy. - 499) (102 pp 10 p3+ + P0) 
404 (1074) e 


— AQUA"! q, 410099409 gy... 440 qu 910%! py 1079 pat ---+Pm_ 


104 (17 — 4) 
_ 40h! q, +10%"2g3+... +04 __9192.-- 9hPrPa -:- Pm 4182 --- 4h 
10% (107 —4) Ea 999 ...9 000..,0 y 


Nan, aaa) o 
m vacas Rk veces 


y la regla de transformación queda demostrada. 


$ 3. Límite de una función 


Sea dada una función y = f (x). Un punto a (a es un número li- 
nito) se llama punto de espesamiento del campo de existencia de la 
función y = f (2), siempre que en cualquier intervalo, tan pequeño 
como se quiera, del oje Ox en el que está contenido el punto a exista 
por lo menos un punto del campo de existencia de dicha función que 
sea distinto de a. Observemos que el propio punto a puede no perte- 
necer al campo de definición de la función. 

Ejemplos. 1. Para la función y = 2* cualquier punto del eje Oz 
es el punto de espesamiento de esta función, y todos los puntos de 
espesamiento pertenecen al campo de existencia de la función. 
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2. Para la función y = - cualquier punto del eje Ox es el punto de 


espesamiento de esta función. El punto z = O es también un punto 
de espesamiento, mas este punto no pertenece al campo de existen- 
cía de la función. 


3. Sea dada la función y =Y log, sen zx; el campo de existencia 
de esta función es 2, => +2ak, donde k es un número entero 


cualquiera. La función citada no tiene puntos de espesamiento. 

La definición de punto de espesamiento se da, a menudo, en otros 
términos. Para cualquier $ > 0 el intervalo a —6<zx<azw+56 
del eje Ox se denomina entorno $ del punto a. 

Un punto a (a es un número finito) se denomina punto de espesa- 
miento del campo de existencia de la función y = f (x), si en todo en- 
torno 6 del punto a está contenido por lo menos un valor do z, dis- 
tinto de a, perteneciente al campo de existencia de la función. 

Si el punto a es un punto de espesamiento del campo de existencia 
de la función y = f (x), existe una infinidad de sucesiones (tpj, 
Z, > a, pertenecientes al campo de existencia de la función y = f (x), 
que tienen por límite el punto a. | 

Ejemplos. 1. Sea dada la función y = 2% y supongamos que 
a = 1 es un punto de espesamiento del campo de existencia de la 
función dada. Las sucesiones de puntos fzn), tales, por ejemplo, 
como: 


t= + == i+ r=14+ 3; 
1, (1. se 4 | 
t=1-=; tp =1 4 ——; a=l m7 ete, 


son sucesiones de puntos pertenecientes a] campo de existencia de 

dicha función, con la particularidad de que en cada caso lím x, = tl. 
n-» +00 

2. Sea dada la función y = - y supongamos que el punto a =0 


es un punto de espesamiento del campo de existencia de la función 
dada. Las sucesiones de puntos fx,) tales, por ejemplo, como 


Ln ==) p= qm + Ta= E n* 
. E (=D 
Ta A BS ARA etc. 


son sucesiones de puntos pertenecientes al campo de existencia de 
esta función, con la particularidad de que lím z, = 0 


rn=>+00 
Mostremos que para cualquier función y = f (x) y para todo punto 
de espesamiento a del campo de existencia de dicha función se puede 
construir al menos una sucesión de punto (x,] del campo de exis- 
tencia tal, que se verifique zx, ye a y lím z, = e. 


fñ-> +00 
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Elijamos un número positivo 6, y tomemos el entorno del punto a 
que corresponde al número 6,. Escojamos dentro del entorno cual- 
: a punto zx, + a del campo de existencia de la función mencionada. 

omemos e un número positivo 6, tal, que sea 6, < 6, y 6, < 
<Á [a— zx, |. En el entorno del punto , correspondiente al nú- 
mero Ó,, tomemos un punto cualquiera x=, 3% a del campo de exis- 
tencia de la función, etc. De resultas, obtendremos una sucesión 
de puntos: 


Xi» Ta, Tay +6. .y Tn» e... 


La sucesión de puntos positivos (6,,) se elige de modo tal, que 
ella salisfaga, además de las condiciones ya citadas, una condición 
más: lim 5, = 0. Mostremos que lím x, = a. En efecto para cual- 

fA=> 00 n> > .0 
quier e > 0 se puede encontrar un número N tal, que $y < e. Em- 
pleándose el método indicado de elegir $, y x,, tenemós para cual- 
quier 1 > Y que 6, <Óy.y | zx, —al|<6,. Así pues, para e > 0, 
elegido al azar, podemos encontrac un Y tal, que para todo n > N 
se verifique |x, —a| < e, lo que precisa mente significa que lím x, = a. 
n--+00 

De Ja construcción se ve que para cualquier función y = f (x) 
y para todo punto de espesamiento a del campo de existencia de di- 
cha función se pueden construir una infinidad de puntos del campo 
de existencia tales, que lím x, = a. 

n= +00 

Cabe notar que a toda sucesión de este tipo Z,, La, ---, Lar. -- 
« « «le corresponde una sucesión f (x,). f (=2). ..., Í (tn). --. 

Supongamos que el punto a es un punto de espesamiento del cam- 
po de existencia de la función y = Í (x). El número A recibe el vombre 
de límite de esta función, cuando zx tiende a a, siempre que para cual- 
quier sucesión de puntos del campo de existencia de la función (z,), 
La H% 4, que tiene por límite el número a, la sucesión (/ (2), tenga 
por límite el número A. En este caso se escribe lim f (1) = 

xa 
Como límite de una función puede intervenir tanto un número 
finito A, como también (4-00) 6 (—-00): Eo f (7) = -oo (lim f (27) = 
x>a 
= —o0), si para cualquier sucesión 0 tal, que x, —> a, lenemos 
Í (2,,) > +00 (f (1,) > —00). 
Ejemplos. 1. Demuéstrese que —lím 2* = 2, 
x-1 
Con esto fin mostremos que lim 2% = 2 para cualquier sucesión 


n-»-+00 
de puntos del campo de existencia de la función [%.), La 1 tal, 
que lím zx, = 1, es docir, que para cualquier sucesión de esta índole 
n= -+00 
y para todo s > 0 existe un número NY tal, que con cualquier n > Y 
se vorifican las desigualdades 2 — a < 2%'n < 2 + e. Observemos 
que la condición lím x, = 1 significa que para todo número e, >0 
n--+0 
existe un número NY, tal, que con cualquier 2 > NV, se verifican las 


desigualdades 1 — €, Lx, < 1 + €. 
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Supongamos ahora «ue está dado un número positivo e. Elijamos 
. € e , 
un número 8,= loga/ 1 + 7) Está claro que e, >> 0. 'Pomemos 


ahora cualquier sucesión de puntos del campo de existencia de la 

función (tp), xn +1. val, que lím x, == 1. Entonces para esta suce- 
n--+os 

sión (x,) existe un número Y, tal, que con todo n > N,, se vorifi- 

can las desigualdades 1 — e, < Ln < 41 + E y, por tanto. las de- 

sigualdades 


loza (145 
2 9992.20 007) 9 [14 4)= =2 403 


O A A AE 


Así pues, para cualquier sucesión de puntos del campo de existencia 
de la función dada (fx,). x, +1, Lal que lim x, -= 1 y pura cual- 


quier e > 0 se ha encontrado un número N = N, tal. que se verifica 
la desigualdad | 2% — 2 | < e. cualquier que sea » > NY. es decir, 
se ha mostrado que lim 2%» —- 2 para cualquier sucesión del campo de 


n- +00 . 
existencia de la función (xp), x, + 1, tal, que lim z,, == 1. Por con- 
siguiente, lím 2% = 2, 

En 1 


2. Demuóstrese que lím ETS + 00. 


Supongamos que (z.). Ty 70, es una sucesión cualquiera de 

puntos del campo de existencia de la función tal. que lím zx, = 0. 
no 

Esto significa que para todo número €, >0 existe un número N 

tal, que con cualquiern >> NY se vorifican las desigualdades 0 < 

< |. |< e,. Elijamos arbitrariamente un número positivo B y 


designemos €, = p Entonces para cualquier sucesión fx, ), x, 40, 
tal, que lím zx, = 0 existe tal número NY que se verifican las desigual- 


n-> +00 


dades 0 <]|x, |< 7 od que sea n > NY, es decir, que se 


verifica la desigualdad == > B. 
Así pues, para a ¡HB > 0 tenemos un número Y tal, que se 


verifica la desiguadad —>B, cualquiera que sea n>N, es 


decir, lím == para cualquier sucesión de puntos del campo 
n= oo n 
de oxistencia de la función f[1,), z, 30, tal que lím x,=0, Por 


n- po 


consiguiente, lim —= + 00, 


X -> 00 | 
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Diremos que (-+00) es un punto de espesamiento para el campo de 
existencia de la función y = f (%), si para cualquier número grande 
positivo 13 existo por lo menos un valor de x, perteneciente al campo 
de existencia de la función y = f (x), tal, que sea > B. 


Diremos que (—o0) es un punto de espesamiento para el campo de 
existencia de la función y = f (x%), si para cualquier número nega- 
tivo 3 tal. que | 8 | cs un número tan grande como se quiera, existe 
por lo menos un valor de zx, perteneciente al campo de existencia de 
la función y = f (x), Lal, que sea x < B, 

En los casos en que (-+-00) o (—oo) son puntos de espesamiento 
para el campo de existencia de la función y = f (x), resulta también 
fácil mostrar que se puede construir una sucesión de puntos (z,) 
del campo de existencia de la función y = f (x), la cual tendrá por 
limite (+00) ó (—oo), respectivamente, y la definición de límite de 
la función y — f (x) puede extenderse a los casos de tales puntos de 
espesamiento. 


Ejemplo. Para la función y=i+Z, tanto (+00) como (— 0) 


son puntos de espesamienlto y lim (1 ++)=1= lín (1 ++) : 
X=» +00 + Xo =00 2 

Para la búsqueda del límite resulta difícil emplear la definición 
aducida de límile de una función. Por eso, con mayor frecuencia se 
emplea otra definición de límite, que es equivalente a la dada, y que 
está basada en el llamado lenguaje «e, 0». ' 

Supongamos que el punto a es un punto de espesamiento del cam- 
po de existencia de la [función y = f (zx), y a es un número entero. 
El número A se denomina límite de la función y = Í (x), cuando zx 
tiende hacia a, siempre que para cualquier e > O exista un 6 > 0 tal, 
que para todo x del campo de existencia de esta función y tal que 
satisfaga la condición 0 < | x — a | < 6, se verifique la desigualdad 
f(x) —- A |< e. En este caso se eseribe lím f (1) = A. 


xq 
Sea (+00) un punto de espesamiento del campo de existencia de 
la función y = f (2). Fl número A se Jlama límite de la función y = 
= f (a) al tender z a (+00), si para cualquier e > Ú existe un nú- 
mero M > 0 tal, que con todo x del campo de existencia de la fun- 
ción y = f (2) y tal que satisface la condición M < zx se verifica la 
desigualdad | f (7) — A |< e. En este caso se escribe lím Í (x) = A. 


X= +00 
Sea (—o0) un punto de espesamiento del campo de existencia de 
la función y = f (2). El número Á se Jlama límite de la función y = 
= f (1) al tender = a (—oo), si para cualquier e > Ó existe un nú- 
moro M <0U tal, que con todo x del campo de existencia de la fun- 
ción y = f(x) y tal que satisface la condición z < M se verifica 
la desigualdad |] f (a) — A |< e. En este caso se escribe lím f (1)= 4. 


=> —00 


Análogamente, se pueden dar las definiciones: lím f (1) = —oo, 


Y >> uu 00 
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> +00, Am 1 (1) — —oo, ete. Á título de ejemplo aduz- 


camos una de tales definiciones. 

Sea a un punto de espesamiento del campo de existencia de la 
función y = f (x) y supongamos que a es un púmero finilo. Diremos 
que la función y = f (x) tiene por límite (+00) cuando z tiende hacia a, 
si para cualquier número B > 0 existe un número 0 >> 0 tal, que 
con todo z del campo de existencia de la función y tal que satisiace la 
condición 0< lx—al|<ó8 so verifica la desigualdad f (1) > B. 
En este caso se escribe lím f (1) = +00. 


xa 

Hallemos los límites de ciertas funciones, valiéndonos de la 
definición de límite en el lenguaje «e, Ó». 

Ejemplos: 1. Sea dada una función y = 2* y supongamos que 
a = 1 es un punto de espesamiento del campo de existencia de esta 
función. Demuéstrese que lim 2* = 2 

x-—1 

Tomemos un número positivo se arbirtario y elijamos un número 
$ > 0. Elijamos, por ejemplo, 6 = logo (1 +5); está claro que 
6 > 0. Tomemos ahora cualquier x tal, que 0<]x—4]<Ó, es 
decir, cualquier x + 1 del intervalo 1 — 6 <zx<i1 + Ó. 

Es evidente que 


e 
92 11+8_09.90 9,91% (1453) =2 (1 +3) =2+e, 
-]0S9 (14-37) 2 


2>2%=2.27*=2.2 2) =—= 
+ 


4— 


=% > FE Fe -=2e. 


Estas desigualdades significan que |2%* — 2 | <e. Así pues, para 
cualquier e > 0 se ha encontrado taló9 >0, que [2% —2|<e 
para cualquier x del campo de existencia de la función. con la parti- 
cularidad de que 0d< |x—1]<6. Por definición. esto significa 


precisamente que lim 2% = 2, 
a->1 


2 Está dada la función Y== y el punto a=0 es un punto 
de espesamiento del campo de existencia de esla función. Demués- 
trese que lím Enea + 00, 

x>0 17) 

Tomemos arbitFariamente un número B > 0 y olijamos un número 
$>0, por ejemplo, b=>+. Está claro que si se verifica 0< 
<|r—U]=|x|<0, tendremos — > F=¿ qe Así pues, para cual- 

“B 
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quier B>>() se ha encontrado un número 67>>0 tal, que —]>B 


con todo x del campo de existencia de la función en consideración 
y tal, que0<|z—0]<6. Por definición, esto significa precisamente 


que lim == )- 00. 


1>/ 

Se han dado anteriormente dos diferentes definiciones de límite 
de una función: una en el lenguaje de sucesiones y da otra, en el len- 
guajo de “e, 6”. Esins definciones son equivalentes, es decir, si una 
función liene límite en el sentido de la definición en el lenguaje de 
sucesiones. ella tiene el mismo límite en el sentido de la definición 
en el lenguaje “e, 0”, y viceversa. 

Mostemos Ja equivalencia de dos definiciones de límite de una 
función cn el caso cuando z = a es un punto finito de espesamiento y 
cuando la función tiene limite finito A. 

1. Sea A el límite de la función y = f (x) para z que tiende al 
punto a en el sontido de la definición en el lenguaje “e, 0”. 

Tomemos arbitrariamente £ > 0. Entonces, se encontrará tal 
número $ >> (), que para cualquier x, que pertenece al campo de exis- 
tencia de la función y que satisface las desipualdadesg0 < | zx — e |< 
< 6, se verifique la desigualdad |f (2) — A |< e. 

Iixaminemos una sucesión (x,) que converge hacia « y es tal, 
que x, 3 4, y x, porlenece al campo de existencia de la función 
y = f (zx) para cualquier ». Entonces, pata el número inditado Ó > U, 
dependiente de e, existe un número Y tal, que con todo > Ñ se 
verifican las desigualdades 0 < | zx, — a] <ó6. Por consiguiente, 
cualquiera que soa n > N, se verificará la desigualdad |f (x=, — 
— A) |< e. Mas, por cuanto 8 > 0 se eligió arbitrariamente, esto 
significa precisamente que Í (z,) > A, es decir, para cualquier suce- 
sión (fr,) (del campo de existencia do la función y = f (x)), conver- 
gente hacia a, la sucesión f (x,) converge hacia A: en cl lenguaje de 
sucesiones eslo es la definición de límite de una función. 

2. Supongamos que lím f (1) = A en el sentido de la definición 


xa 
en cl lenguaje de sucesiones. Mostremos que lim f (x) = 4 en el 


xq 
sentido de la definición on el lenguajo “e, 6". 

La demostración se realiza por reducción al absurdo. Supounga- 
mos que f (2,) > A para cualquier sucesión (zx, ] de puntos del campo 
de existencia de una función tal, que 1, —> a, con la particularidad 
de que x, + 4. Supongamos que para Í (x) el número A no es el lí- 
mite, cuando z—= «a, en el sentido de la definición en el lenguaje 
“e. 6”, es decir, existe Lal número positivo e, que para cualquier Ó 


positivo se encontrará por lo menos un número z tal, que 0 < | x — 


—-2|1<5, pero |/ (1) —-4]|>e. 
Elijamos ahora una sucesión (8,3 Lal, que 6, —> 0. Por hipó- 
tesis, para cualquier 6, existe un número z, tal, quee U0< | zx, — 


—al|<Ó,. pero f(x, — A)|>e. Veamos una sucesión z,, 
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La Las - - - . Es obvio que E, > 4, pero f (x,,) no tiende a A, 
puesto que | f (2,) — A |] > € para todos los n. 
Por consiguiente, se ha encontrado una sucesión [Lp], Zn 4, 
del campo de existencia de la función y = f (2) tal, que lím zx, = €, 
EE n>+0 
pero la sucesión (f (z,)) no tiende a A. Esto contradice la condición 
de que para cualquier sucesión de puntos del campo de existencia de 
la función (x2,), 2, 7 a, Lal, que lím x, = a se verilica obligatoria- 
n- +00 
mente Jim Í (x,) = A, cs decir, nuestra suposición no cs cierla, y es 
n- +0 
lícita la afirmación de que la convergencia en el lenguaje “e, 6” se 
predetermina por la convergencia en cl lenguaje de sucesiones. 

La equivalencia de dos definiciones de limite de una función 
está demostrada para el caso en que el punto de cspesamiento a y 
lim f (x) son números finitos. ln los demás casos la equivalencia se 
xQ 
demuestra de modo análogo. 

Para los límites de las funciones son válidas las propiedades quo 
son análogas a las de los limites de las sucesiones. Cabe notar que 
prácticamente no hay necesidad de demostrartas, pues de la defi- 
nición de límite de una función con áyuda de las sucesiones se despren- 
de que todos los teoremas demostrados para las sucesiones quedan 
válidos también para Jas funciones. Enunciemos algunos de estos 
teoremas. 

Teorema 1. Supongamos que el punto a es un punto de espesamien- 
to de la parte común de los campos de existencia de las funciones y = 
=]f (12) 8 y = g (1) y que existen ambos límites finitos lim f (1) = A, 


lim £ (x) = 5. Entonces las funciones y = |] (2) + g (a). y = f(x) — 


a 
—2¿ (0), y =f(0)Ég (0), y = le también lienen límites finitos que 


son igualesa A + B,4 — B,AB, 5 (5 +0 en el caso de un cociente), 


respectivamente. 


Teorema 2. Supongamos que el punto a (a es un número finito) es 
un punto de espesamiento del campo de existencia de la función y = f (x). 
y si lim f(x) = A, donde A > 0, entonces existe un 6 del punto 

X- q 
a tal, que para todo x + a, perteneciente al campo de existencia y a 
dicho entorno, la función y = f (x) es positiva. 

La propiedad análoga es válida también, si A <O0. 

Teorema 3. Si el punto a (a es un número finilo) es un punto de 
espesamiento del campo de existencia de la función y =] (1) ysi limf (2) = 


x-a 
= A, donde Á es un número finito, entonces existe tal entorno 6 del 
punto a que para todo x 4 a, perteneciente al campo de existencia y u 
dicho entorno, la función f (x) está acotada, es decir, existe tal número 
M > 0 y tal 6 > 0 que para todo x del campo de existencia de la fun- 
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ción, tal, que 0< |x—a]< 6, se verifica la desigualdad 1f (1) |< 
< M. 

Teorema 4. Supongamos que a es un punto de espesamiento de la 
parte común de los campos de existencia de las funciones y = Í (x), 
Y = p (zx), y = g (2), y que para todo xa, perteneciente a cierto 
entorno 6 del punto a y a la parte común de los campos de existencia de 
las funciones mencionadas se verifican las desigualdades f (2) < p (a) < 
< £ (2). Silím f(x) = lim g (1) = A, entonces también lím p (x) = 4. 

x<oa Xx r-a 
Ejemplo. Demostremos, haciendo uso del teorema 4, que lím 


x( 
= =1. La función y==—= es par y por esta razón analicémos- 
la en el intervalo (0, 1/2). DemosLre- 
mos que en dicho intervalo tiene 
lugar la desigualdad doble 

mE 


z 


cos TX 


Tomemos el arco 4M de la cir- 
cunterencia unidad que corresponde 
al ángulo, cuya medida radial es 
igual a zx (fig. 185). En este caso 
L'OA]=41, |MN ] =sen z, 
JON | = cos zx. La semejanza de los 
triángulos OAT y ONM nos sugie- 


q [AT | ¡MN | 
: re quee 47 | => = = 
Fig. 185 104] 10) 


sen Z 
E: 
del triángulo ON Af es inferior al ároa del sector OA *, y el área de 
dicho sector es inferior al área del triángulo OAT, tenemos la de- 
sigualdad doble 


= tg x. Por cuanto el área, 


2104] |MN|<+F104114M/<->+1041-147 | 


o bien 
sen <1< tz. 


Dividamos por sen zx esta desigualdad doble. Por cuanto sen z > U, 
los signos de la desigualdad no varían y llegamos a que la desigualdad 
doble 


es válida. 
Por cuanto dentro del intervalo en consideración [ 0, 7) tenemos 
r>0, cosz>0, senx> 0, tenemos las desigualdades equiva- 
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lentes 
z 4 pen 30D x 


gen z 
ri <1; 20nz oz 


“>C08S Y, 


y esto sirve de demostración de la desigualdad wo 


Por ser pares las funciones y =c0sx e y=! , la desigualdad 


«loble (1) so verificará también en el intervalo (2, 0). En efec- 


to, Si 2e(—< 0), entonces 0<(-2<+ v la igualdad (1) 


tiene la forma 
cos(—x)< Ren <t. 


sen |— -— 8eN x sen z . z 
Pero cos(—x)=c0sz, 22 — ——=— Por consiguien- 


te, la desigualdad (1) se verifica también para x€ 3» 0). Así 


pues, para cualquier T€ (3 0) U (o, 3) tenemos cost < 
3en z 


< < 41, Para poder emplear ahora el teorema 4, hace falta 
demostrar que lím cosx=1. Hagamos uso de la definición de lí- 


z>0 
mite de una función en el lenguaje “e, $", es decir, demostremos 
que para todo £>0 existe tal 8>0 que cuando 0< |] <Ó, 
tendremos |i—cosz|<e. A título de 6 tomemos la magnitud 


V 2e, entonces | 1—cosz | =1—cosr=2s0nt=2 (sen lz!)" < 


<2 (SP y <e, lo que se trataba de demostrar. 


(+0) 


(o, 3) entre 1 y cos x, y, por cuanto lím cosx=1, entoncos, 
x-0 


Así pues, la función y= ==" 


de acuerdo con el teorema 4, obtenemos lím 2 =4, 
x-»( 

La definición de límite de una función y = f (r) estipula que en 
el punto a (punto de espesamiento del campo de existencia de la fun- 
ción) z puede aproximarse hacia a según una loy cualquiera. 

Á veces es mecesario analizar el límite de la función y == f (1) 
en las condiciones cn que x (del campo de existencia de la función), 
al tender hacia e, queda siempre a la derecha del punto a. En este 
caso suele decirse que la e y = f (x) tiene límite por la derecha 
y se escribe. lim Tx) = 4. donde lím f (2) es o bien un número 

a+0 
finito, o bien. ae o bien a Análoga mente se defino el lí- 
mite por la izquierda: lim f(x) = A. 


x-a—0 
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Ejemplos. 1. lím sigu z=1, lím signz=—1 (fig, 186). 
x-0+0 i x=0-0 
2. lím—ú=-+00, lím =>5= —o (tig. 187). 

x> 240 92 LS xo 224 + Mig ) 

3. La función y == a? tiene limite en cualquier punto a tanto por 
la derecha como por la izquierda, con la particularidad de que 
lím z2=!lím x2- al, 
x-a+0 x-o0a—0 


Fig. 186 Fig. 187 


Sean dadas la función y = f (2) y su gráfica. Si existen un punto 
M (Zo, (x=) y una recta tal, que aunque sea en una de las condi- 
ciones: 2> 4, :>04+0,2>a—0, > +0, 2-—> —oo0 la dis- 


¡ 


1 
UTE 


ez 


Fig. 188 Fig. 189 


tancia entre los puntos de la gráfica y la recta, a partir del punto 17, 
dismintuve ilimiladamente, dicha recta lleva el nombre de asíntota 
de la función y <= f (o). 

Si se cumple a) menos una de las condiciones: 

lím [(2)= +00, —lím f(2)=+00, — lím f(2)=+00, 

2-A x>a+0 xoa-0( 


lím f(1)=—0,  lím f(1)=—oo, lím f(1)= —oo, 
Z>A x-=0a+0 xon-0 


la asínlota . a se denomina vertical. 
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Ejemplos. 1. La función y = log, (+ + 3) ticne la asíntota 


vertical x — —3, puesto que lím  Jog, (2 -+ 3) = —oo Ifig. 188). 
340 
2. La función == tiene la asíntola vorlical z=-—i, 
4 ; 
sto que Jím = fig. 189). 
pue qu Pu ESE + 00 ya ) 
Xi 
Si se cumple al menos una de las condiciones lím f(x) = db, 


x= +00 
lim f (2) = d, la asíntola y = 5 se denomina horizontal. 


XA «us 00 


Fig. 190 Fig. 191 


Ejemplos. 1. La función y = 2 + 3* tieno la asíntota horizontal 
y=2, puesto que lím (24 3:)=2 (fig. 190). 


N> = 00 


2. La función y=-= liene la asíntota horizontal y=0, puesto 


que lím L=0 y lím L=0, 
X-> 00 z X-» +00 ai 


Si se cumple al menos nna de las condiciones: lim If (2) — 
—(ke+ bl=00 lm (7) — (kx + MM =0, la asintota y = 


—-> — DE 


= kx — b se denomina oblicua. 
Ejemplo. La función y = x + — — 1 tiene la asintola oblicua 
y=x—i1 (fig. 191). 


$ 4. Continuidad de una función 


Una función y = f (x) es continua en el punto Zo, si: 

1) x, es el punto de cspesamiento del campo de existencia de la 
función y = f (2); 

2) x, pertenece al campo de existencia de la función y = f (zx); 

3) existe lím f(x); 


X=>xX09 
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4) lím f/ (0) =f (xp) (es decir, lim f/ (x) = yo, donde y, = 
LX X=x 
= Í (1.)). e 

Ejemplos. 1. La función y = 2% es continua, por ejemplo, en 
el punto r, = 1. 

En cfecto, x, = 1 es un punto de espesamiento del campo de exis- 
tencia de la función; el punto xp = 1 pertenece al campo de exis- 
tencia de la lunción, quiere decir, y, = 2! -= 2; existe lím 2% = 2; 

xi 
y, por fia, lim 2% =2= y. 
xt 

2. La lunción y :5 log, x es continua, por cjemplo, on el punto 
La = 3, 

En efecto, Ty == 3 cs un punto de espesamiento del campo de exis- 
tencia de la (unción; xy = 3 pertenece al campo de existencia de la 
función, quiere decir, ya = log 3 = 1; existe lím log, x = t; 

x-3 
por fin, lim log, ic -- 1 = yy. 
x-3 


3, La función y= — no es continua en el punto Z¿=2, puesto 


que se ha infringido, por ejemplo, la condición 2, es decir, el punto 
Ty = ¿no pertenece al campo de existencia de la función. 

4. La función y = sign zx no es continua en el punto zp, = 0, 
puesto que se ha infringido, por ejemplo, Ja condición 3, es decir, 
no existe lím sign z. 

x-0 

3. Es fácil comprobar que toda función clemental fundamental 
es continua en cualquier punto de su campo de existencia. 

Teniendo en cuenta las definiciones, equivalentes entre sí, de 
límite de una función en un punto (que se han aducido anterior- 
mente) demos a conocer dos definiciones más de continuidad de una 
función en un punto. 

Una función y = f (+) se llama continua en el punto zp, si para 
cualquier número 2 > 0 existe un número 5 > Ó tal, que para todo x 
del campo de existencia, que satisface la desigualdad | z — xp, | < Ó, 
se verifica la desigualdad | f(x) — f (xy) | < e. 

Una función y = f(x) se llama continua en el punto xy, si para 
cualquier sucesión [z,) de valores del argumento del campo de exis- 
tencia, que converge hacia el punto zp, la sucesión correspondiente 
de valores de la función (f (x,)) converge hacia el valor f (x,). 

Haciendo uso de la segunda definición de continuidad de una 
función en un punto, mostremos, por ejomplo, que la función y = 
= 2* es continua, por ejemplo, en el punto x, = 1 (es decir, mostre- 
mos que para cualquier e > 0 existe un $ > 0 Lal, que para todo z 
que sastisface la desigualdad | z — 4 | < 6, se verifica la desigual- 
dad |2% — M]|< e). En efecto, para cualquier número e > 0 lo- 


memos, por ejemplo, el número 6 = log y( 1 a 5) Entonces, para 
cualquier número zx, que satisface la condición ]z—1|<ó6, es 
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decir, para cualquier x del intervalo (1 — 0): 1 + 0); se verificarán 
las desigualdades 


8 
A AA 


e 
2%> 91-06 9,97 =2.9* (1+2)as == 


Estas desigualdades significan que | 2% — 21 |< e para todo z 
tal, que | z — 1 | < 6, es decir, de acuerdo con la segunda definición 
de continuidad de una función en un punto, la función y = 2? es con- 
tinua en el punto r, = 1. 

Haciendo uso de la tercera definición de continuidad de una fun- 
ción en un punto, mostremos, por ejemplo, que la función y = lx] 
no es continua en el punto z = 2, es decir, indiquemos por lo menos 
una sucesión de valoros del argumento (z,)] tal, que lím z, = 2, 


R-» «00 
mientras quo la sucesión correspondiente de valores de la función 
flx,1) es tal, que lím  ([z,] > [2]. Así es, por ejemplo, la sucesión 


> +00 
de valores del argumento, cuyo término general 
2, =2-, En efecto, lím (2-4)=2, pero, lím [2-+]= 


Kk- > +00 n=» +0 
=1, y, por consiguiente, lím [2-+]=1>2=12), lo que se 
T + +00 


trataba de demostrar. 

Teorema 1. Supongamos que las funciones y = f (x) e y = g (1) 
son continuas en el punto z,. Entonces, serán continuas también en el 
mismo punto las funciones y = [| (2) — g (2), y =Íf (1) — g (1), y = 
=f (0) (2), y = a (la última sorá continua a condición de que 
g (2o) 4 0). 

Este teorema representa un corolario de los teoremas sobre el lí- 
mite de las funciones en un punto. 

Por ejemplo, de acuerdo con el teorema 1, la función y = sen x + 
+ ax? es continua, digamos, en el punto zx, = 1. En efecto, el punto 
Zo, = 1 pertenece al campo de existencia tanto de la función y = 
= sen x como de la función y = a?. Por cuanto cualquier función 
elemental fundamental es continua en cada punto de su campo de 
existencia, entonces las funciones y = sen x e y = z* son continuas 
en el punto x, = 1. Entonces, de acuerdo con el teorema 1, la fun- 
ción y = sen z -+ 2? será también continua en el punto xo = 1. 

A la par con la continuidad (ya analizada) de una [unción en un 
punto se estudia también la así Jlamada continuidad unilateral de 
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una función en un punto. Demos a conocer las definiciones corresporn- 
dientes. 

Una función y = f (x) es continua por la derecha en el punto Zo, 
siempre que: 

1) zx, sea un punto de espesamiento del campo de existencia de la 
función y =- f (u); 

2) £, pertenezca al campo de existencia de la función y = f (1); 

3) exista el lim  f (2), denotado f (2, + 0): 

x-—xp:1-0 

4) $ (xy -+ 0) = [ (zo). 

De modo análogo se define la continuidad de una función en el 
punto z, por la izquierda. Está claro que si la función y = f (xr) es 
continua en el puto r,, será simultáneamente continua en dicho 
punto por la derecha y por la izquierda, y f (xp + 0) =Í (x7) = 
= f (14 — 0) 

Ejemplos. 1. Una función y = [:l es continua en el punto x, = 1 


por Ja derecha, puesto que lím lx] =41 = [1). 
x>1+0 


2. Una función y = sign x= no es continua en el punto xr, = Ú 
ni por la derecha ni por la izquierda. ITÍectivamente, aunque la 
función y = siga «: tiene en el punto zx, = 0 tanto el límite por la 
derecha (lim sign x = 1) como el por la izquierda lim sign 1 = 

040 xr) 
= —1), ninguno de ellos coincide con el valor de la función y = 
= sign x en el punto xy = 0 (sign Ú —< 0). 

3. Una función y = 2* es continua en cualquier punto z tanto 
por la derecha. cumo por la izquierda. 

Una función y = f (x) tiene en un punto z, una discontinuidad, 
si no se cumple aunque sea una de las condiciones 1 ... 4 de la 
definición de continnidad de una función en un punto Z.. 

Ejemplo. La función y = sign x tiene en el punto z, = Ú una 
discontinuidad. En efecto, la igualdad lím sign x, = 0 no se veri- 


x-0 
fica, puesto que no existe Jímite de la función y = sign zx en el punto 
Zo = O (aunque existen límites unilaterales, éstos no son iguales entre 
sí y ninguno de ellos es igual al valor de la función en el punto x, = 0). 

Supongamos que la función y = fÍ (x) tiene en un punto x¿ Una 
discontinuidad. Por definición, el punto xy se denomina punto de dis- 
continuidad de primera especie, si en dicho punto la función y = Í (x=) 
tiene límite finito Llanto por la derecha. como por la izquierda. En 
todos los demás casos de discontinuidad el punto xy se denominará 
punto de discontinuidad de segunda especie. 

Ejemplos. 1. Para la función y = lx] el punto zx, = 1 es un 
punto de discontinuidad de primera especie. En efecto, la función 
y = [rx] tiene en el punto 7, = 4 una discontinuidad, puesto que la 
función y = lx] no tiene límite en el punto x, = 1, pero tiene 


límite finito por la derecha ( lím [zj=1) y por la izquierda 
> 1+0 
( lím fx]=0) 


x>»1-0 
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. 1 . 
2. Para la función y = mE el punto xy = 0 cs un punto de discon- 


tinuidad de segunda especie. En electo. la función y = — tiene en el 


punto zx, = 0 una discontinuidad, puesto que el punlo 7, — O no 
pertenece al campo de existencia de la función. Además. la fusción 


1 ; el Esa 
y =—no tiene en el punto x=0 límite finito por la derecha 


lim = co ] 
x-0+0 + E Y 
3, Para la función y, =Scn (+) el punto 7y=0 es un punto 


de discontinuidad de segunda especie. Efectivamente, la función 
y = Sen (7) tiene en el punto x=0 una discontinuidad, puesto 
que el punto x,=0Ú0 no pertenece al campo de existencia de la fun- 
ción. Además, la función y =sen (+) no tiene en el punto p= 


=0 límite por la derecha, ya que pueden indicarse dos sucesiones 
de valores del argumento a la dorecha, (1,) y (x,) tales, que 
lím x,=0 y lím x,=0, pero las sucesiones correspondientes 


Ti—= += DO n=>+0> 


de valores de la función (sen =) y (sen (7)) son tales que 
*n» A 
, 4 > . LU 
lim sen (7) = lim sen (E). Tales, por ejermplo, serán una 


a n n+20%0 di 
1 


sucesión con término general r, = y una Sucesión con tér- 
BA 2 


mino general x, = =Ñ ; 


Una función y = f (x) se llama contínua en cierto intervalo (a. b), 
si es continua en cada punto de dicho intervalo. Con otras palabras, 
una función y = f (x) es continua en el intervalo (1. b). siempre que: 

1) Lodo el intervalo pertenezca al campo de existencia de la fun- 
ción y =Í (2); 

2) cualquier punto x, de dicho intervalo sea um punto de espe- 
samiento del campo de existencia de la función y = f (2); 

3) en todo punto 2, del intervalo citado exista lim 7 (2). 


xN=X0 
4) en todo punto xy del intervalo citado se verifique la igualdad 
lím f(x) =f (£,), es decir. lím f (1) = Yo. donde yo == f (xo). 
1->Xp . . L=X0 . ”] 
Ejemplos. 1. La función y = cos x es continua en el intervalo 
(00, +00), 


2. La función y = log, x €s continua en el intervalo (0, +00). 


3. La función y= es continua en el intervalo (1; +00); 


z—1 
además es continua en el intervalo (—oo, 1), pero nu lo es, por ejem- 
plo, ni en el intervalo (—oo, +00), ni tampoca en el intervalo 
[1, +00), ni en el (0, +00). 
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$ 5. Derivada de una función 


Analicemos una función y = f (+). Supongamos que z es un punto 
de espesamiento de la finción, perteneciente a su campo de existen- 
cia, y f (2), el valor de la función en este punto. Pasemos del valor x 
a otro valor del argumento, z, + x, el cual también pertonece al 
campo de existencia. La diferencia x, — x (designémosla por Ax) 
se llama incremento del argumento en el punto x. El valor de la fun- 
ción, correspondiente al valor del argumento x, = x + Áx, se de- 
signará por f (x -|- Az). 

La diferencia f(x + Ax) — Í (x) se denomina incremento de la 
función en el punto x, correspondiente al incremento del argumento 
Ár en este punlo y se designa por Ay ou bien por Af (2): 


Ay = Af (1) =f (1 + Az) — f (z). 


Sogún sea el tipo de función, su incremento Ay puede ser rulo, 
un número positivo o negativo. El incremento del argumento Áz 
también puede ser positivo o negativo, pero Az 0. 

Ejemplos. 4. Fállense los incrementos de la función y =]zx| 
en los puntos 7 -= 0,x = 41 yx = —, considerando que | Az | < 1. 

a) Si z = 0, tenemos 


Ax, si Az >0, 
Ay=104+8x|—101=|A21=[_ ps si Az<0. 


b) Si x = 1, tenemos 
Ay =|14-Ar]—|11|=1+Azx—i1= Árn, si | Arx[<1. 


c) Si z = —1, tenemos 
Ay = | —1 4 Az|—]-—1]|=1-—Azr— 1 = —Árz, si 
|¡Ar1|<1. 
2. Hállense los incrementos de la función y = sen x en los puntos 
=0, ==, r= —+ y en un punto arbitrario z, 
a) Si zx -= 0, leuemos Ay = sen (0 + Ax) — sen 0 = sen Áz. 


P TT 
b) Si L=3> 


tenemos 
n E Ax T Az 
Ay = sen (5 +82) -—— Sér 3 =4scn NN COS (3+$) e 
c) Si 1= —=> tenemos 
T T Ar T , áxr 
Ay = sen (—3+42)—sen (—$)=2son 3” 03 (+). 
d) Si x es un punto cualquiera, tenemos 


Ay = sen (1 + Áx)— sen x = ¿sen Ecos (= 45). 
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3. Hállense los inerementos de la (unción y == Y z en los puntos 
z=0,z=1 y en un punto cualquiera x € (0, +00). 
a) Si z = 0, entonces el incremento Ax > 0 (en virtud del campo 


de existencia de la función y = Vx), por lo cual 
Ay=V0+4A1-VO0=V Az. 


b) Si x = 1, entonces 


_ Vo AV Ao M(V 1 FA dz 
a ds (V1F58z+1) OY ARA 


donde | Az]<Í. 
c) Si x es un punto cualquiera (x > 0), entonces 
Au=ViTR: Via Va V2V7+4M4V2D _ 
y=YVx+A1—Y VIV 


— br 
—ViI+AdHVZ? 
dondo | áAzx]<z. 


Supongamos que la función y = f (x) está definida en cierto en- 
torno del punto x. Demos al argumento x un incremento Áx (en este 
caso se presupone que el punto x + Az pertenece al casnpo de exi- 
stencia de la función). Entonces la función recibirá un incremento 
Ay =f (z + Az) — Íf (x). 

Se denomina derivada de la función y = f (x) en el punto z el lí- 
mite de la razón del incremento de esta función al incremento del 
argumento en el mismo punto, cuando el incremento del argumento 
tiende a cero, si el limite mencionado existe y es finito. 

La derivada de la función y = f (x) en un punto z se denota con y” 
dy 
dz 


(se lee ”y prima”) o bien . (se lee “derivada de y respecto a 


z), o bien A El proceso de búsqueda de la derivada de una función 


recibe el nombre de diferenciación. 
Así pues, por definición: 


, e. By sm J(+Az2—] (2) 
o Az E 
es decir, 


, e J+tá—](x) 
ss di LEAN ATL. 
f' (x) N de 


De la definición se deduce que la derivada de una función y == 
= f (x) en el punlo z es un número que depende «del valor conside- 
rado de zx, y no depende de Áx. Además, la derivada de la función 
y = Í (x) puede existir no en todos los puntos del campo de existen- 
cia de esta función. Yeamos el eonjunto 4M de todos los puntos del 
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campo de existencia de la función y = Í (x) en los cuales dicha función 
tiene derivada. Al calcular la derivada de la función y = f (x) en 
cualguier punto x € Af, llegamos a que a todo número z € M se la 
pone en correspondencia un número f' (+). Con otras palabras, me- 
diante la correspondencia citada se define la función, denotada por 
y" =f' (x), cuyo campo de definición es el conjunto Af. 

FHallemos las derivadas de ciertas funciones elementales. 

1. Supongamos que en el intervalo (a; b) la función y = / pa 
tiene valor constante c, es decir, y =c en (a; b). Entonces y' 
= (c) =0 para cualquier x de (a; b). 

En cfeclo, para todo x de (a: bh) tenemos: Ay =c — e =0, por 


consiguiente, =0, de donde y'= lim L= lim 0=0. 
aro 9% 4x0 
2. Sea y = x, entonces y” = 1 para cualquier z. 


En efecto, para todo x tenemos Ay = (x — Ax) — x= Ax, y 


lím £% = lím = lím 1 =1. 
ax-»u ÍZ 4x0 ÓN 6x0 


3. Sea y => 1” (n es un número nalbural fijo). entonces y' = na"? 
para enalquier E. 

En efecto. para lodo x tenemos. de acuerdo con la. lórmula para 
el binomio de Newton (véase el cap. Il): 


Ay = (12 + Any” — a* = ni ldAxr + Ad 2” (Ar) q 
pde (A),, 


de donde 
A 7 peu n-2 
a E Ra Ázx 13 * + 
ET UTE A A A 
y, por tanto, y'= lím E = na”, es decir (1%) =nx” 
bx-0 4% 


4, Sea y — sen z. entonces y' = Cos « para cualquier x. Jón efecto, 
para dodo x tenemos 


Ay = sen (1 + Ax) —sen x = 2 sen cos (+3). 


y, por tanto, 


Ay 
= lím == lím 
Ax-—0 - Axr->0 ae 


Hemos demostrado anteriormente que lím —¿— = 1. Demostre- 
Ax-0 


mos ahora que lím cos (2 +3) =cos x, es decir, demostremos 


áx-=0 
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que para todo e>0 existe un 9>Ó0 tal, que 
E 


COS ( z 5) — 
008 | <e, si < 6, Para demostrar la afirmación tomemos 
0 =e y obtenemos “a siguiente cadena de desigualdades: 


[eos E +5) —cosx | =| 2 sen (2) sen A 


CS 


por consiguente, (sen x)' =co0s z. 
Y. Sea y = cos q, entonces y = —sen x para cualquier x. En 
efecto. para todo x tenemos 


Ay =c0s (14 Ar) —cosz= —2 sen 5 sen (7 a : 
En este caso 
Áz 
y ¡ ie - 
'= lim —= lím — 1) sen (2+3) ; 
y Ax-»0 Ax Ax—0 Az ) z 
2 
As 
EE 


A E Áz 
y, por cuanto lím A =1 y lím sen (2 +5) = Sen í 
Ax—0 + Ax-0 ú 


(la demostración es la misma que cn el ejemplo anterior), entonces 
y =—sen zx, es decir. (eos = —sen 2. 

Si es preciso hallar la derivada de una función y = f (x) en cierto 
punto fijo r = z,. entonces, por regla general. se halla primera- 
mente la derivada de dicha función en cualquier punto x, donde la 
derivada existe, os decir, se halla y” = f' (x), y Juego, se sustituye, 
en lugar de z arbitrario, x = z¿. La derivada en el punto fijo zx, se 
designa por 


f (20), Y' (Zo), 


Ejemplo. Hállese la derivada de la función y =sen zen los puntos 


f . , á 
d La , O bien flux Y lo=xp ra 


Xu xo E 


ñ 1 
=>, La =4, == —=35+. 
Por cuanto y'=cos x, tenemos 


y (7) =00s ($ )J=Y2, y (1)=001-1, y [— 7)= 


La resolución de los ejemplos en que se hallan las derivadas se 
simplifica considerallemente, si se emplean las reglas de diferen- 
ciación, las cuales se desprenden de los teoremas de límites. Veamos 
algunos de ellos. 
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En lo que sigue se supone que el argumento zx varía en la parte 
común do los campos de existencia de las funciones que participan 
en las siguientes afirmaciones. 

1. Si en un punto x existen derivadas finitas de la función y = v (x) 
y de la función y' = u (x), entonces en el punto x la derivada de la suma 
de estas funciones existe y es igual a la suma de las derivadas de las 
funciones citadas, os decir, (v (7) + u (1) = v' (2) + u' (2). 

Efectivamente, demos a x un incremento Áz. En este caso las 
Íunciones y = v (2) e y = u (z) recibirán incrementos iguales a 
Av (1) y Au (x) respectivamente, mientras que la función y = 
= v (2) + u (2) adquirirá un incremento Ay = [(v (x) + Av (2)) + 
+ (u (2) + Au (2))] — (v (2) + u (2)) = Av (2) + Au (2). Por cuan- 
to 


entonces 


em Y Av (1) dul(dY , 
y = lim <= lim (A+ RA) (+ (a, 


puesto que el límite de cada sumando existe y es finito. 

Ejemplo. (1? + sen 2) = (1?) + (sen zx)” = 2x + cos z. 

2. Si en un punto x existen derivadas finitas de las funciones y = 
= v (1) e y = u (x). entonces en el punto zx la derivada de la diferencia 
entre dichas funciones existe y es igual a la diferencia entre las derivadas 
de las funciones citadas, es decir, (v (1) — u (1) = v' (2) — u' (x). 

La demostración de la afirmación 2 es análoga a la de la afirma- 
ción antecedente, razón por la cual se omite en esta obra. 

Ejemplo. (x* — cos x)' = (1%) — (cos 2)' = 41? + sen z. 

Haciendo uso de las fórmulas para la derivada en un punto de la 
suma y de la diferencia de dos sumandos, es fácil obtener la fórmula 
para hallar la derivada en un punto de la suma algebraica de cual- 
quier número de sumaudos. Escribamos, por ejemplo, esta fórmula 
para la suma algebraica de cinco sumandos: 


(UFU=Pp+E=0 =4 ou — pl + go —f. 
Ejemplo. (1 + 2? — 2B + senzx—o«os x) = 1 4 532! — 82? + 
+ Cos z + sen z. 
3. Si en un punto z existen derivadas finitas de las funciones y = 


= 0 (1) e y = u (2), entonces en dicho punto existe también la derivada 
de la función y := v (w) u (2), con la particularidad de que 


y" = (0 (2) u (2) = v (2) u (x) 4 v (2) u” (2) 


Efectivamente, demos a z un incremento Az. Entonces las Íun- 
ciones y = v (x) e y = u (x) reciben sus incrementos respectivos y en 
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este caso 
Ay = (o (2) + Av (2) (u (1) — Au (2) — (7) u (1) = 
= y (2) Au (2) — u (2) Av (2) -- Av (13) Au (5). 


¿L= Av 2 1 (2) 2402 Au An p(2)+ Saa Au (2). 


Aplicando los teoremas sobre ae límito de una suma y del pro- 
ducto, tenemos 


E Ay (1) o Áu (x) 
y = lim 77 = lim (Lu (2)) + lim (o (a) + 


Av (z) NN ¿_ Av(z) e Au(z) 
+ Jn (42 800) =(0) Ja, 2240 (0) Jim 224 
2 Aviíz) ,. : 
lim —— 1 Á : 
+0 252 (ata) 


A A , 
mE a =u (1), 


Teniendo presente que lim 
Ax>0 
lím Au (2) = 0, obtenemos y' = (v (1) u (19)” = v' (1) u (a) — 


+ y (2) u” (2), lo que se trataba dle demostrar. 

En particular, si y =v (7) =c (ce es una constanle), entonces 
(cu (1) = cu (1) + cu” (2) = cu” (x), es decir, el factor constante 
puede sacarse del signo de la derivada: y" — (eu (2))" — cu” (x). 


Ejemplo. y =57 + 72% — 4. 
y = (5 + Ti 4 =35 (87 + 7 (87) — (4Y = 152? + f4x. 


Empleando la fórmula de la derivada en un punto para dos fac- 
tores, resulta fácil obtener la iórmula para el caso del producto de 
varios factores. 

4. Si en un punto x existen derivadas finitas de las funciones y = 
= 0 (1) e y = u (zx), y si la función y = u (1) es distinta de cero en 
este punto, entonces en el mismo punto existe también la derivada 
v (1) y = 


u (x) 


=0' (2), lím 
Ax-—0 


de la función y = E , con la particularidad de que y' = 
— 98) (2) —u (2) 0 (z) 
w? (2) 
En efecto, comuniquemos a x un incremento Ax. Entonces las 
funciones y = v (1) e y = u (zx) recibirán incrementos y en este caso 


Ay = v(2)+Av(2)  víz) _ u(1) Ao (2) —v (1) du (1) 
IZ + 2). CU EAREFAA 


Av LL Au q 


y (1) —_— 


u el z (2) +4u ar 


(1) ——= 


y = lim 2% — lim 
Ax-0 6z Ax=>0 
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Aplicando los teoremas sobre los límites de un cociente y de un pro- 
-ducto y teniendo presente la continuidad de la función y = u (x) en el 

,_ v (2) u(z)—u' (2) v (2) 
¡punto z, tenemos que y E 
Ejemplos. 1. y = tg z. 


ud ,_ [senzY” _ (sen z=)' cos =—(cos x)' sen z EN 
y" =(lg 1) = (ar) ES cogi z => 


cos? r sen? x 1 . A 
MS ad SA AA Es » PA 
cos” q cos! y ? decir, (tg 2) 


4 
cos? z 


2. y == ele 2. 


y =(ctg2)=( 


_ —- sen? x —c9s? 
A $001 z 


co3 z ]= (cos z)” scnz—(sen z')cosr __ 
senzj sen? z 7 


1 A 4 a. 
=— == 7 + es decir, (ctg 1) =-— 


sen? 
Empleando las fórmulas para las derivadas de las funciones elemen- 
tales fundamentales y las reglas de diferenciación, se puede hallar 
la derivada de cualquier función que representa la superposición 
de las funciones elementales fundamentales. He aquí la tabla 31 
de las derivadas para las funciones clementales fundamentales: 


Tabla 31 
y=!/!(x) y” af” (x) n=1(w) yv =/" (x) 
y=c(c es una con-| 1? =1) u=iIn r y = en 
stante) r 
y=x y =1 y =s"n Y y" =C03 z 
y=1? y! =2z y =C05x y'=—sonz 
, 1 
y=x" (a es un nu y" =n1 1 y=1lgz y! = 
mero natural) coS E 
y=1" (n es un nú-| y' = —ng "o! y=ctg z y == —— 
.mero natural) sen tz 
y=2* (a > 0) y amare”? Y =arcsea x y = l 
y 12 
=1”? y' = a art jj =AaTrCco0s 2 y'= PU 
(2 > 0) y 1-22 
=82% (a>0, Ut an pos 1 
eq vi y =uat Ine y =arclg x y = +2 
—1 
=* !=ex =arcctg x " 
y y y g y 441? 
y =logg 7 y = ( 
r la 


(a > 0, a +: $) 
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Ejercictos 


Escribanse los primeros rd términos de una sucesión si su término geueral 
se da mediante la fórmula (1 . 


1 
O ARE AY 
z TNT , 
y +2 
yl , 4 
2, 4 =sen ——, donde -, = ——————, 
LA tt 
— y +21 
1 1 
3. an =sen— , donde zx, = 
Ta Ty, 


2 
A. a (EL y. 3. an=([ Ey ¿ 6. (E). 


Escríbase la fórmula del término general de una sucesión, para la cual vienen 
dadas sus primeros ocho términos (7 ... 12): 

OS MECO TOO: OU OS 

012 6*24* 120 * 720 * 5040* 40320 * "" 


A A A 

E A A Er EE: E UE TT 

Va, VE, _v? vi 

9, A 1. 2 0, 2 — 41 A 0 ..£.£. 
1 1 1 

10 1,2 y 4 71 q 8. . 

e A A O E A A A 
3 1 3 14 41 1 3 

dE pls a ls ld 


13. Una sucesión (c,) está dada mediante la fórmula del término general 
» = 10? + 4. Hállese cpy.,. 

14. ¿Será el número (21) un término de la sucesión (6, j dada mediante 
ta fórmula del término general 4, = nu? — 101? Hállese su número, si la res- 
puesta es afirmativa. 

Aclárese si es monótona una sucesión dada mediante la siguente fórmula 
del término feneral (t3 ... 23): 


E dE Ce cl 
19. an =n*+2n. 16. 2,= a: 
17. 4 =C08 ». 18, an =Y ni +n—n. 
_ 24 it)" 4 
19. an = , A 20. 4n = o 
21. pá €, = 110 —2n?1. 


de an=Y nin. 
Acláreso sie stá acotada tuna sucesión dada por la siguiente fórmula del 
término general 24 ... 29): 


4 
2%. E, o => 


2 man 
26. ay = A 2d. 1 = E. 
: NAS _hjcosn 


Dese un ejemplo de sucesión (30 .... 35): 

30. Acutada superiormente, poro no acotada inferiormento. 

31. Acotada inferiormente, pero no acotada superiormente. 

32. No acotada superiormente ni inferiormente. 

33. Acotada, poro sin límite. 

34. Que no sea creciente. 

35. Quo uo sea decreciente. 

36. ¿Existe uu intervalo numérico del tipo (a, b], al cual pertenezcan todos 
los términos de la sucesión (a, j dada por la fórmula del término general a, = 

5 +4n 
i+n 

as de: quinto término de una progresión aritmética ([e,), si e, = 
= — d = 1.2, 

38. Hállese la suma de los pres 30 términos de la progresión aritmáti- 
ca fanj, si a, =—2,5 y d=3. 

39..Se conocen dos términos de la progresión aritmética (da: b, =459 y 
by = 10,9. ¿Cuál es el número de términos de la progresión, cada uno de los 
cuales es inferior a 20? 

40. ¿Es el niimero 35 un término de la progresión aritmética —47, —44, 
—ó41, . . .? Hállese su número en el casa de la respuesta afirmativa. 

41. Demuéstrese que si a, b y e son tres términos sucesivos de una progre- 
sión aritmética, enlunces a? 4- 8be = (2h — eJ?. 

42. Hállese el decimoquinto término de una progresión geomótrica (ar), 
si a; = —(),001 y g = 10 

43. Se conacen el octavo término y la razón de una progresión geométrica 
(bp): b¿ = 2,56 y q = 2. Jlá)lese la suma de los primeros dieciséis terminos de 
la progresión. 

44. Se conocen dus términos de una progresión geométrica (bp): by = 0,1 y 
by = 2,5. ¿Será esta progresión una suceción monótona? 

45. Se conocen el primer término y la razón de una progresión geométrica 


?. Indíquese tal intervalo, si la respuesta es afirmativa. 


1 ] de Ñ 
lan): 21 =-—31 y d= —3- ¿Es esta progresión una sucesión monótona? 
46. Demuéstreso que el producto de los primeros n términos de una pro- 
nin— 1 


gresión geométrica esigualauPg 2 , donde e, es el primer término de la pro- 
gresión y q, su razón. 

47. Demuéstrese que si ad, d?, e? son términos sucesivos de una progresión 
aritmética, entonces b, e y (2b — a) son términos sucesivos de una progresión 
geométrica. 

48. Las sucesiones (2,), (b,) y [e, ) son tales, que 

a=4, 27,1=0. la, +14; 


bi=5, dp =0n +4, 
cy=5, Cn+1 = — Y y. 
¿Cuál de estas sucesiones es: 1) una progresión aritmética; 2) una progre- 
sión geométrica? Me . Ae 
49. Hállese la suma de una progresión gevmétrica infinita, si su primer 
. . e e 1 
término es a, = Y 2 y la razón q == 7" 
Demuéstrese, valiendose de la definición de limito, Jas siguientes :gual- 
dades (50... 55): 


50. lim 1 _=0. 5, lim “22 
R>+40 n+ mn? R->00 á4n ES 4 
: n —3n? 2 3 y Ln 


DS 


56. lim 22D ==. 55 lim StM2rRti_g 


n-+0 (12 —4) n >-+00 n 
Calcúlese (56... .76): 
bo PR 1—2n z 5n—4 —1n—3 
e) e aa 97. 1 pa 
A a il o 
A Y 3n—>1 59. lím an a? 
se Aló 5—0.,9n SS ( 2n —1 áni— 1 la 
, 2 Y 1=ni+ n$ ¿ TO —Á 
60. da: Ton —1F3n3 61. Dri (Y An 2n n). 
. 3n+1 Tn > n—1 n 
62, lím 63. lím 
AacGS 4n+5 ¿Mi n+2 E 
6% dm —_(tÍ _ 65, lm (55 E 
n>+x< (141) (14-2) n=» +00 0675) 
66. lím Ít%. 67 lim 3enáz 
n-» +00 3”—2n x=»0 dx * 
6x T 
68. lí 69. 1 Md 
Sd sen 9r * Ad ies (++ 3 E 
6 
70. lím tgxr. 71%. lím (sen 5rcos z—sen zx cos 57). 
no q 
_ 12+1 
72, Mm 73, lim Y ++? 
xo1 2pz * x= 
74, lim 23H li 267 
xo 1 (2—1)(2+8) a tg 
6 


76. lim (sen 3z ctg 4z). 
Xo 
Hállese la derivada de la siguiente función (77 ...90): 


17. y=tg z-potg(1t—z). 78. y==28en (F-=) F-cos (27 +1). 


a tg :—tg (1—1) 
l+igrte(r— 1) * 

81. y=l081 12 F 221. 82 y=l0gs (21? —3r+1). 

$3. y =108y0 CU5 7. 84. y=r Y 3S_V3, 


74. y=C08 27 son (37 4- 5). 80. y 


ln z 
5 e a 31,9, . sn 
$5, ym(2—x2) 86. y mE 
8%. y=e= tg z. ES, y= o" 


89. yum eoos x? 90. y=( Y ¿xt Jz V3, er, 


CAPYTrULO 


X 


SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 


En el capitulo 111 ya se han examinado los sistemas de ecuaciones 
algebraicas con varias variables. En el presente capítulo se analiza 
la teoría general de los sistemas de ecuacionos lineales con varias 
variablos. 

Hemos de votar que una ecuación algebraica P (2%. y, ..., €) = 
= 0 (véase el cap. J11) se llama lineal si P (7, y. ..., 1) es mn poli- 
pomio de grado uo superior al primero y enlero respecto de las varia- 
bles xx, Y... .. t. 


$ 1. Matrices 


Se denomina metriz de dimensiones m x n el conjunto de ma 
números dispuestos en forma de una tabla rectangular compuesta 
por im filas y » columnas. 

Por ejemplo, la tabla rectangular de números 


Mi: 
2 A 


es la matriz de dimensiones 2 X 3; la tabla rectangular de números 


O 4 
—2 3:4 
0 7 


os la matriz de dimensiones 3 Xx 2. 

La matriz de dimensiones 1 x rn, es decir, compuesta de una 
fila. recibe el nombre de matriz fila. Por ejemplo. la matriz (1 3 4 5) 
es una matriz fila. 

La matriz de dimensiones m *x 41, es decir, compuesta de una 
columna, recibe el nombre de matriz columna. Por ejemplo, la ma- 


2 ] 
triz ( 14) es una matriz columna 
—3 
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La matriz de dimensiones h X » se lama matriz cuadrada y el 
Dúmero n se denomina orden de la matriz. Por ejemplo, la matriz 


123 
073 
455 


es una ¡natriz cuadrada de tercer orden. 
La malriz cuadrada de orden 1 es simplemente un número. 

Los números que componen una matriz llevan el nombre de ele- 
mentos de la matriz. 

Para la notación de una matriz en la forma general los elementos 
de la matriz se designan con letras que vienen acompañadas de dos 
indices, por ejemplo, a;;: en este caso el primer índice indica el nu- 
mero de la fila, y el segundo, e) núsmero de la columna. en las cuales 
se encuentra dicho elemento. 

Por ejemplo, la matriz de dimensiones 3 +: 4 se escribe cn la forma 
general del modo siguiente: 


Ci Cp Gig y 
“a Un laz lali, (1) 

lg gs lg la! 
La matriz, cuyos elementos están representados. por ejemplo, 
mediante los números b;; se designa, a menudo. con una letra mayús- 
cula B, y para inscribir este hecho se utiliza el signo de igualdad. 


Por ejemplo, la matriz con elementos a; se designa por la letra A 
y se escribe este hecho asi: 


lu lu 3 Cu 


Ag Uzz Ugg Qg?! 


Sea dada una matriz C de dimensiones m < n: 


Cu ly Cigg »-+. Cin 


Ca Cos Ca3 »»- C2n 


Co 
Ca Ca sg --» Cgn 


Cm1 Cm Crag e... Cran 


Los indices ¿ y j se denominan admisibles para Ja matriz de di- 
mensiones m X h, si el indice de las filas ¿ es cualquiera de los nú- 
meros 1,2, ..., m, y el índice de la columna ¡es cualquiera de los 
números 1, 2, ..., rn. ñ 
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Muy a menudo los elementos de Ja matriz columna y de la matriz 
fila se denotan con un solo índice. Por ejemplo, 


X = Ta |» F=(fifafafi. 


Las matrices A y B, cada una de las cuales es de dimensiones 
m xn, se llaman iguales, si son iguales sus elementos correspon- 
dientes, es decir, si a,¿ = b;y para cualesquiera índices admisibles i 
y j. En estos casos se escribe A = B. Por ejemplo, 


He ya 
01 2 012 
5 


Para cualesquiera matrices los siguos de comparación >, >, 
< 6< ostán privados «dlo sentido; para las matrices de dimensiones 
diferentes no tiene sentido, además, el signo de igualdad. 

Se llama sima de las matrices A y B, cada una de las cuales es 
de dimonsiones m X n, la matriz C de las mismas dimensiones m X RN, 
en la cual cada elemento es igual a la suma de los elementos corres- 
pondientes de lag matrices Á y B, es decir, C = A + B, si c,¿ = 
= y + by, para cualesquiera indices admisibles ¿ y J. Por ejemplo, 


2 3 it —2 3141 
1 12p+[0 3/2 =(-4 21. 
0 4 i —1 13 


Para las matrices Á y B con diferentes dimensiones la operación 
de adición está privada de sentido. 

Es fácil ver que para cualesquiera matrices A, B, C, cada una 
de las cuales es de dimensiones m X n, son válidas las siguientes afir- 
maciones: 

a) la adición de las matrices es cornmutativa: A+ B= B-+ A; 

b) la adición de las matrices es asociativa: A +— (BW C) = (A + 
+ B) + C. 

De estas afirmaciones se deduce que en cualquier suma de un 
número finito de matrices, cada una de las cuales es de dimensiones 
moX n, los sumandos pueden escribirse en cualquier orden y los 
paréntesis, que ¡udican cl orden en que ha de realizarse la adición 
pueden ponerse arbitrariamente. Por ejemplo, 


lA + (0+BI4+D=(4 + O+BI+4D=A+B4+ 
+ C+D, 


dia 


Una matriz de dimensiones m X am. cada elemento de la cual 
es ígual a cero: 
000... 0 
000... 0 


0=f0 00... 0]. 


000... 0 


recibe el nombre de matriz nula de dimensiones (m 4- n). Esla ma- 
triz posee la propiedad de que para cada malriz A de dimensiones 
m X n se verifican las igualdades A+ 0=0-+Á = a. 


000 


00 o) es una matriz nula de di- 


Por ejemplo, la matrziz 0=( 


00 
mensiones 2x3; la matriz o=(0 o) es una matriz nula: cua- 


drada de segundo orden. 

Entre todas las matrices, cada una de las cuales es de dimen- 
siones m X n, existe la única matriz nula. Las matrices nulas de 
diferentes dimensiones suelen designarse con un mismo simbolo 0, 
lo que no conduce a ambigiiedades, pues del contenido está claro qué 
dimensiones tiene la matriz nula en el caso que se analiza. 

Sea dada una matriz A de dimensiones m X n. La matriz (—A) 
de las mismas dimensiones, cada elemento de la cual es elemento de 
la matriz Á tomado con signo opuesto, posee la propiedad de que 
A + (—4) = (—4)+ 4 =0. La matriz (—A) se llama matriz 
opuesta de la matriz A. Por 


4 En 
ejemplo, la matriz | _ 3) es opuesta de la matriz ( >) la ma- 
? We =6 1y. o E 6 —1 
tilo 4 a es opuesta de la matriz |, dd 5 


Se puede mostrar que para cualquier matriz ÁA existe la única 
matriz opuesta, es decir, para la matriz A cxiste una sola matriz 
(—4A) tal, que A + (—A) = (—4) + 4 =0. 

La adición de las matrices cuenta con una operación inversa, que 
es la susteacción. Esto quiere decir que para cualesquiera dos mntri- 
ces A y Bb, cada una de las cuales es de dimensionos m. X n, existe 
la única matriz € de las mismas dimensiones y tal, que 4 + C = B. 
La matriz € se llama diferencia de las matrices A y Bl y se designa 
por A — B. Por ejemplo, 


P Ó 4 ( 2 1 1 (: —1 0 
357) 1-6 41 —1) l9 4 81: 

Se denomina producto de la matriz A de dimensiones m X n por 
cierto número a la matriz C de las mismas dimensiones m X a, 


333-0382 513 


cuyos Clementos se obtienen de los elementos correspondientes «le 
la matriz A multiplicándolos por dicho número , es decir, € = 44, 
si c;¡¿ = aa; para cualesquiera indices admisiblos ¿ y ¿. Por ejemplo, 


ile :) 0)(0). 


De lá definición de multiplicación de una matriz por un número 
se desprende que para cualesquiera matrices A y B, cada una de las 
cuales es de dimensiones mm X n, y cualesquiera números x y f se 
verifican las igualdades: 

a) (u — BA = aA + PA: 

b) (aB) A == a (PA): 

Cc) a (A — 5) = ad = ab. 

Observemos que la matriz (—A). opuesta de 4 es igual a (1) 4, 
es decir, (—4) = (—1) A. 

Sea dada la matriz fila F de dimensiones 1 X r, €s decir, 


F e Urfofa ... S,), 


y la matriz columna X de dimensiones r Xx 41, es decir, 
%y 


Se denomina producto de la matriz fila F de dimensiones 1 X r 
por la matriz columna X de dimensiones r X% 1 a una matriz, denotada 
por FX, de dimensiones 1 X 4. es decir a un número, el cual es igual 
a la suma de productos de los elementos correspondientes de dichas 
matrices, es decir. por definición, 


] A E A 
o bien 
Ly 


lts fa... 17) 2 =f01—Í0074...+],h,. 


Tr 
— 4 
Ejemplos, 1. (1 2 ( y) 1942-20, 


2 
3 
t 1 il 
2 (5 Ge 
—1 
=p 24340044 1431) =—1. Con ayuda del pro- 
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ducto de una matriz fila de dimensiones Í < r por una matriz co- 
lumna de dimensiones r X 1 ye determina el producto de la matriz A 
de dimensiones m XxX r y de la matriz 2 de dimensiones r nu, es 
decir, el producto de tales matrices que el primer factor, o sea la 
matriz A, tiene tantas columnas cuantas filas liene el segundo factor, 
o sea, la matriz Bb. 

Por definición, se denomina producto de la matriz A de dimensiones 
m X r por la matriz B de dimensiones r X n una matriz € de dimen- 
sión m + n, denotada con AB, en la que el elemento c,; es igual al 
producto de la i-ésima fila del primer factor, o sea de la matriz A, 
por Ja j-ésima columna del segundo factor, o sea de la matriz B, 
es decir, C = AB, siempre que €; = Gb, + Gioba + 
+ Gira j + Sib, para cualesquiera índices i y j de la matriz C. 

Ejemplos. 


01 
1. (32 0 10)=00+21c19r9zomro=o 2). 
14 
E NE 
2. ( 0 ( ,)= 1.3+0+(—3) -( >) 
LATA 1-34 1-(—3) 0 
1300 
ESgl 200). 
7 X00 44 


3.141-144-0 3-341-244-0 3-04-1-044-4 3.04 
o PANES 2.34+0-343-0 2-04 0-0 45-14 2.0+ 


+1.04+4.1 ( 11 4 Él 
A 2 655) 


Así pues, la operación de multiplicación de dos matrices reclan- 
gulares es realizable svlamente en el caso en que el número de colum- 
nas on el primer factor es igua) al número de filas en el segundo factor, 
en los demás casos el producto «de Jas matrices no se determina. ln 
particular, si las matrices A y 43 son matrices cuadradas de un mismo 
orden, la multiplicación de las matrices es siempre realizable. cual- 
quiera que sea el orden en que siguen los factores. 

Señalemos, no obstante, que incluso en este caso particular 


10 0 1 
no siempre AB=="BA. Por ejemplo, sea 4=(, o) B=(, y en- 
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10 ( L a AE (o 1) 
4B=|, 0) 0 eS 1-04+0.0 1.140.147 M0 1f)' 
Y 0 11f1 0 0.14+1.1 0.04+1+-0 ( 0 
=(, Jl ira Mac MM o) 
es decir, AN << BA. 

Así pues, la multiplicación de las matrices no es conmutativa, 
es decir, en el caso general, AB 3 BA. Por eso, al multiplicar ma- 
trices, hay que atenerse estrictamente, para evilar errores, al orden 
prefijado en que siguen Jos factores. 


Si AB = BA. entonces las matrices 4 y B rociben el nombre de 
conmutables. 


1 2 —3 2 
Por ejernmplo, las matrices 4=(_) o) y B=(—, he 


—7 —6 =1i —6 
son conmutables, puesto que 4B=( ) Ba=( ) 


6 —4 6 —4 
es decir, AB= BA. 

La operación de multiplicación de malrices es asociativa y tam- 
bién distributiva respecto de la adición, es decir, para cualesquiera 
matcices rectangulares A, B, C, para las cuales tienen sentido los 
productos correspondientes, se verifican las igualrdades: 

a) (AB) C — A (BC); 

b) (4 + DC = AC + BC, C (4 + B) = CA 4 CB. 

La demostración de estas isualdades se omite. 

La operación de multiplicación de las matrices se extiende de un 
modo correspondiente al caso de varios factores. Por definición de 
producto de matrices, una matriz Á puede multiplicarse por sí 
misma sólo en el caso cuando ella es cuadrada. 

Sean dados una matriz cuadrada Á de orden » y un número natu- 
ral p>1. La matriz AA ... A se llama p-ésima potencia de la 


 ———_— 
/ p veces | , 
matriz Á y se designa 4?, es decir, para p > 1 tenemos, por defi- 
nición, AP =AA... 4. 


, pea: 
Además, por definición, A? = A. 


| 1 0 
Ejemplo. Hállese el cubo de la matriz 4m( _ 1 1): 


o 
—4 1 i—1 1 —2 1) 
| al | 1 1) 

—2 1) —1 1 —3 1) 
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De la propiedad asociativa de la multiplicación de matrices se des- 
prende que AP49 = 4P+%, donde p y g son números naturales arbi- 
trariamente elegidos. 

Señalemos que para cualquier matriz A de dimensiones m X r 
el producto de la matriz A por la matriz nula O de dimensiones r X n 
es una matriz nula de diniensionos m X r, y el producto de la matriz 
nula O de dimensiones ¿ Xx m por la matriz 4 de dimonsiones m X r 
es una malriz nula O de dimensiones l X r. Por ejemplo, 


ol 4) ( 4 
AS | [Pa ó 
9.00), ,) 000 


31 0000 
Pocoaenso) 


12) 000 do000 


es decir, en aquellos casos cuando el producto de las matrices tien 
sentido, para cualquier matriz Á se verifican Jas igualdades 40 = 0 
y OA = 0. En particular, para toda matriz cuadrada A de orden n 
y para una matriz nula cuadrada 0 de orden n tenemos 40 = 04 = 0. 
Se sabe que el producto de dos números es igual a cero, si, y sólo 
si, por lo menos uno de Jos factores es igual a cero. A diferencia de 
los números, el producto de dos matrices puede ser igual a cero in- 
cluso cuando cada uno de tos factores no sea una matriz nula, es 
decir, existen las matrices A +0 y BY0 tales, que 4B = 0. 


a naeol d 0 ( 0 0 0y- 
Por ejemplo, las matrices A = 0 0)> 0 o) y B=(, )> 


p ) son tales, que el producto AB es una matriz nula. En 


e ( 0 ( > res $.0+0.4y /0 0 ] 
efecto, AB=| al 1 4) 7X0.0+0-4 ad E 0)= E 


Observemos que la operación de división de malrices no so ana- 
. . > LB . . e 
liza, es decir, el símbolo = no existe para Jas matrices. 
S 
La matriz cuadrada de orden » 
100 ...0.0 


000 i 
000 .., 0 1 
cuyos elementos a,; = 1 para todosdozi = 1,2. ..., r, y los demás 


elementos son nulos. posee la siguiente propiedad: EA = A para 
cualquier malriz A de dimensiones n Xm, y AE = A para toda 
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matriz A de dimensiones m X n. En particular, AE = FA = A 
para cada malriz cuadrada A de orden n; FE = F para cada matriz 
fila F de dimensiones 1 X n; EX = X para cada matriz columna X 
de dimensiones 1 X 1. La matriz £ en un producto de matrices de- 
sempeña el mismo papel que el número l en un producto de números, 
razón por la cual la matriz E suele llamarse matriz unidad de orden n. 

Se denomina transposición de una matriz A el proceso en que las 
filas y las columnas se cambian de papel conservando sus números. 
De este modo. las filas de la matriz dada Á serán en la misma suce- 
sión columnas de la matriz iranspuesta que se denota con A?, y 
las columnas de la matriz A serán en la misma sucesión las filas de 
la matriz transpuesta AT, 


1t —1 

t43 3 
Ejemplo. Si= , entonces dAT=| 4 J]- 

31 556 3 6 


Está claro que en el proceso de transposición la matriz A de 
dimensiones m Xx n se convierte en la matriz 47 de dimensiones 
n + m. Si A os una matriz cuadrada de dimensiones », la matriz 
transpuesta 7 también es una imatciz cuadrada de orden n. Obser- 
vemos que la matriz unidad no varía en el proceso de transposición. 
Se comprueba fácilmente que la transposición de las matrices posee 
las siguientes propiedades: 

a) (ADT =A4: 

b) (4 - BJ =A47T7 + BT. (A — BY = AT — 8%; 

Cc) QAJT > 2147 (), es un número); 

d) (417 = BT AT. 


$ 2. Determinantes 


Sea dada una matriz cuadrada de segundo orden 


anto he (1) 
Gu la 

Se Mama determinante de segundo order, correspondiente a la 
matriz (1), nn número 0,039 — 23,4,3- Dicho determinante se denota 
con el simbolo 
du 4 


(2) 
ay lo 


o con una letra A, o bien con el símbolo | 4 |. De este modo, por de- 
finición 


G11 Uy 
¡A[=4= — (yg — Q210 y). (3) 
oa za 
Por ejemplo. 
2 4 
==, — 50) —= (— ' . = —6, 
me 5 2 (—2M—(—1):4 6 


Los elementos de la matriz (1) suelen denominarse elementos del 
determinante (2), las filas y columnas de la matriz (1). filas y colum- 
nas del determinante (2). 

Examinemos las propiedades más simples de los determinantes 
de segundo ordex. 

1. El determinante de la matriz cuadrada (1) es igual al determi- 
nante de su matriz transpuesta. Efectivamente. sea 


Gu Uy Eyy loz 


Gr la 


A= AT= 


? o 


da la 


Por o A = 1199 ER Aa1lj0, y AT = 1113 — Cioldar: entonces 
A = AZ. 

La sustitución del delerminante de la matriz (1) por el determi- 
nante de la matriz transpuesta se denomina transposición del deter- 
minante (2). Por eso la propiedad 1 puede enunciarse así: el deter- 
minante (2) no varía en el proceso de su transposición. 

Observación. Puesto que de acuerdo con la propiedad 1, todas 
las filas del determinante se pueden sustituir, sin cambiar su valor, 
por las columnas correspondientes; entonces. si está demostrada la 
validez de una afirmación para las columnas del determinante, queda 
demostrada de este modo la validez de la misma afirmación tam- 
bién para las filas. Teniendo presente estos razonamientos, las pro- 
piedades de los determinantes que se analizan más abajo se estable- 
cerán sólo para las columnas del determinante. 

2. Al permutar las columnas (filas). el determinante cambia de 
signo. 


Gu ls 41 41 
En efecto, sea Á == y ser A,= . En este caso 
lg o» lg Un 
A = Q11 099 . 1310 19» 
A, = ¡9491 == 2499411 = — (4,1%o. — 2.1% 0), es decir. A, = Ni 


3. Si todos los elementos de al menos una columna (fila) de un 
determinante son nulas, el determinante es igual a cero. 


a 
En efecto, si A = iS , enlonces A=0-0a7 —0-ay =0. 
0 a» 
a 
Si A,= de 9 |: tonces, según la propiedad 2, A,=—Á, y, con- 
21 


secuentemente, A,=0. 
4. El determinante que tiene dos columnas (lilas) igualos es nulo. 


; Cua y 
En efecto, si A= , entonces Á=2,4), — 4210, =0. Si 
os Q21 
Gr a 
A, = a. a. |: entonces Á, = 412439 — 87912 = 0. 
02 Ay 
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5. Sí todos los elementos de cierta columna (fila) de un deter- 
minante los multiplicamos por un mismo número a, entonces el 
determinante rosultará multiplicado por este número. 


Cí1 Qu ly 01 

lor Uy Qu loz 

Entonces, Á,¿= 44; (2437) — 43, (0447) = 0 (8,1% — 431017) =%Á, 
La propiedad 5 se enuncia a veces del modo siguiente: si todos los 


elementos de cierta columna (fila) de un determinante contienen un 
factor común a, éste puede ser sacado del signo del determinante. 


Qs 013 


En efecto, sea, por ejemplo, A = E . 


4 Uy 
, _ [gg dog la “a 
La propiedad 5expresa la regla de multiplicación de un determinante 
por cierto número. 

6. El determinante en el que los clementos de dos columnas (filas) 
son respectivamente proporcionales es igual a cero. 


Así por ejemplo, según lo demostrado, 


TOTO 


Efectivamenle, sea am, am | Y Sea, por ejemplo, as, =B2;j2, 
21 Gyg 


dq = Pays. Entonces, en virtud de las propiedades 5 y 4 del deter- 
minante, tenemos 


Paso 4 
Paz da 


7. Si cada elemento de alguna columna (fila) de un determinante 
es la suma de dos sumandos, el determinante será igual a la suma 
de dos determinantes, en uno de los cuales los clementos de la co- 
lumna (fila) correspondiente serán los primeros sumandos, y en el 
otro, los segundos sumandos, mientras que Jos demás elementos de 
estos dos determinantes serán Jos mismos que tiene el determinante 
dado. 


E lí Gs 


=0, 


— 
Pr 


UG Us 


Cp br 032 
En efecto, supongamos, por ejemplo, que A= E 
p0Lbg ; p jemp q bas 
Gi y 1 ly 
= , A¿= Entonces A = (a b yn 
1 A, 4 2 Dar Cee (211 + 031) oo 


— (la + Day) 412 = (01,32 — Agra) + (bj1092 — bo1013) = 
= A, + A,. La propiedad 7 expresa la regla de adición de deter- 
ininantes. 

8. Un determinante no varía, si a los elementos de alguna colurm- 
na (fila) se les adicionan los elementos correspondientes de otra co- 
lumna (fila) mulliplicados por un mismo número. 

En efecto, supongamos, por ejemplo. que 


Gu Co Cy +94 19 Qi 


lq¡ F 0427 Uoy 


A= = 


Co Qgg 
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Mostremos que Á = A,. En virtud de las propiedades 7 y 6 de los 
determinantes tenemos 


A 411 Q4 Adi Uy AO=A 
21 Uo Alo ls 
Sea dada una matriz de tercer orden 
Gs Gio Gig 
A=| %a lo Gas |. (4) 
q 433 La 


Se denomina determinante de tercer orden, correspondicte a la matrizW 
un número 


lza loz 412 ly Gi ly 5 
Usa — lea + M31 : (5) 
lg lg ls $33 3 Ur 
Este determinanle se denota con el simbolo 
May Cie a 
A Go (az (6) 


Gs (za la 


o con una letra A, o bien con el simbolo | A ]. De este modo, por 
definición, 


yy Gj %is log loz ig uz 2 Lyg 
JA]=Ao Goa lo “ga|=44 Kal Css j 
Qro 4 lg €; 
Ag Uz La ES Pa 
Por ejemplo, 
. : y 2 En o 4 —1 E) an | 
== ¿ a 7 la ó SS 
a poa AS TUE 


=2(14+0)-0(43)+2(04+1)=4. 


Los elementos de la matriz (4) llevan el nombre de elementos del 
determinante (6), las filas y columnas de la matriz (4) se llaman filas 
y columnas del determinante (6). 

Para estudiar las propiedades del determinante de tercer orden 
introduzcamos algunos conceptos nuevos. 

Se denomina menor de cualquicr elemento del determinante de 
tercer orden (6) un determinante de segundo orden, correspondiente 
a una matriz obtenida de la matriz dada (4) suprimiendo una colum- 
na o una fila, on las cuales está contenido el elemento tomado. El 
menor de un elemento a;s suele designarse con 37;;. Por ejemplo, el 
menor de un elemento a,, se designa con M ,,, el elemento 47, con Ma, 
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atc. De este modo, por definición, 


| Ava oy ly 83 diz ly 
Mu=| 5 Ma = . My, = , 
la laz la 22 ls 
Gí3 Ca 
My 
23 % 
| u Ti 21 Uy la las 
Moo = , A g= ' M3 zu 
lg y 21 la Ca lga 
dí Qy As Cr 
My= , My = pa 
la “ la “a 


Se denomina complemento algebraico de cualquier elemento aj; 
«del determinante de tercer orden (4) el menor de dicho elemento 
M;¿¿ multiplicado por (—1)i+?, El complemento algebraico del cle- 
mento a;, se denota con la letra mayúscula de la misma denomina- 
«ción provista de los mismos dos índices que tiene el elemento dado. 

Por ejemplo. el complemento algebraico del elemento a), se denota 
«cor A). el del elemento 273, 4.3. etc. De este modo, por definición, 


Goo A, 
dy =(—14HM,¿ 2 (yal e? 
4 Ga 
213 
Au=(—1 94 Mapa] e CB] 
si =(—1) “1 =( discuds 
12 43 
A AS A 
Ga Ue 
Aj =(— 1) 42M, =(— 1)1+2 
12 ( ) 12 ( ) As az t 
Ci Tra 
Ary =(— 19243 My =(—41)2+3 : 
A ] Us Cl 
y 4 
As =(— 14 Mp =(—1p3] Y Pl 
1 la 


Teorema 1. El determinante (6) es igual a la suma de los productos 
de los elementos de cualquier columna (fila) suya por los complementos 
algebraicos que les corresponden, es decir. 


E E 
A == 4pYAn T Cuda + tada. A=0j4Au + G-2%12 A Msdis> 
A = dyrd ja — Osa rg A = dada E lor das + la Aa 


(8) 
A =: Mal ya >]: (¿A 23 T Az33 A 331 Á e ds A+ UyoÁ sa + QayA 33- 
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Demostremos, por ejemplo, la cuarta ecuación de (S). Con este 
fin transformemos el segundo miembro de esta igualdad: 


QA, + 412412 0134 13 = 


a a 
= dy (—1)*! a + 049 (— 1)? a 
a da, q 
dz la a “33 
da la 
+01 19143 == 
234 UG 


= 4 11 (Ag30 33 — G33%23) — Uy (Ao ¡%zz — Agayo) + A 3 (07103, — Lg142,) = 
= (11099433 — C41039l03 — Gy90 2433 | Lo zy ag — Aygllapllza — 
— Gy30 31029 = 11 (Lag (lzs — Ago 23) — Uos (81433 — La 13) + 


Arz Aa Gr Erg yg Uy 


|- gy (019033 — Ugo tig) = 031 — la; 


23 


ls ly Aza laz sz lay 


Al comparar la expresión obienida con la expresión (5) del deter- 
minante Á, concluimos que 0,41, + 412412 + 4194 9 7= A. De modo 
análogo se establece la validez de las demás igualdades (8). 

La notación del determinante (6) de conformidad con cualquiera 
de las fórmulas aducidas (8) lleva el nombre de desarrollo de dicho 
determinante por los elementos de la columna o fila correspondien- 
tes. Estos desarrollos resultan ser cómodos al calcular los determi- 
nantes de tercer orden. 

Por ejemplo, al desarrollar el determinante 


2.3 1 
A=|1 0 -—2 
4 1 2 


por los elementos de la segunda fila, obtenemos 


A=1(-— 41)?! Z y= 
4 1 


eel 2 +3 


e” 


= (61) +2(2—12)=-—25, 


Para los delerminanles de tercer orden quedan válidas las propie- 
dades 1 ... 6. examinadas para los determinantes de segundo 
orden. La demostración de dichas propiedades se deduce inmediata- 
mente del teorema 1 sobre el desarrollo dol delerminante de Lercer 
orden por los elementos de la fila (columna) y de las propiedades co- 
rrespondientes de los determinantes de segundo orden. Así por ejem- 
plo, la propiedad 1. consistente en que el determinante no varía, 
si sus filas se sustituyen por las columnas, puede demostrarse del 
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modo siguiente. Sea 


iy Gja ls Gi Oya Ga 
A=|G%2x1 %og Goal, A? =|Gio lo Gal. 
Ga ga la Gig og 3 


Desarrollando el determinante AT por los clemenlos de la pri- 
mera fila. tenemos 


loz Ur Ay Ugo jo Ca 


Ay 


Les 


des ly dí la 4143 la 


Teniendo presente que el determinante de segundo orden no varía, 
al sustituir las filas por las columnas, obtendremos 


Ll %3 Qg Uy 


loz loz 
lx lg 


Comparando la expresión obtenida con la (5) para el determinante Á, 
concluimos que AT == A, 

De modo análogo se establece la validez de las propiedades 

Las propiedades 1 ... 8 de los determinantes en combinación 
con el teorema 1 sobre el desarrollo del determinante por los ele- 
mentos de las filas y de las colimnas permiten, a menudo, facilitar 
el cálculo del determinante de tercer orden. 

Ejemplo. Calcúlese el determinante 


AT=A4,, — la lg - 


03, U3 los Ugg 


5 20 15 
A=12 4 8l| 
104 7 


De acuerdo con Ja propiedad 5 de los determinantes de dercer 
orden, al sacar del signo del determinante el factor común 5 de la 
primera fila y el factor común 4 de la segunda columna, obtenemos 


113 
A=5.4|2 108] 
1117 


Ahora. sumemos a los clementos de la segunda columna los elenventos 
de la primera, multiplicados por (—41), y a los elementos de la tercera 
columna, los elementos de la primera columna, multiplicados por 
(—3). En virtud de Ja propiedad 7, el determinante no varía y será 
igual a 


1 0 0 
A=20./2 — 1 Z A 
1 0 4 


Al desarrollar el determinante obtenido por los elementos de la pri- 
mera fila, tenemos 


2 
A=20.1-(—4)1+1. =20(—4—0)=-—80, 


O 4 

Valiénidonos de los determinantes de tercer orden, podemos a una 
malriz cuadrada de cuarto orden ponerle en correspondencia un nú- 
mero que será determinante de cuarto orden. Luego. introducir los 
determinantes de quinto orden, con ayuda de los determinantes de 
cuarto orden, etc. De este modo, para introducir los determinantes 
de nr-ésimo orden se debe disponer de los determinantes de orden 
(n — 1). Tal manera de introducir los determinantes se denomina 
introducción de los determinantes por inducción. Veamos cómo se 
introducen los determinantes de r-ésimo orden por inducción se- 
gún n. 

Supongamos que n = 1; como determinante de la matriz cuadrada 
de orden 1 (es decir, del número a,,) se considera el propio número 4,;. 
Convengamos en considerar que los determinantes de las matrices 
cuadradas de orden (n — 1) ya están introducidos y que está demos- 
trada la validez de sus propiedades principales (las propiedades de 
tipo 1... 8, demostradas anteriormente para los determinantes 
de orden 2). Examinemos una matriz cuadrada de n-ésimo orden 


Cay Cia (ya +... Gsm 


a Gg lg --. Gn (9) 


G1m lan lan ...- Gan 
Al suprimir en esta matriz la ¿-ósima fila y la j-ésima columna, de- 
jando intacto el orden de los elementos. obtendremos una matriz 
cuadrada de orden (n — 1): 
(as Ayo << Upa Gs ... Qin | 

lo1 U oa > Ue gr a, «<- Úzn 

Uan Cr +. lraja a, prso + Can 

Cra, a Cira +++ Ue, pa Abrr Jr ++ Cirarm 


(Ln1 Un «-. Gn, Jas Cr, 3+1 «-> Cpn 


El determinante de esta matriz se designa con 11;; y lleva el nombre 
de menor del elemento a¡; de la matriz (9). 
Se denomina determinante de la matriz (9) un número 


am, ES 21M oy + da Ma id CaMis + .. . . -|.. (— 1D)", Mo 1- 
(10) 


925 


El determinante de la matriz (9) se denota con el símbolo 


Mi Ga lg ... yn 
O IS 


Us Us 33 -+. Ggni, (11) 


Cay Una “nz --* Lan 


o con una letra Á, o bien con el simbolo | A |. De este modo, por de- 
finición, 
Cy ta o... Gin 
: lí lla +... n 


bLb. .....<o0..»P..q€ rxxxñ  . 1 0 


+(— 1) ar, Mas. (12) 


Los elementos de la matriz (9) se llaman elementos del determinante 
(14); las filas y columnas de Ja matriz (9) se llaman filas y columnas 
del determinante (11). Los menores del elemento a;; de la matriz (9) 
llevan el nombre de menores del elemento a;; del determinante (11). 
Señalemos que los delerminantes de segundo orden, introducidos 
según la fórmula (3) y según la fórmula (10). serán iguales. El deter- 
minante que se obtieve a partir del determinante (11) sustituyendo 
en éste las filas por las columnas y las columnas por las filas recibo 
el nombre de determinante transpuesto con el determinante Á y se de- 
signa por A”, mientras que la sustitución del determinante Á por 
el determinante AT se denomina transposición del determinante A. 

Se llama complemento algebraico de cualquier elemento a¡; del 
determinante de r-ésimo orden (11) al menor 34F¡, de dicho elemento 
multiplicado por (—1)+?, El complemento algebraico de un ele- 
mento a;, se denota con la letra mayúscula de la misma denominación 
y con los mismos dos subíndices que tiene cl elemento dado, es decir, 
por definición. Ajy += (—1)+HM,). 

Teorema 2. El determinante de n-ésimo orden (11) es igual a la 
suma de los productos de los elementos de cualquiera de sus columnas 
(filas) por el complemento algebraico que les corresponde, es decir, 


A = a ¡Ajj A Cojhoj o... — OpjAn; para todo =4, 2, ..., A, 
(13) 
Á =4a An + indio... + Gin4Ain para todo ¿=1, 2, ..., y. 


La demostración del teorema 2 se omite. 

Con ayuda del teorema 2 sobre el desarrollo del determinante de 
n-ésimo orden por los elementos de una columna (fila) y de las propie- 
dades 1... 8 para Jos determinantes de (n — 1)-ésimo orden se de- 
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muestran las propiedades 1 ... 8 de los determinantes de 2-ésimo: 
orden. 

Sin detenernos en la demostración, demos a conocer estas propio- 
dades: 

1. Al transponer un determinante, el valor de éste no varia, es 
decir, A = A7. 

2. Cuando se permutan dos columnas (dos fílas), el delerminante 
cambia de signo. 

3. Si todos los elementos de al menos una columna (fila) de un 
determinante son nulos, el último es igual a cero. 

4. Un determinante que tiene dos columnas (filas) i¡gnales es igual 
a cero. 

3. Si todos los elemenlos de una columna (fila) cualquiera de un 
determinante se multiplican por un mismo número x=, el determi- 
nante quedará multiplicado por este número (es decir. el factor co- 
mún de los elementos de una columna (fila) puede sacarse del signo 
del determinante). 

6. Un determinante en el que los elementos de dos columnas (filas) 
son respectivamente proporcionales, es igual a cero. 

7. Si cada elemento de una columna (fila) cualquiera de un deter- 
minante es la suma de dos sumandos. entonces el determinante es 
igual a la suma de dos determinantes, en umo de los cuales los ele- 
mentos de la columna (fila) correspondiente son los primeros su- 
mandos, y en el otro, los segundos, mientras que los elementos res- 
tantes de dos determinantes citados son los mismus que tiene el 
determinante dado. 

8. El determinante no varía. si a los elementos de una columna 
(fila) cualquiera se les adicionan los elementos correspondientes de 
otra columna (fila) multiplicados por un mismo número. 

Enunciemos y demostremos una propiedad más de los determinantes. 

9. La suma de elementos de cierta columna (fila) de un determt- 
nante de n-ésimo orden (2 > 2), multiplicados por los complemen- 
tos algebraicos de los elementos correspondientes de otra columna 
(fila) es igual 


Tn n 
a cero, es decir, D] ag¡Apj=0(0 bien (Y 27, 1 y, = 0), cualesiqguie- 


ra que sean n>2y ix). 

Demostración. Supongamos, para concretar, que j > ¿, entonces, 
al desarrollar el determinante por los elementos de la ¡ésima colutn- 
na, oblendremos 


IA tl so ade 42 as, j=1 ce ty, E TE Tn 
2 la ly... Maio... lejos Ori le jar ++ Az 
> Cri Ay¡= 
A=1 la: Gx ...». la; ro ly, ji EY ly +1 ... ln . 
Unt An +++ ni ->>- lUnja Ani Or ra -+>- Uan 
(14) 
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El determinante en el segundo miembro de la igualdad (14) ticne 
iguales los elementos en la ¿-ésima y en la ¡-ésima columnas, respec- 
tivamente. De conformidad con la propiedad 4, el determinante (14) 
£s nulo, por consiguiente 


n 


2: Gp: Ap¡=0. 
h=1 


Para el caso en que ¿ > 7 la demostración es análoga. La propiedad 9 
está demostrada. Calecnlomos el determinante de la matriz unidad, 
valiéndonos de las propiedades 1 .. . 8. Designemos con E, la matriz 
unidad de orden k. Sea dada una matriz £,. Desarrollando el doter- 
minanle de esta matriz por la primera columna, obtenemos 


10 0...0 
0 1 0...0 
[Enl=¡0 0 1...0 =1.E4+0-Ey+... +0-E,, = Ena l. 
0 0 0...1 
Repitiendo estos razona mientos para el determinante | E,., |, luego 
para | E,_, |. etc.. llegamos a la conclusión de que | E, | = 1. Así 


pues, el determinante de la matriz unidad de cualquier orden n es igual 
a 1. 


$ 3. Matriz inversa. Rango de una matriz 


Si dos matrices cuadradas A y 13 de un mismo orden n son tales, 
que AB = BA =E (donde £ es la imatriz unidad de orden n), 
suele decirse que las matrices A y B son inversas una de la otra y se 
usan las designaciones B = A-* y A = B”!. Por ejemplo, las ma- 


trices 
40 5 40 —5 
a-(9 1 -.) y mn a t 24 
3.0 4 v—3 0 4 


son inversas uma de la otra, por cuanto 48 = BA = E, donde 


100 
s-(p 1 o) cs decir A=B"!, B=Ar!, 
0.0 41, 


Por definición, la matriz inversa de la matriz cuadrada dada Á 
de orden 2 se llama matriz cuadrada A“! de orden r que posec la 
propiedad de que 441 <= A-14 = E, donde £ es la matriz unidad 
de orden ». 

Para cada matriz A de orden r que biene una matriz inversa 4”, 
la matriz inversa A7! es única. 
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En efecto, supongamos que una matriz 41 de orden » tiene la 
matriz inversa A-*. Supongamos también que existe una matriz C 
de orden rn tal, que CA = AC = £. Entonces 


C=EC =(A7J1A)C = AJFUAC) = ACE +: 47, 
Las matrices inversas poscen las siguientes propiedades: 
a) (AB = a, d) (45)? = B-47, c) (4D = (4 "97, 


Omitimos aquí la demostración de estas propiedades. 
Aclaremos cuáles matrices tienen matrices inversas y si la 

triz A tiene la inversa 4-*, cómo se encuentra la última. 
Sea dada una mabriz cuadrada A de orden a (n >> 2) 


ma- 


Gy yg dy o... Aj) 


si Ag lg -.. gn 


Grs Cnz Una «>> Unn 


Pormemos una matriz cuadrada Á de orden «+ por medio del siguiente 


procedimiento: en lugar de cada elemento de la matriz 4 pongamos 
el complemento algebraico de este elemento, es decir. 


Án Ay Áj -+- Aj) 
An TY Az -.- Azn 
A=|lAs Az Asa -»- An 


ns ÁAnz Áns -:> Ánn 
Transpongamos la matriz A: 


Án 4da An ... An] 
o Áso 1 23 Az e... An 
A =142 Ay An... An 
Á 


Ásn Ázn in ».. Ann 


La matriz AT lleva el nombre de matriz adjunta. Por ejemplo. halle- 
mos la matriz adjunta 41%, si 


1050 
A=|6 2 0 
54 3 
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Por cuanto 


<) =(—1)1+1 2 
"41 4 3 


s 


6 0 
=6, Ayo =(— 1)+3 5 y 


dj=i—ol? ld, aa]? lla 

33 5 4 , «“l9] 4 3 

+222 5 3 »  *c23 3+3 5 4 , 

dica let dicas lo oleo 
2.0. 2 O 
1.0 

Ag = (— 19949 G 2 =2, 


tenemos que 
G —18 14 6 0.0 
A=|0 3 —4] y aT=| —18 30 
0 0 2 14 —42 
Una matriz cuadrada A se Hama degenerada (singular), si su deter- 
minanle es igual a coro (| 4 |] = 0), y se llama regular, si | A | 40. 

Teorema 3. Para cualquier matriz regular A (14 130) existe 
la matriz inversa A, 

Demostración. Examinemos una matriz regular de primer orden es 
decir, el número a,,. distinto de cero; la matriz inversa de esta 
matriz será el número > 

Sea dada una atra regular A ile segundo orden. Iatlemosx el 
producto de las matrices AAT y Á ATA, donde AT es una matriz ad- 
junta. Por cuanto la suma de los productos de los elementos de cierta 
colunmna (fila) de la matriz 4 por los complementos algebraicos dle 
dichos elementos es igual al delerminante | A | (véase el teorema 2), 
y la soma de los productos de los elementos de cierta columna (fila) 
de la matriz 4 por los complementos algebraicos de elementos de la 
vtra columna (fila) (de conformidad con la propiedad Y de los deter- 
minantes) es nula. entoncos 


lr TS Ay A 
O [A 
da Ue) Mig As 
E OIR iy + 0 A 0 
di AA y + 394 19 Ar Agr + 7 Ax9 0 |A | ' 
- 1 A, a Rio 
ÁTA =( ' .( 5 )- 
“Lío Aa) Xítoj az 
Ayo y, =P Ásolo1 Á Ue + A22l2 a 0 | A 
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Cada elemento de las malrices obtenidas liene por factor común el 
número | Á |, por consiguiente 


q7 LN ae dra ja rl! O eia18 
De aquí, por ser la matriz A (| 1 | 3€ 0) regular, Lenemos 
A ame —=(L 31 
44 )=E=(131 ) 4. 


Por consiguiente, para la juatriz regular de segundo orden A la ma- 
triz inversa A será una matriz, cuyos clementos son los elementos 


correspondientes de la matriz adjunta AT divididos por el determi- 
nante | A]: 


Ay As 
|A| Als Az 
IA] 141 


De este modo, no sólo demostramos Ja existencia de la matriz inver- 
sa A 7! para la matriz regular de segundo orden A, sino también indi- 
camos ce] método de construcción de la primera. 

De modo analogo se demuestra que para cualquier matriz regu- 
lar 4 de r-ésimo orden, donde r > 3, la matriz inversa A“! será 
una matriz, cuyos clementos son los elementos correspondientes de 


la matriz adjunta A7, divididos por el determinante | A |: 


án 4 Aja 17 

Ai 141 TA] fu Ae dal 
de Aj Ara 14] 14] 1A] 
qui [TAL TA! PA _[42 de nz 
e =| DAT Af Tai 
] i de á Ain Alan Ann 
(5 Ánz3 Ann EN VAY j A] 

PA] Al A] 


KI loorema está demostrado. 


Ejemplo. La matriz 140.50 
A=t6 2 0 
5.4 3 
es regular, puesto que | 4 | =6 <0. Su matriz adjunta os 
6 00 
AT=| —18 350 
14 —4 2 
Por consiguiente, 
1 0 0 


Atiz=b —3 12 0 
71/13 —2/3 1/3 
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Teorema 4. El determinante del producto de dos matrices cuadradas A 
y B de n-ésimo orden es igual al produclo de sus determinantes, es decir, 
¡AB |] <|4 | [B 1] (la propiodad análoga es válida también para 
cualquier número finito de factores). 

Omitimos aquí la demostración del teorema 4. 

Por cuanto el determinante de la matriz unidad £ de orden nr 
es igual a 1. entonces, los determinantos de dos matrices recíproca- 
mente inversas serán números recíprocamente inversos, es decir, 
JA] 14] =4, 

Poda matriz dlegencrada Á de orden n no tiene inversa, puesto que, 
de acuerdo con el leorema 4, el producto de la matriz degenerada A 
por cualquier matriz de orden r será nuevamente una matciz dege- 
neracla. 

Las malrices inversas se emplean frecuentemento para la resolu- 
ción de las ecuaciones matriciales. 

Sean dadas las matrices A, B y C. Si se pide hallar una matriz X 
tal. que se verifique la igualdad mabricial AX = £, se dice que está 
dada una ecuación matricial 

AX = 5 (1) 


con la matriz incógnita X. La matriz A, que satisface la ecuación (1), 
se denomina solución de la ecuación (1). 

Si se pide hallar una matriz Y tal, que se vorifique la igualdad ma- 

tricial YA = C, se dice que está dada la ecuación matricial 

YA =C (2) 
con la matriz desconocida Y. La matriz Y, que salisface la ecuación 
(2), se denomina solución de lu ecuación (2). 

Veamos un caso particular de resolución de las ccuaciones matri- 
ciales (1) y (2). Sea 4 una matriz regular cuadrada de r-ésimo orden: 
B. una matriz do dimensiones n X m, y C, una matriz de dimensiones 
k X n, donde a, m, k son números naturales cualesquiera. En este 
caso las ecuaciones (1) y (2) tienen soluciones. 

En efecto. imnultipliquemos ambos miembros de la primera ccua- 
ción por la matriz A*! a la izquierda. lo que puode realizarse en vista 
de las dimensiones elegidas de la matriz /3. A] efectuar las operacio- 
nes correspondientes: 

ATAx=A"bB, EX=A7"UB, X=A-"B, 
llegamos a que existe una matriz YX = A7*13 de dimensión n X m 
que satisface Ja ecuación (1). 

Multipliquemos ambos miembros de la segunda ecuación por la 
matriz 4-1 a la derecha, lo que puede realizarse en vista do las di- 
mensiones cleyidas de la matriz C. Al elecinar las operaciones corres- 
pondientes: 

YAAA=CA", YE=CA-", Y =CA-, 


obtenemos que existe una matriz Y = CA"! de dimensiones k X n 
que satisface la ecuación (2). 
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Señalemos que si incluso AB] = C, mas las matrices A“! y B no 
son conmutables. entonces Y Y Y. es decir. para las mismas natri- 
ces A y B = Clas ecuaciones (1) y (2) tienen, en el caso general. solu- 
ciones diferontes. 

Ejemplo. Sea 


73 A ( 9 
Al) q: B2==0 dl 


Itesolvamos las ecuaciones (1) y (2). Jlallemos ante todo 


(13 
a(_, 77) 


( 2 to o5 
0 aye 0 e 


al A E We mn 
Ñ =lo E e aj 2 —1) 


es decir, X Y. 

En el $ 2 se ha definido el concepto de menor del elemento 4; 
de una matriz cuadrada de r-ésimo orden. Eu el caso general de una 
matriz de dimensiones m X n el concepto de menor de los elementos 
de la matriz no se introduce; en lugar de ello se da el concepto de 
menor de orden k de la matriz dada, donde el número k puede tomar 
valores a partir de la unidad hasta el mínimo de los números m y R, 
es decir, 1 <k< mín (m, »n) 

Sea dada una matriz A de dimensiones mm X rn y supongamos que 
k es un número natural tal, que 1 <k< mín (a, n). Elijamos 
arbitrariamente k filas y k columnas de la matriz 4. Formemos una 
matriz cuadrada 34 de orden k, utilizando con este fin los elementos 
dispuestos cn las intersecciones «de las filas y columnns mencionadas 
(sin variar el orden de los elementos). £l determinante de la matriz M 
se lama menor de k-ésimo orden de la matriz A. 

Ejemplo. Sea dada la matriz 


1 3; 
A= 34 
¿2230 
de dimensiones 3 X 2. En este caso los menores de primer orden de 


la matriz son clementos de dicha matriz. es decir, los números Í, 
3.3,4, —3,0. Los menores de segundo orden son determinantes 


En este caso 


13 13 3 4 
34 |-3 0 |—-3 0]' 


La matriz mencionada no tiene menores de órdenes más altos. 
Si se trata de una matriz cuadrada A de orden r, su menor de n- 
ésimo orden es el determinante | A |, los menores de (n — 41)-ésimo 
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orden son los menores de los elementos correspondientes de esla ma- 
triz; los menores de orden 1 son los elementos de esta matriz. Adomás, 
la matriz citada tieno menores de orden , donde 1 <k<n-— Í. 
El orden más alto de los menores, distintos de cero, de la matriz A 
lleva el nombre de rango de la matriz A de dimensiones m X n. 
Si todos los elementos de la matriz A son coros, se dice que el 
tango de la matriz os igual a cero. 
El rango de una matriz cuadrada regular A de n-ésimo orden es 
igual a ». 
1204 
Poz ejemplo, el rando de la matriz a=(, 40 9) es igual a 


la unidad, puesto que los menores de segundo orden de esta matriz 
son nulos (debido a la proporcionalidad de las filas de la matriz), 
mas hay menores de primer orden (clementos de la matriz A) que 
son distintos de cero. 

Sea dada una matriz A de dimensiones m < n y supongamos que 
existe un número natural ¿ < mín (m, n). Si todos Jos menores de 
l-ésimo orden de la matriz A son nulos, entonces serán también nulos 
todos los menores de dicha matriz de orden (2 4- 4). 

En efecto, olijamos cualquier menor de la matriz citada de orden 
(1 + 1) y desarrollémoslo por los elemontos de cierta fila. Cada 
sumando del desarrollo contendrá, a lítulo de factor, cierto deter- 
minante de orden 2, que es el menor de l-ésimo orden del clemento 
correspondiente de la fila elegida del determivante de orden (1 + 1). 
Por cuanto todo menor de orden 1 es igual a cero, entonces la suma 
del «lesarrollo es también igual a cero, a consecuencia do lo cual el 
menor elegido de orden (1 + 1) es nulo. Por consiguiente, si todas 
los menores de l-ésimo orden son nulos, todos los menores de orden 
superior a 1 son también nulos. 

De este nodo, con el fin de determinar el rango de una matriz 
de dimensiones m X n, se debe hallar. al principio, por lo menos un 
menor de primer orden quo sea distinto de cero, es decir, hace falta 
esclarecer si hay entre los elementos de la matriz por lo menos uno 
que sea distinto de cero. Si tal elemento no existe, el rango de la 
matriz será igual a cero. Si la matriz licne un elemento distinto 
de ceto. es necesario hallar por lo menos un menor de segundo orden 
distinlo de cero. Si tal menor no existe. el rango de la matriz scrá 
igual a 1. Si hay un menor do segundo orden distinto de cero, se debe 
buscar el menor de tercer orden que sea distinto de coro, etc. hasta 
que se encuentre un menor de r-ésimo ordeua distinto de cero; pero 
O bien todos los menores de orden r + 1 son nulos, o bienr = min (a, 
r). Entonces el rango de la matriz es igual a r. 

Para determinar el rango de una matriz de dimensiones m X » 
se procede Frecuentemente del modo siguiente. Se elige un elemento 
cualquiera de la matriz. distinto de coro. A continuación, añadiendo 
una fila y una columna, distintas de aquellas en las que se dispone 
el elemento, se forman toda clase de menores de segundo orden hasta 


que se encuentre el menor de segundo orden que sea distinto de coro. 
Luego. añadiendo cierta fila y cierta columna, distinta de aquellas 
en las que se dispone el menor hallado de segundo orden, se forman 
tada clase de menores de tercer orden hasta que se encuentre el menor 
de tercer orden que sea distinto de coro. Este proceso se continúa 
hasta que se encuentre el menor de orden r que sea distinto de cero, 
para el cual todos los menores de orden (r + 4). construidos por el 
método indicado, sean igualos a cero. o bien no haya lalcos menores 
en general (si la matriz contiene r filas o r columnas). Entonces el 
rango de la matriz os igual a r. 

Ño se aduce aquí la demostración de la validez de este método 
para determinar el rango de una matriz. 

Ejemplo. Hállese el rango de la matriz 


12 3 4 
358 7 9 
19 7 40 43 


151 menor de primer orden (el número 1) dispuesto en la iutersec- 
ción de la primera columna con la primera fila os disituto de cero. 
El menor de segundo orden, dispuesto en la intersección de las pri- 


a á 12 
meras dos columnas y las primoras «dos filas, 35] * —1, es tam- 


bién distinto de cero. Todos los menores de tercer orden de esta ma- 
triz son nulos. Por consiguiente, el rango de la matriz es igual a dos. 


$ 4. Sistemas de ecuaciones lineales 
Analicemos un sistema de »m ecuaciones lineales con a incógnilas: 


yyTy + 12%, +F...+ Cin Tn = hr, 
Lar Ty Hgo Ta +... Han En = de. 


Amis Fm 4H > + E lmnin = Em 


donde 2,, Lg. . . -: 7, SON las incógnitas, 9¡(i =1, 2, ....m, j= 
=1,2,..., an), los cocficientes y bi, ba, .... Pm, los Lérminos 
independientes del sistema de ecuaciones (1). Recordemos que una 
colección numérica (2,. %j. . . ., Zo), correspondiente a la colec- 
ción de incógnitas (2,. Ly. .. .. Ln) leva el nombre de solución 
del sistema (1). si. al sustilnir en cada ecuación del sistema (0) los 
números correspondientes, en lugar de las incógnitas. se obtienen 
ignaldades numéricas lícilas. Resolver el sistema (1) significa hallar 
todas sus soluciones o demostrar que el sistema no tiene soluciones. 

Un sistema de ecuaciones lincalos se denomina compatible, si 
tiene por lo imcnos una solución, e ¿incompatible (contradictorio), 
si no tiene soluciones. Un sistema compatible se llama determinado, 
si tiene una solución única, e indelerminado, si Liene más de una solu- 


(1) 
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ción. So puede mostrar que el sistema indeterminado de ecuaciones 
lineales siempre tiene una infinidad «le soluciones. 
Ejemplos. La ecuación lineal con una sola incógnita a,,7, = b, liene 


para a,, 360, la única solución r=-L. 
11 
La ecuación lineal con dos incógnitas 
QT, + As =b, 
tiene tna infinidad de soluciones para a, 50 y para a, * 0. 
En efecto, sea, por ejemplo a,, + U, entonces la ecuación a,,.1, =- 
+ dista > by es equivalente a la ecuación 


Ta ex by —d ¡171 
1 


) 
; e. á Q,¡% 6, 
que tiene por solución la exprosión (a, RPTE 2). donde « 
12 17 
es un núrnero real cualquiera. 
ES) sistema de dos ecuaciones lineales con una sola incógnita 
a442 == by, (41,740), 


2917 = by (071 5 0) 

b ba ] Ñ 
donde — + -——, es incompatible. 

411 221 

Efectivamente, supongamos que el número < es la solución de la 
ecuación a, 7 = b,. es decir, admitamos que se verifica Ja ignaldad 
b, b 

numérica aya=b,, En este caso a=-=—, Si ici fuera una 
ed de la ecuación a,2=b,, sería válida la igualdad numérica 
a 
mo, o bien, en virtud de que a, 30, la igualdad numérica 


8€n 


) 
e —, lo que contradice la hipótesis, Así pues, la solución 
) 21 


a de la cevación a,,7 = b, no es una solución de la ecuación a,,7 = ba, 
y esto significa que cl sistema de dos ecuaciones con una sola incógnita, 


l ; ] 
donde A SÉ ha es incompatible. 
a) a3; 


Se denomina matriz básica del sistema (1) una matriz A de dimcn- 
siones Mm % n, cuyos elementos están represeutados por los coefi- 
cientes de las incógnitas del sistema de ecuaciones (1), es decir, 


(144 li ... Tan 


Se donomina matriz de incógnitas del sistema (3) una mabriz colunina NX, 
cuyos elementos están representados por las incógnilas del sistema, 
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es decir, 


Se denomina matriz de términos independientes del sistema (1) una 
matriz columna B, cuyos elementos están representados por los 
términos independientes del sistema. es decir. 


b, 
Do 
B= j y 
Bm 
La ecuación matricial 
Cgq ly...» Gin Ty b, 
da Uam... Uan e ba 
Umi m2. mn Tr Bm 
o bien 
AX =B (2) 


lleva el nombre de ecuación matricial del sistema (1), si las matrices A, 
X y B son las matrices correspondientes del sistema (1). 

Por cuanto cualquier colección numérica (%,, o. - - ., An), que 
representa la solución del sistema (1) y está escrila en forma de una 
matriz columna 


%y 

Aa 

Un 
es una solución de la ecuación matricial (2), y como cualquier matriz 
columna numérica 

b, 


Ba 
Bn 
que representa la solución de la ecuación matricial (2) del sistema (1) 
y está escrita cn forma de una colección numérica (f,. Bo. .... fi) 
es una solución del sistema (1), suele decirse que el sistema de ecua- 


ciones lineales (1) es equivalente a la ecuación matricial (2) del sistema (1). 
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Veamos un caso particular del sistema (1). Sean dados un sistema 
de a cenactones con » incógnitas 


AyyH — Als =|- o W- AinTn = ba, 


0L¡ + lggta +... 4 Gantt = ba, (3) 
ani + Anota 4... Anny = ba 
y la ecuación matricial correspondiente de este sistema 
la Q »... Uan +2 = ba 
o bien 
AX =P. (4) 


El determinante de la matriz A del sistema (3) se denominará 
delerminante básica y so designará con Á, es decir, Á =| A |. Su- 
pongamos que la matriz básica A (que es una matriz cuadrada de 
n-ésimo orden) del sistema (3) es regular, es decir, admitamos que 
A =|4|3<0. En este caso, según lo expuesto on el $ 3, existe la 
única matriz inversa 47?. Multiplicando a la izquierda por la ma- 
triz inversa A71 los miembros primero y segundo de la ecuación ma- 
tricial (4) del sistema (3), obtenemos que X = 47'B, con la particu- 
laridad de que la matriz X es de dimensiones n X 4, es decir, es una 
matriz columna. Así puos. debido a la unicidad de la matriz inversa 
A”!, la ecuación matricial (4) del sistema (3) tiene una solución única, 
que es la matriz columna X = 47%. 

Por cuavto la ecuación matricial (4) es equivalente al sistema (3). 
entonces, si el determinante de la mabriz básica A del sistema lineal 
(3) es distinto de cero (es decir. | A ] + 0), el sistema (3) será com- 
patible y está determinado, es decir, tieno solución única, 

Ésta única solución del sistema (3) puede hallarse según la regla 
de Cramer, cuya enunciación se aducirá más abajo. 

Si en la matriz básica A del sistema (3) de n ocuaciones lineales 
con n incógnitas sustituimos la j-ésima columna de coeficientes del 
sistema 3 por la columna de términos independientes de dicho sis- 
tema. la matriz obtenida se denomina matriz complementaria del 


j 
sistema (3) y se designa por A, es decir, 


Uy Upa +. Ey ¡10 dy jrs +» - Lan 


A E 23 la a 42, ¡-102 la, j+1 O Uan 


. . .e ..»a..1.2£2.0..nÁbxX..—2.Pee 6 0/0... 0.0.2.0.2060 


(5) 
Anilna - - «An ¡Po Un, J+, .<« Can 
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j 
El determinante de la matriz A se denota, por regla general, con 
j 
Ay, es decir, Aj= JA |. 
Pasemos ahora a la resolución del sistema de ecuaciones (3). 
Sea n = 1, es decir, supongamos que el sistema (3) consta de 
una sola ecuación con una incógnita: a,,2 :- b,, y sea 4,1 7 0. Está 
claro que esta ecuación tiene una solución única que es el número 
Ez 
ay . e LA 
Sea ahora n = 2. Examinemos un sistema de dos ccuaciones con 
dos incógnitas: 
AyyZ, + (27 =0,, ) 
pe (6) 
AT; + Ug2T7 = ba. 


to 2 
La matriz básica A y las matrices complementarias 4 y A de este 
sistema son respectivamente las matrices 


04 a 1 b,a 2 A) 
4m( 1 7 4=( ' ”) A-| 3 1), 
a lg ba Qo2 y Do 


Supongamos que el determinante de la matriz básica A os distinto 
de cero (A = | A ¡3<0). Entonces existe la única matriz inversa 


qn = 1 e bed 
dl Ay Az 


y se verifica la cadena de igualdades matricialos 


(7)> 1 ar 1 ora 
Ta 141 V Ay Ag Us, AL VO Ay + b24aa ) 


DA 1 + doAor 
[.11 
b1412+ b2423 
¡Al 
de donde 
a BA +Fdbr Am DAM + ds (— DM, ES 
; HA] ÉS |.1| 
bi 412 1 
__ | bz 422 ¡Al 4 
Ss IN JAS A? 
uyy 5, | 
Arab br Age 1 (YM 24 ba (— 03*Mg | bal _ 
qe. = AR A RANA A Y 
2 1A| A[ 1Al 


es desir, los componentes de la solución (x,, z,) del sistema (6) se ha- 
llan valiéndose de las fórmulas 
y ds 


E (7) 


er 


1 2 
donde A, A,, A, son los determinantes de las matrices A. A, A del 
sistema (6). 

Estudiemos un sistema de tres ecuaciones lineales con tres in- 

cógnitas: 

041, -+ 42% + 44377 = br, 

(21%, + Qy2 72 + 02323 = D,, (S) 

031T; -F Aza Co + Uggtz = by. 

1.2 3 

La matriz básica A y las matrices complementarias A, 4, A del sis- 
tema (8) son, respectivamente: 


Ou li yg 
A=| %2 o la |, 
lg (lg lg 
? 0, Gi Uy a o 4 Dj ig ' ys Gio Ús 
A=| %. to %3 |, A=| 4% ds 02) A=| %a Uan ds 
Oy Uy y] 431 03 yy lg 4 0) 


Supongamos que el doterminante de la matriz básica A es distinto de 
cero (A = | 4 | 4 0). En este caso existe la única matriz inversa 


Ay Ag Ax 
Á“= 5 Ap Ázp Ay 
Aj 42 435 


y se verifica la cadena de igualdades matriciales 


Ly An An Asa b, 
Ts = ar As Aso Az Da = 
Ly Ay Á 43) 103 
MAT deta th dgAs | 
b,4 11 + d2431 + Da Ayr 14] 
b,Aj2 +b,4 DA 
==T bAys + de 4g3 + b3432 | = Aereas 
D¡Ayz + DaAgs + b9 493 BLAjs+d2433 + d9493 


14] 


de donde 
MAT br Adam AN HMH b (APRP MH Hd A UM 


z,= El a ES 
bj 213 %13 
ba 673 093 1 
_lósaral_ 141 As 
Al 141 A” 
— Ant br As IM podr (00 Mo ba AI M2 
|41 LAT EN 
431 5, 413 
431 63 023 2 
ads G31 D34 4 Al Ar 
14] |.3] A? 
zx 01Ar +02 As HdrA dy (110143 M ¡34 b9 (002 Mos dba (100 Ma 
q= Al SN OS = 
211 412 D1 
31 Uz2 bz 3 
— L%s1 923 1_. 141 Aa 
14| 14| A? 


es decir, log componentes de la solución (x,, ta, 24) del sistema (S) se 
hallan por las fórmulas 
e E =%, yan 
1. 2 3 
donde A, A,, A,, Az son los determinantes de las matrices A, 4, 4,A 
del sistema (8). 

Demostremos que si el determinante de la matriz básica A del 
sistema 3, es distinto de cero, entonces el j-ésimo componente 
zj(f=1,2,..., n) de la única solución (%,, Xy, . - -, Zn) del sis- 
toma (4) se determina por la fórmula 


y] 
O 
e TS (f[=1, 2, A 


donde | Á | = Aj; es el loa de la matriz complementaria Á 
del sistema (3), y [A | = A, el detorminante de la malriz básica A 
del sistema (3). 

Examinemos el j-ésimo componente de la malriz columna 4714, 
la cual es la única solución de la ecuación matricial (4) del siste- 
ma (3). Tenemos 


z,= Ay PbrAr jo bbnAnj 
[4] E 


A TM A A (—1)+3M»; Ez 
pd VA] == 


341 


81 +. aja Ds ja ++ rn 


day 033 »-- Ga jor O Ce, jo1 +» Lan 
e . to». - . dl . $ 
1.4] ¡AL 3 


lo que se trataba «de demostrar. 

La regla, de acuerdo cou la cual se determina la solución del sis- 
tema (3). leva el nombre de Cramer. inunciémosla. 

Regla de Cramer. Si el sistema (3) de n ecuaciones con n incógnitas 
es tal, que el determinante de su matriz básica no es nulo (A H 0), en- 
lonces el sistema tiene una solución única (%,. La, » » -, Tn), cada uno 
de cuyos componentes se determina por las fórmulas de Cramer, es de- 


Cir, Ej 7 de (i =1,2,..., n), donde A, es el determinante de la 
A El 


3 
matriz complementaria Á que se obtiene de la matriz básica A del 
sistema (3) sustituyendo en éste la j-ésima columna por la columna 
de términos independientes del sistema. 

Ejemplo. Resuólvase el sistema de ecuaciones 

En + JLo +- 2x3 == 

32, + 12 + 21,=2, 

10x, + 12x) + 81, = 4. 


El determinante de la malriz básica es 


¡E ME 
A=|3 1 2 |=-72%0, 
10 12 8 


Por consiguiente, el sistema tiene una solución única. Hallémosla, 
rigiéndonos por la regla de Cramer: 


13 2 NS 
A; = 21 2l=0 A, = 3 2 2|=36, 
4 12 8 10 4 8 
13 1 
10 12 4 
Por consiguiente, =% =0, ==>, 2 ==, es 


2> 4 
Cuando el determinante | A | de la matriz básica 4 del siste- 
ma (3) es igual a cero, la regla de Cramer resulta inaplicable. 
Pasemos ahora al estudio de Jos sistemas de m ecuaciones con n 
incógnitas. 


+. e . . ” > A 5 
decir, el sistema tiene una solución única:(0, == 5) . 
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Se denomina matriz ampliada del sistema de ecuaciones (1) una 
matriz que se obtiene por adición a la matriz básica A del siste- 
ma (1) de una columna de términos independientes que forma la 
última columna y se separa por una raya vertical, es decir. una 
matriz 


Cabe señalar que el rango de la matriz ampliada 4 no es inferior al 
rango de la matriz básica A del sistema (1). Para ser más exacto. si el 
rango de la matriz básica es ignal a r, y el rango de la ampliada es 
R. entonces r < ¿?. Al mismo tiempo es obvio que R< 5" -;- 1. 

La cuestión sobre la compatibilidad del sistema (1) se resuelve por 
el criterio de Kronecker— Capelli: el sistema (1) de m ecuaciones li- 
neales con n incógnitas es compatible si, y sólo si, el rango de la mutriz 
ampliada KB es igual al rango de la matriz hásica A del sistema (1). 

La demostración de este teorema no se aduce en esta obra, 

Supongamos que el rango de la matriz básica del sistema (1) es 
igual a r, con la particularidad de que | <7r < mín (mn, n). 

£n este caso cualquier menor distinto de cero de orden de la 
matriz básica del sistema (1) se llama menor principal. 

La resolución del sistema de ecuaciones lineales consiste en lo 
siguiente. Calculamos el rango de la matriz básica A del sistema (1) 
y de la matriz ampliada /. 

Si el rango de la matriz básica A del sistema (1) no es igual al 
rango de la matriz ampliada A, entonces, de acnerdo con el criterio 
de Kronecker—Capelli, el sistema es incompatible, es decir, el sis- 
tema (1) no tiene ninguna solución. Con esto se da por terminada la 
resolución del sistema (1). 

Si los rangos de las matrices básica y ampliada son iguales y 
equivalen a r, es decir, sí el sistema (1) es compatible, se toma cual- 
quier menor distinto de cero de la matriz básica de orden r y se 
consideran r ecuaciones cuyos coeficientes integran dicho menor 
principal, mientras que las ecuaciones restantes de sistema se despre- 
cian. Las incógnitas, cuyos coeficientes integran dicho menor pribes- 
pal se declaran principales, y las demás incógnitas, independientes. 
El nuevo sistema se reescribe de tal manera que en los primeros 
miembros de todas las ecuaciones quedan soto los términos que con- 
tienen r incógnitas principales; todos los demás términos de las ecua- 
ciones, que contienen (n — r) incógnitas, se trasladan a los segundos 
miembros de las ccuaciones. Luego, se hallan las incógnitas prin- 
cipales de acuerdo con la regla de Cramer. Es fácil ver en este caso 
que las incógnitas principales se expresan en términos de las incóg- 
nitas independientes, cada una de las cuales puede adquirir cualquier 
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valor numérico. Las soluciones obtenidas del nuevo sistema con r 
incógnitas principales se llama solución general del sistema (1). 

Atribuyendo a todas las incógnitas indopendientes ciertos valo- 
res numéricos, se hallan, a base de Ja solución general, los valores 
numéricos correspondientes de las incógnitas principales y, de este 
modo, se determina Ja solución de) sistema original de ecuaciones (1), 
la cual Heva el nombre de solución particular para los valores numé- 
ricos dados de las incógnitas independientes. Empleando el procedi- 
miento mencionado se puede obtener cualquier solución del siste- 
ma (4). 

Ejemplos. 1. Veamos el sistema 


9 — o 29 2427, 
21, +2 + 4t,—2x, = ¿ 
2, — 32, —62, =|- DL, = 0. 


E) rango de la matriz básica de este sistema es igual a dos, puesto 
que existe un menor de segundo orden, distinto de cero, de la matriz 
citada. por ejemplo 
» —1 


2 1 


=/, 


mientras que todos los menores de torcer orden son nulos. 

El rango de la matriz ampliada de dicho sistema es igual a tres, 
puesto que existe un menor de tercer orden, distinto de cero, dela ma- 
triz citada. por ejemplo 


3 —!1 7 
2 l llo<-35 
1—30 


De acuerdo con el criterio de Kronecker—Capelli, el sistema es 
incompatible, es decir, no tiene soluciones. 
2. xaminemos el sistema 


114 + 32¿—219=2, 
L¡ ¿Lo + La = 0, 
4x1, + 92 — 112, =2. 
El rango de la matriz básica de este sistema es igual a dos y el rango 


de la matriz ampliada es también igual a dos, puesto que, por ejem- 
plo, el menor de segundo orden 


73 e 
e -.. í 
lt —2 


de Ja matriz básica es distinto de cero, mientras que todos los me- 
nores de tercer orden de las matrices básica y ampliada son nulos. 
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Quiere decir, el sistema es compatible. 'P'omemos por el menor 
bid . 1 
principal, por ejemplo, el menor E a: Dado que la lorcera ecua- 


ción del sistema no contiene elementos de este menor principal, de- 
sechamos la tercera ecuación. Las incógnitas x, y ra las declaramos 
principales, pues sus cooficientes integran el menor principal; la 
incógnita zz la declaramos independiente. 
Obtenemos un sistema que es equivalente al de partida: 
11, +32) =2%,+ Za 


xy — 21 = —32a. 


ltesolvámoslo según la regla de Cramor: 


27,+2 | 
| —3r, __ —4r¿—44-92 Ig 4 4 
5 —11 Ñ e id a TA 
1 2r,+2 
e —3I1y e —21%9 — 2132 _ —23194—2 _ 23. 2 
SS | RSS Y == E 7 s +7 
Así pues, la solución general del sistema de partida representa una 


infinidad de colecciones (xr ¿tz x3) de la forma [| — St + 5 St+ 


-p e e), donde t cs un número real cualquiera. La solución par- 
í 


ticular de la ecuación de partida será, por ejemplo, una colección 
numérica ES =p 0) que se obtiene cuando t=0. 
3. ¿Para cuáles k será compatible el sistema de ecuaciones 
ro ky=3, 
kx + 4y = 0? 


Por cuanto r % 0, este sistema es compatible en dos casos: cuando 
A 40, y cuando R = r <= 1. Analicemos por eso dos casos. 


it 
hs 0, es decir, si k2 44, enlon- 
cos, de acuerdo con la regla de Cramer, el sistema tiene una solu- 
ción Única. 

Quiere decir, para cualquior k, a excepción de ke = 2y 4% == —2, el 
sistema cuenta con la única solución. 

b) Si R =r = 1, es decir, si 


1 k|_ [3 k|_ 13 
k 4 6 4| |k6 
es decir, si k = 2, el sistema cs compatible. 


Resumiendo, llegamos a que el esquema de partida es compatible 
para cualesquiera k, salvo para k = —2,. 


a) Si A 30, es decir, si 
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Analicemos un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógni- 
las ze y 


| ayt+ by =C;, (9) 


dat + bay ==Co. 


valiéndonos del criterio de Kronecker—Capelli. 
La malriz básica de esto sistema 


(sa, 
Q2 Dx 
tiene el rango r, con la particularidad de que 0 <r< 2. 


La matriz ampliada 
(s b, C, 
a, D, .) 


tiene el rango /?, siendo 0 <r< RA. Es obvio queer<R<r + l. 

Tiene lugar la siguiente afirmación. 

Sea dado un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas 
(9). Entonces: 

l. sir= 1H =0, es decir, si todos los coeficientes a,, o, bj, da, 
€,, ,Cg Son iguales a cero, cualquier par de números reales será la solu- 
ción del sistema C) 

2. sir=0, R=1, es decir, si ay =0, =b, =b23=0, y ci+ 
+ c¿ 40, entonces el sistema (9) no tiene soluciones, 

3. sir=: 4, R = 1, el sistema (9) tiene una infinidad de solucio- 
res, pero na todo par de números reales será su solución; 

4. sir=4, R =2, el sistema (9) no tiene soluciones; 

S. sir=2, R =2, el sistema (9) tendrá una solución única la 
cual puede hallarse por la regla de Cramer. 

Es válida también la afirmación inversa 

1. Si el sistema (9) tiene la única solución, entonces r = R = 2; 

2. si el sistema (9) no tiene soluciones, entonces r y R, es decir, 
obinr=0yR=4, 0obienr=dyR=20; 

3. si tado par de números reales es una solución del sistema (9), en- 
tonces r= R =0; 

4. si el sistema (9) tiene una infinidad de soluciones, pero no todo 
par de números reales constituye su solución, entonces r = R =1, 

Demostremos estas afirmaciones sólo para el caso en que ambas 
ecuaciones del sistema (9) son de primer grado, es decir, cuando se 
verifician las condiciones at + 540, af + bi +0. En este 
cuso cada una de las ecuaciones de dicho sistema define por separa- 
do una recta en el plano, donde viene dado el sistema de coordena- 
das 20y (véase el cap. 111). Esto nos ofrece la posibilidad de atribuir 
carácter geométrico a los razonamientos ulteriores en el análisis del 
sistema (9). 
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Teyrema. Sean dadas dos rectas mediante las ecuiciones 
aye + by —c, =0, 
Ggr => bay — q =0, (10) 


donde a, 4 62 X%0, y a+ b¿0. 

1. Para que dos rectas se corten, es necesario y suficiente que sea 

DE A 
2. Para que dos rectas sean paralelas, pero no coinculentes, es 
necesario y suficiente que sea r = 1, R = 2, 

3. Para que dos rectas coincidan, es necesario y suficiente que sea 
r=R=-=1. 

Demostración. Demostremos al principio la suficiencia de las 
condiciones. 

1. Sir =R = 2, el sistema (10) tendrá la única solución, la cual 
se encuentra con facilidad por la regla de Cramer, y esto significa 
que las rectas tienen un punto común, es decir, se intersecan. 

2. Sir =1, R = 2, el sistema (10), es incompatible, por lo cual 
las rectas no tienen puntos comunes, es decir, son paralelas y no 
coinciden. 

3. Sir=R=4, todos los menores de segundo orden de las 
matrices básica y ampliada son nulos, es decir, 


ay by C4b, 21€; 
=0, q =0. 
Q2 ba Ca ba %2 C2 
Estas condiciones pueden escribirse así: 
210, = b,%o, (11) 
cb, = b,Ca, (12) 
Q1Co —= Aytr. (13) 


Analicemos ahora todos los casos que pueden tener lugar. 

a) Si a, = 0, entonces b, + 0, puesto que a, + bi +0. En este 
caso de (11) se deduce que 4, = 0, y por cuanto az + bi 34 0, tene- 
mos b, + 0. Do (12) encontramos que = A = Q, y las ecuaciones 

1 
de las rectas toman la forma 


b(y—0a)=0, ba (y —0a)=0. 


Ya que b, 40 y ba +0, de aquí se desprende que estas rectas coin- 
ciden con la recta y — qu = 0. 

b) Si b; = 0, entonces a, +50, y de (11) se deduce que ba = 0 
(con la particularidad de que a, 0). Entonces, de (13) tenemos 


C Co , . , 

= 2= f, y por esta razón las ecuaciones de las rectas tomarán 
1 2 

la forma a, (1 — B) =0, a, (1 — fi) = 0. Por cuanto a, £ 0, a, 6 

>< 0, de aquí se desprende que estas rectas coinciden con la recta 


z—B=0. 
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c) Si a,320 y b,+0, de (11) se deduce que == 1 y de 
1 


(12) y (13) se desprende que == Ca c,. Ve coste modo, 
1 


obtenemos que 4, += Y, dy = yb,. ca == ye,, por lo cual las ecuacio- 
nos de las reclas tomarán la forma 


ar +by—c,=0, y (0,1 + ly —c,) =0. 


Por cuantu y 70, de aquí se desprende que estas rectas coinciden. 

Demostremos ahora la necesidad «de las condiciones. La demos- 
tración se realizará por reducción al absurdo. 

1. Supongamos que las rectas se cortan. Demostremos que r == 
= R = 72, Si resultara quo r = 1, /f = 2, entoncos, según lo demos- 
trado, Jas reclas sorian paralelas y no coincidentes. Si resultara que 
r= R =ú, entonces, según lo demostrado, las rectas serían coin- 
cidentes. 

Por consiguiente, r == R == 2, 

2. Supongamos que las rectas son paralcolas. Demostremos que 
r=1, li = 2, Si resultara que r = A = 2, entonces, según lo de- 
mostrado, las rectas se cortarían. Si resultara quer = R = 1, enton- 
ces, según Jo «deroostrado, las rectas serían coincidentes. Por const- 
guiente, r=1, R =2. 

3. Supongamos que las reclas coinciden. Demostremos que r = 
= / = 1. Si resultara que r = /1 —= 2, entonces, según lo demostra- 
do, las rectas serían paralelas. Por consiguiente, r = Hi = 1. El teo- 
rema queda completamente demosLrado. 


Ejercictos 
PS , fl = = € z ¿4 BH, — (3, 
1. Sea A Ds E 413): Pállense 448, A 


24+3B, 31—2B. 


12 4 021 
2. Jlúllegsc una matriz €, 3i A= (o 4 o) ,B= —10 3)ya+ 
23 —1 034 
+20 =3B. 


10-14 —20 
3. Hállense log productos 48 y BA, si A= (o 1 0) p-( 3 ) 
—4 1 


1 > . Jlállenso todas las matrices X 


00 


conmutables con A, es decir, aquellas, para las cuales AX = XA, 

5. Una matriz S = ak, donde £ es la matriz unidad de n-ésimo orden y %, 
un número, recibe el nombre de matriz escalar. Demostrar que la matriz escalar 
S es conmutable con cada matriz de orden r, es decir, si A es una matriz de or- 
den »r, entonces SA = AS, 


4. Seca dada una matriz A= 


_ (cosf —sen B 


0 ! ano 4 [03% —50U Q 
6. Muéstrese que las matrices 4= ( ) 0 (ap cos $) 


sena Cosa 
son conmutablos. Hállesc su producto, 


348 


7. Hállense todas las matrices cuadradas /, para las cuales AB=0, 


8. Hállese la forma general de Ja matriz 4 de tercer orden, para la 


010 
cual o 0 1) 0. 
000 


| 10 
a sens _ 9) £=(p1)- Muéstreso que JS —8, E2=8, 


10. Sean dados un polinomio P (x=2—3x26 y una matriz A= 
=| e _ Hállese P (4)= A2—54 + 6E. 
Escríbanse las malrices transpuestas para las matrices (14 ... 14): 
4, 04 
il. A=(21 3); 12 P= (1). 13. c=( ): lá. Ds 


3, 34 
1 02 
-(s 1), 
2 —1 1 


15. Compruébese el cumplimiento de la propiedad de transposición en 
el ejemplo de las matricos A= h 0) : pm(_) 5) ; 


16. Muéstrese que al mulliplicar por la izquierda la matriz B= 


010 
(1 00) por una matriz arbitraria A de lercer orden se cambian de 
001 


lugar las primeras dos filas de Ja matriz A. Establézcase qué sucode al multi- 
plicar por la «derecha. 


001 
por una matriz arbitraria 4 de tercer arden, Ja 20 fila de la matriz A queda 
multiplicada por «. Establézcase qué ocurre al multiplicar por la derecha. 

t0a 
18. Muéstrese «que al multiplicar la matriz cu(o 1 o) por una ma- 
001 
triz arbitraria A de tercer orden a la derecha se agreza a la primora columna de 
la matriz A la tercera columna multiplicada por a. Establezcase qué ocurre al 
multiplicar por la izquierda. 


100 
17. Muéstreso que al multiplicar por la izquierda la matriz p=(o a ) 


Calcúlense los determinantes (19 .. . 25): 
1, 12 3 4420. 1 2 5 | 21. a 1 a(22. ¡1 6 4 
3 —2 1 3 —4 7 —1 a 1 0, 01. 
/ 2 3 3 12 —i5 an —1 q db b 
23. la 1 a[24. Ja —« al 25. a — 1 3 —1 
0 -—a —1 a a —al. 14 4 —2 4 
a iÍ —a a —A —€ 3 2 —1 31" 
a ii —2 


Hállese el rango de la matriz (26 ... 28): 


26, 2 —1 5 6 27, 1 O —12 
al 1 3 5) n= —1 -11) 
it 541 —3 2 —1 13 


12 
28. cms o) 
30 


29. Ccorciórese de que para A= (: a) , 8i JA =ad—cb +0. entoncos 


1 d —b 
e) PEA: REA 
ñ ad—be es a) 
34 1 
30. Hállese la matriz inversa 471, sí 4= E 3 41]. 
ene 


31. Demuéstrose que si las matrices 4 y B son conmutables, lo serán tawm- 
bién las matrices inversas A* y B-, 


32, Cerciórese de que (18)71=A71B-1, si d= le :) LS (> 1) ; 


Resuélvase el sistema do ecuaciones (33... 40): 


: 52, —313=7, 
o ranianza. 3 (e pla, 
a 2, 413 = —2. 
—2, +2 +31,=0, 2r—¿4y +1=1, 
35. 2, — 412 —13r,=0, 36. —2y +41=3, 
—3r, + 513 + 4730. 3—y+ó52=20. 
2+2y+33=3, 47, -F5zy=06, 
31, fra 38. ls —6bry= —2. 
32+3y+22= 10. nl di 3, 
34-244 32=4, ¿r—3y+2—2=0, 
39. [eco tema 40 r+ Sy —434-5=0, 
dIi+y—23=1. har y—3244=0. 


CAPÍTULO 


XI 


NÚMEROS COMPLEJOS 


Al estudiar los números reales hemos señalado que en el conjunto 
de números reales no se puede encontrar, por ejemplo, un número 
cuyo cuadrado sea igual a (—1). Para que los problemas semejantes 
sean resolubles, el concepto de número se hace más amplio introdu- 
ciendo en el análisis los números complejos. 


S 1. Concepto de número complejo 


Sean dadas las expresiones del tipo a + bi, donde ae y b son nú- 
meros reales e ¿, cierto símbolo cuyo sentido y relación con el número 
real b, al igual que el sentido del signo «4» que une a y db, serán 
aclarados más abajo. Introduzcamos las definiciones de igualdad, 
suma y producto de tales expresiones. 

Las expresiones a + bi y c + di se consideran ¿guales, si, y sólo 
si, a =c y b = d simultáneamente. La igualdad entre las oxpresio- 
nes a + bi y e + di suele escribirse en la forma a + bi =e + di. 

De la definición de igualdad se deduce que dos expresiones a + 
+= bi y e + di son diferentes, es llecir, a + bi 4c + di, si se cumple 
por lo menos una de las desigualdades a 4co bd. 

Observación. De todos los signos de desigualdades, a saber, 
H, <, >, <, > para las expresiones del tipo a 4- bi se emplea so- 
lamente el signo +. 

Se llama suma de las expresionos a + bi y c + di la expresión 
(a +) + (b + d) ¿. La suma de las expresiones a 4- bi y c + di 
suele designarse por (a + bi) + (c -+ di), es decir, por definición, 
(a + di) + (e + di) = (a + e) + (bd) í. 

Se llama producto de las expresiones a + bi y e + di la expre- 
sión (ac — bd) -- (ad 4 bc) i. El producto de las oxpresiones a + bi 
y € + dí suele designarse por (a + bi) (c + di), es decir, por defi- 
nición, (a + bi) (c + di) = (ac — bd) + (ad + be) ¿. 

El conjunto de todas las expresiones del tipo a + bi, quese dis- 
tinguen, se suman y se multiplican de acuordo con las defini- 
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ciones recién enunciadas, recibe el nombre de conjunto de números 
complejos, y cada elemento de dicho conjunto, es decir, la expresión 
« + bi, se denomina número complejo. 

El número complejo a + bi se denota frecuentemente con una 
letra, por ejemplo, con Ja letra z. En tal caso se escribe z = a + bi. 

Sean dados los números complejos 2, — A, -+ dyi, 22 = 4, + dal, 
Zg == a + bal, ..., Zn — Gn + dpi. Para determinar la suma de 
los números complejos 2,, Za, 23. - - -, Zn. es necesario hallar la suma 
de los primeros dos números, luego a la suma obtenida añadir el 
tercer número, a esta última suma adicionar el cuarto número, etc, 
hasta que £€e agoten todos los sumandos. De modo análogo se deter- 
mina también el producto de varios números complejos. 

Si un número complejo z figura como factor n veces (n > 2), el 


producto 22... 3 recibe el nombre de n-ésima potencia (n > 2) 


a 
n Veces 
del número z y se designa con 2”, es decir, por definición, 
22...2=12", 


n veces 


Además, por definición, zl = z. 

Demos a conocer las leyes principales de adición y multiplica- 
ción de los números complejos: 
> Zy + Za = 22 + 2, (conmutatividad de la adición); 

D) (2, + 22) + Za = 21 + (22 — 24) (asociatividad de la adición); 

C) 2,22 = 222, (conmutatividad de la multiplicación); 

d) (2122) 2g = 31 (2223) (asociatividad de la multiplicación); 

e) (2, + 22) Za = 2,23 + 2223 (distributividad de la multiplica- 
ción respecto de la adición). 

La validez de estas leyes se desprende de la definición de suma y 
de producto de los números complejos y de la validez de las leyes 
análogas para la adición y multiplicación do los números reales 
(omitimos la comprobación de su validez). 

Para las oporaciones de adición y multiplicación de los números 
complejos se introducen las operaciones inversas respecto de ellas. 

Se denomiva diferencia de los números complejos z, y 2, un nú- 
mero complejo 2, tal, que, siendo adicionado a z,, da 2;. 

Mostremos que para cualesquiera números complejos z, = a, + 
+ hi y zo = 04, + bai la diferencia entre ellos z, = 2, — 2y existe, 
es única y se calcula según la regla 27 = (a, — as) + (b, — dy) l, 
es decir, existe el único número complejo zy, = x + yi, el cual, siendo 
adicionado a z,, da 2,. Por definición de suma de los números comple- 
jos tenemos zz -l- 27 —= (4, 4 2) = (bo +- y) ¿. Por definición de 
igualdad entre los números complejos; los números z, y Za — Zg $0n 
iguales si, y sólo sí, se verifican simultáneamente las igualdades 


da HF i=4, ba + y =b,. 
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Los números z o y se determinan siempre a partir de costas igualdades 
y, además, de un modo único: x = a, — Gs, y = b, — bo, es decir, 
existe el único número complejo 27 = (4, — ts) -* (b, — da) ¿ el 
cual será precisamente la diferencia entre 2, y 2»- 

Se denomina cociente de la división de un número complejo z, 
por olro número complejo z, tal, que z3 53€ 0 -+ 0%, un número com- 
plejo 27 que, siendo multiplicado por zz, da 2,. 

Se puede mostrar que para cualesquiera números complejos 7, = 


a, +bdji, 22 =42 + dai (2, Y 04-01) el cociente ]z, = ES — existo, 0S 
único y se calcula según la regla Ñ 
143 +b1b7 


e bjag—4 yb, . 
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Esta igualdad aquí no se demuestra. 

Veamos los números complejos de la forma « -/- Óf. Cada número 
de esta índole se acostumbra considerar como un número real a, es 
decir, todo número de la forma a -- 0 se idenlifica con el número 
real a. Los números a y a -p Ól no se distinguen corrientemente e 
incluso suele escribirse la igualdad a + 0 = a. En particular, no 
se distinguen los números O y O -F Ol, el número O 1 O: también 
se denomina cero y se escribe O + 0í = 0. 

Veamos ahora los números complejos de la forma O |- bi. Es cos- 
tumbre denotar tales números simplemente con bi y escribir la igual- 
dad 0>+bi= bi. En partienlar, un número complejo O + ti se 
acostumbra denotar simplemente con ¿ y escribir la igualdad 0 + 
+ 41 = ¿, El número complejo i se llama unidad imaginaria. Mostre- 
mos que la unidad imaginaria posee la propiedad de que ¿2 «= —4, 
En efecto, en virtud de los convenios asumidos se ero las si- 
guientes igualdades: ¿? = (0 + 1i) = dl -- 17):(0 | 12) = (0-0 — 
— 1-1) + (0-1 + 1-0) i = = —1 + 0 = — 

Los números complejos del tipo O -- a se denominan nrmeros 
imaginarios puros. 

De acuerdo con los convenios asumidos, cualquier número ima- 
ginario puro bi representa el producto de dos númoros complejos: 
del número b y de la unidad imaginaria ¿. Electivamente, 


(b + 08) (0 — 12) = (9-0 — 0-1) + (0-1 4 0-0) ¿ = 
== 0 + bi = bi, 


Cualquier núroero complejo a + bi represen ba la suma de dos 
números complejos: del número a y del número imaginario puro bi. 
En efecto, (a + 07) + (0 + bi) = (a + 0) — (0 + 0) ¿ = a -> bi. 

De la definición de operaciones de adición, sustracción y multi- 
plicación de los números complejos se deduce que dichas operaciones 
pueden realizarse según las reglas que rigen las operaciones sobre 
log polimonios (véase el cap. 11), sustituyendo ¿2? por —1, y reuniendo 
después los términos que contienen ¿ y los que no la contienen, 


Ejemplos: (24 3) —4 + (7 — 130) + 41 = (24 +7) + 
+ (3 —13+4i=5— 6t,; 


(4 5) + (1 + yl) —(a —bi)=(4+x—a)+(53+ 
+ y + bd) i; 

(A + di) (1 + yi) = ax + ayi + bxi + byi? = (ax — by) + 
+ (0y + b2) i; 

(2 40 (7 —i) = 14 — 21 + 28: — 4? =18 + 26%, 


Sean 2, y z¿ unos números coraplejos cualesquiera y r, un número 
natural cualquiora. Valiéndonos de las reglas para las operaciones 
con los números complejos, podemos demostrar con facilidad la va- 
lidez de las lórmulas de multiplicación reducida: 


(212) =2 + Ortiz Cal a. Ora ho +23; 
R 7 A — .. - ? do 
21—32= (142%) 07 42 ai ea 2373), 
y, en particular, de las fórmulas 
(2, + 232) = 2 E 222 + 2); 2 — 23 = (2, + 22) (2, — 22). 


Interpretación geométrica de los números complejos. Supongainos 
que en un plano está dado un sistoma rectangular de coordenadas. 
A todo número complejo z = 
Mia,o) y == 4 + bi le pondremos en co- 
rrespondencia un punto en el pla- 
no, cuyas coordenadas son a y ), 
es decir, el punto M (a, b) (fig. 
192). ls fácil ver que entre el 
conjunto de números complejos 
y el conjunto de puntos en el pla- 
no se ha establecido, de este mo- 
Fig. 193 do, una correspondencia tal, que 
a todo número le corresponde 
solamente un punlo y que a números distintos les corres- 
ponden distintos puntos. En el plano, además, no hay punto que no 
corresponda a cierto número complejo. Quiere decir, entre el con- 
junto de números complejos y el conjunto de puntos en el plano se 
ha establecido una correspondencia biunívoca y por eso podemos con- 
siderar que el númoro complejo z = a -+ bi es un punto en el plano 
con coordenadas (u, b). 

So llama módulo del número complejo z=a+bi un número 
real r=|2| =Y a3+ 62, 

Por cuanto al número complejo 3 -= a + bi se le puede poner en 
correspondencia un punto .17 del plano con coordenadas a y b, enton- 
ces, al módulo del número complejo se le puede atribuir el siguiente 
significado geométrico: | z | es la distancia entre el punto corres- 
pondiente 17 (a, b) y el origen de coordenadas. Veamos los siguien- 
tes problemas. 
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4. Hállese el conjunto de puntos de un piano que correspoden a 
los números complejos z tales, que | 2 ] = 1. 

De conformidad con el significado geométrico del módulo de un 
número complejo, se trata de los puntos cuya distancia hasta ol 
origen de coordenadas es igual a la unidad, es decir, de los puntos 
dispuestos en la circunferencia de radio igual a la unidad con centro 
en el origen de coordenadas (tig. 193). 

2. Hállese cl conjunto de puntos de un plano que corresponden a 
los números complejos z tales, que 2 X< ]z]<3. 

De acuerdo con el significado geométrico del módulo de un nú- 
mero complejo, se trata de los puntos dispuestos en el interior de un 


¿£l2|<3 


Fig. 193 Via. 194 


anillo formado por las circunferencias de radios 2 y 3 con centro en 
el origen de coordenadas, incluida la circunferencia de radio 2 
(fig. 194). 

J31 número complejo z = a + bi puede considerarse como un veoc- 
tor z, cuyo origen se ubica en el origen de coordenadas y el extromo, 
en cl punto M (a, b) que expresa dicho número (véase la fig, 192), 
En adelante, al hablar de los vectores que expresan los números com- 
plejos, supondremos que el origen de dichos vectores se dispone en el 
origen de coordenadas. 

Veamos cómo se ilustran geomélricamente la adición y la sustrac- 
ción de dos números complejos z, =4 -e bi y z, 0 di en el 
caso cuando tros puntos O (0, 0). M, (a, b) y Ma (c, d) no se disponen 
en una misma recta. 

Sean dados los números 2, = 4 + bi, 2, =0 |- di y za =(a--0c)-- 
— (b + d) ¿. Examinemos el vector z,, cuyo exlremo se ubica en el 
punto M, (a, b), el vector z, con su extremo en el punto *M, (e. d) y 
el vector z, con extremo dispuesto en el punto M, (a -+ ce, bp d). 
El vector z¿ cs la diagonal del paralelogramo OM, WM,M, (fig. 195). 
Por cuanto el número z, es la suma de los números z, y 2y, de aquí se 
desprende que la adición de dos números complejos puode interpre- 
larse geométricamente como adición según la regla del paralelogra- 


9) 


mo de los vectores Z, y 23, cuyos orígenes se encuentran en el origen de 
coordenadas, y los extremos, en los puntos M, (a, b) y May (c, d) 
que expresan dichos números. 

Los vectores quo expresan los números complejos 2 = a + di y 
(2) ++ —a — bi se disponen simétricamente con relación al origen 


Mole; het) 


ig. 195 Pig. 196 


de coordenadas, puesto que los extremos de estos vectores es decir, 
los puntos M (u, b) y N (—a, —b) son simétricos con relación al 
origen de coordenadas (fíg. 196). 

Sean dados los números z, = a + bi y za = e — dí. Estudiemos el 
vector z,, cuyo extremo se dispone en el punto MY, (a, b), y el vector 


1 Iz-d=27 


] 


Fig. 197 Fig. 198 


Z2 Con Su exbremo dispuesto en el punto 37, (c, d) (Lig. 197). Cons- 
truyamos sobre dichos vectores el paralelogramo (217, M¿M;¿. Veamos 
el vector (—2,). cuyo extremo so dispone en el punto M, (—c, —d). 
Al sumar los vectores z, y (—z,) según la regla del paralelogramo, 
obtenemos su sunia, el vector 2,, cuyo extremo se dispone en el punto 
WM, (a — €, b — d). Es evidente que la longitud del vector z, es igual 
a la del segmento 344,M,. Por cuanto la longitud del vector z, es igual 
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alz]=]2—221, de aquí se desprende que la longitud de la 
diagonal M,M, es igual a |z, — 22 | y el módulo de la diferencia 
entre dos números complejos 3, y z, representa la distancia entre Jos 
puntos M, y M, que representan dichos números, 

Tal interpretación geométrica de la suma y del módulo de la 
diferencia entre dos números complejos se emplea con frecuencia en 
la resolución de los problemas. 

Ejemplos. 1. Hállese el conjunto 
de puntos del plano que correspondan 
a los números complejos z tales, que 
se verifique |z— il] =|2+2|. 

La distancia de los puntos busca- 
dos a los puntos, corrospondientes a 
los números complojos ¿ y (—2) son 
iguales, Quiere decir, el conjunto hus- 
cado consta de los puntos de una recta 
que es perpendicular al segmento que 
une los puntos (0; 1) y (—2; 0) y que 
pasa por el centro de este segmento 


. Fig. 199 
(fig. 198). E 

2. Flállense los puntos 2, que Sa- 
tisfacen la condición |z—=1|l=]|]z>—2]|=J|2—(¿l. 


Los puntos, correspondientes a los números 1, 2 y í, forman un 
triángulo. Solamente un punto satisface la condición del problema, 
a saber, el centro de la circunferencia circunscrita do dicho triángu- 
lo. Por cuanto el punto mencionado es equidistante con respecto 
de los puntos (1; 0) y (2: 0), entonces su coordenada es 


3 Ane 
x=-5, Y por ser equidistante de los puntos (1; (0) y (0; 1), enton- 


3 . e .p e 
COS Y=1==, US decir, la condición del peoblema la satisface el 
8 e Ñ y 3 3 . * 
Único númoro ¿== +37 i (fig. 199). 


Se denomina argumento de un número complejos = a -(- bi, dlis- 
tinto de cero, cualquiera de los números q que representan la solu- 
sión del sistema «de ecuaciones 


a 
COS ( = ——=== 
CY" 


b 
l Sen 1. = TO . 


Para el número z = O el argumento no se dotormina. Jól sistema dado 
tiene una infinidad de soluciones (puesto que en el plano de coorde- 


* Aa 
nadas el pat de numeros (= 


Vaj? Yyaspo 
circunferencia unidad), con la particularidad de que si q, es una de 
ías soluciones, todas las demás solnciones se obtienen a partir de 


] define un punto de la 


NO / 


ésta última por la fórmula q = qe -- 21%, donde k es un número 
entero cualquiera. De este modo, todo número complejo z 5 O cuenta 
con una infinidad de argumentos que se diferencian uno del otro en 
un número múltiplo de 2x. 

Se llama argumento principal de un núnero complejo z = u + 
— bi +0 cl argumento de éste elegido en el intervalo [0,271) y se 
denota por arg z. 

El argumento de un número complejo z tiene el siguiente sigui- 
ficado geométrico. Si un número complejo z = «u + bi sy O se consi- 
dera como un vector z cuyo extremo se dispone en el punto MY (a, db), 
entonces la magnitud del ángulo q, al cual se debe girar en el sen- 
tido contrario a las agujas del reloj el eje positivo Ox hasta que 
coincida éste por primera vez con 
el vector z, es precisamente el ar- 
gumento principal del número com- 
plejo 2 (véase la fig. 192). La mag- 
nitud de cualquier ángulo que di- 
fiere del argumento principal arg z 
en un número entero de ángulos 
completos será también argumento 
del número cu consideración z, 

Ejemplo. Fállense en un pla- 
no los punlos z que satisfacen la 
condición 5 <X arg ¿<E, 

Todos los puntos dispuestos en 
un rayo cualquiera que parte del 
origen de coordenadas tienen un 
mismo argumento principal, razón 

Fig. 200 por la cual la condición del pro- 

i blema la satisfacen todos los puntos 

de aquella parte del plano que se dispone entro los rayos que parten 

del origen de coordenadas bajo los ángulos . y, como también por 
los puntos dispueslos en el primer rayo (fig. 200). Ñ 

Números complejos conjugados. Un número complejo z = a — bi 
se denomina conjugado del número complejo z =: a + Di. _ 

De acuerdo con las fórmulas de multiplicación reducida, 22 = 
= (a + bi) x (a — di) = a? — (bi)? = a? + 02, 

Esta propiedad de los números complejos conjugados permito re- 
ducir la operación de división de un número complejo z, por otro 
número complejo z. (z, + 0) a la multiplicación de los números com. 
plejosz, y z2. En efecto, sean 2, = a, + dyi, 22 = 47 + Del y 22 0, 
entonces 
Zy 22 it -Edy8) log—bal) _ ayaz—uybziH byjagt— bybgi? E 
2 a +0 Ñ +03 

— Aita+bibo E Piaa—aybz ; 
== iS 
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245 (24 0(4+0) _ 84244 7, 56. 
¿oi (44D Y 1624 — 


Por definición, si 2340, tenemos 22= 41; si z + 


Ejemplo. 


» 7 4 
número natural, entonces z =p. 


Ejemplos. 1. (24+-¿)=4; 


y 4 1 1 1(3—48 
2 — A A PD TO AA 
3. (2+1) Ty 7 TR BA TO BOBA 


9416" 25 25 

Es fácil ver que un número conjugado del número z es el número 
z, es decir, z = z, y, por eso, los números z y 350 llaman reciprocamen- 
le conjugados. . En la interpretación geomé- 
trica de los números complejos los recípro- 
camente conjugados representan puntos si- 
métricos con relación al eje real Ox (fig. 
201). Aportemos una serie de propiedades 
de los números recíprocamente conjugados. 

a) |z|=]|2]. 

Efectivamente, Izl = Vary b?, z| = 
=Vua HEnD?=YV a+ B?, es decir, |z] = 
= ]z 

) Si 2 =a, donde a es un número Fig. 201 
entero, entonces 7 =2, Arg 2 =AMgZ. 

c) Si z>% z, entonces arg z = 21 — Arg 2. 

En efecto, si q es una solución del sistema de ecuaciones 
E E 
Vaig 
a 
Vaso? 


cos q = 
sen p = 


entonces el número q, = 211. — q es la solución del sistema de ecua- 
ciones 


COS == 
—b 
sen q. = EA 


d) 12] =V z2 
En efecto, por cuanto  J|z|= Ve+P, y como 22= 
=(a-+ bi) (a—bi) =a?+b?, entonces p2]=V zz. 
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c) La suma y el producto «de los números recíprocamente conju- 
grados es un númeco real. 


En efecto, si z == a + bi, entonces z + z = 2a (un número real) 
y zz = a 13 (un número real). 

f) Un número conjugado de la suma de dos números complejos 
cualosquiora es igual a la suma de los números conjugados de los 
sumandos, es decir, 2, +2 =2, +Z,. 

lin efecto, si 23, => 4 + bie, 2 =c + di, entonces q le Zs = 
= (a — di) -7 (0 — di) = (a + 0) —(b4+d) i=l(a + c) 4(b + d) i]= 

= 2) + 22. 

g) Ún número conjugado del producto de dos números complejos 
es igual al producto de los números conjugados de los factores, es 


decir, 2,2. = 2,2). 

En electo, si 2, =4 y bl, 2 =c -L di, entonces 2,2¿ = (ac — 
— bd) -|- (ad A- de) £ e (2,22) = (ac — bd) — (ad + be) il, y 2,23 = 
== (a — hi) (0 — di) = (ac — ba) + (—ad — he) i= (ac — bd) — 
— (ud + bc) [, Os decir, 2,2. = Z,Za. 

h) Un nómero conjugado de la diferencia centro dos números com- 
plejos es igual a la diferencia entre los números conjugados, es decir, 
(2, — (2, — 29) = Si “— La. 

La A ogielad h) so demuestra igual que la f). 


¿ . 2 
¡i) Si z2%0, enlonces (5) =4. 


La propicdad i) se demuestra igual que la g). 

3) Un número conjugado de la n-ésimao potencia de un número 
complejo z cs igual a la n-ésima potencia del número conjugado de z, 
es decir, (2”) == (2), donde rn es un número natural. 

NDemostremos esta propiedad por el método de inducción matemá- 
tica. Cuando r == 1, el teorema es obvio. Supongamos que es tam- 
bién obvio para n = £, es decir, admiitamos que se verifica la igualdad 
(2%) =(2)*, y demostremos que (2*1) == (2)"*1, En efecto, (2**1) = 
= (7.2). le acuerdo con la propiedad g) de los números conjuga- 
dos tenemos (22) =(2*2) 2. Valiéndonos ahora de la suposición de 
que »n=k, obtenemos (24) 2=(2)%3 =(2)*91, y la propiedad j) que- 
da demostrada. 

Como corolario de las propiedades demostradas más arriba (f, 
h, j) obtenemos la validez de la siguiente afirmación. 

Si un número z viene expresado en términos del número complejo x 
con ayuda de la suma y la diferencia de las potencias naturales del últl- 
mo, entonces, sustituyendo en esta expresión el número a por el número 


conjugado de él, a, obtenemos el número z, que es conjugado del núme- 
ro 2. 
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S 2. Forma trigonométrica 
de los números complejos 


Sea z = «4 + bi un número complejo distinto de cero. Designemos 
con r el módulo de este número y con q, uno de sus argumentos. 
Entonces, el número z puede ser escrito en la forma 


z =y (cos q + 1¿son (). (1) 


El segundo miembro de la igualdad (1) recibe cl nombre de forma 
trigonométrica del número complejo z. 

La forma trigonométrica de un número complejo distinto de cero 
está definida de modo unívoco: es la notación del número complejo z 
en la forma (1), donde r es un número positivo igual al módulo del 
número 2; el coseno y el seno se toman do un mismo ángulo q, que 
es igual al argumento del número z, y, además, entre el cosono y el 
Seno se pone el signo más, 


Está claro que los números complejos dados a continuación están 
scritos no en forma trigonométrica: 


+ Tis =>); =— s> +i¿sen=H); 

2, 23C08-7 Fisen(an—=-); 2 ¿(cos ¿sen ); 
TY ] T Y ; TT 
23 =S0N 7 +1008 55 24=008 7 — ¿sen 7. 


La forma trigonométrica de estos números complejos es la si- 
guiente: 


áxn áast 
2, =00S -7 -+ ¿sen + == (cos <= + ¿sen +); 


—T ”y 


, T. e Truo.. ¿JT 
23 =C05 y Pi sen EX Z¿ =C05 E -- T Sen “+ 
Las operaciones de multiplicación, división y elevación a poten- 
cia entera con los números complejos se realizan con mayor como- 
didad, si dichos números están escritosea la forma trigonométrica. 
Teorema 1. El módulo del producto de dos números complejos es igual 


al producto de sus módulos, y el argumento es igual a la suma de los 
argumentos. 


Demostración. Sean dados los números complejos 2, -= r, (cos q,-+- 
+ ¿sen Qu) y 22 = ra (cos pa -+ ¿sen pa). Analicemos el número 27 = 
= 2,22. Aplicando las reglas quo rigen las operaciones sobre los nú- 


meros complejos y, además, las fórmulas para el coseno y el seno 
de la suma de dos ángulos, tenemos: 


Zg = Zq2g = lr, (00s q+ ¿sen ql Ira (cos pa + ¿sen qa)] = 
= rro Í[(cos q, + ¿sen py) (cos pa, + ¿sen p,)] = 
= rr, Í(C0S (, COS (pa — SEN (y SON pa) E (sen «p, cos qa + 
+ cos q, sen q.) ¿] = r,ra [cos (q, + 
+ 2 + ¿sen (p, + p.)). 
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Así pues, Za = Tr, [cos (q, + (pa) + ¿sen (q, + Qs)1, es decir, 
el número z, está escrito on la forma Llrigonométrica y su módulo es 
igual a r,r,, mientras que su argumento es (q, + qa), lo que de- 
muestra el teorema. 

Teorema 2. f£ól módulo del cociente de dos números complejos 2, y 
Za (24 + 0) es ¿igual al cociente de sus módulos, y el argumento es igual 
a la diferencia entre los argumentos. 

Lu domostración de este teorema es semejante a la del teoroma 1, 
se debe solamente multiplicar con anticipación el numerador y el 


: . Z . 
denominador del cociente —] por (cos (2, — 1 sen o). 
4 


Teorema 3 (fórmula de Moivre). Sea z un número complejo cual- 
quiera distinto de cero y sea n cualquier número entero, en este caso 
tenemos 


2" == [r (cos q + ¿sen p)” == r” (cos np +- i sen no). (2) 


Demostración. 1. Para cualquier n natural demostremos osta 
fórmula por el método de inducción matemática. 

Cuando » = 4, la lórmula es justa. Supongamos que la fóvmu- 
la (2) os también justa para n = k, es decir, admitamos que se veri- 
fica la igualdad 


2" = lr (cos p — ¿sen p)? =5* (cos kqp -E ¿sen q). (3) 


Demostremos que la validez de la igualdad (3) prodelermina el hecho 
de que la fórmula (2) se verifica también para n = k -'- 1. Aplicando 
la fórmula (3), las reglas que rigen las operaciones sobre los números 
complejos y las fórmulas para el seno y coseno do la sima de dos 
angulos, tenemos 


hal ez == [ro (cos he + i sen kq)] [r (cos p + ¿sen q) = 
SS pk +1 [(cos ky cos p — sen Ko sel q) + ii (sen k (p COS q “P 


+ cos ku sen q) = + [cos ( + 1) y + ¿sen (« + 1) epl, 
es decir, la fórmula (2) queda demostrada para n = 4 + 1. Por con- 
siguiente, según el método de inducción matemática Ja fórmula (2) es 
válida para cualquier r natural. 
2.Sin-=0 y 20, entonces, por definición, 2% = 1, por lo 
cual 32 = 1- (cos Op -- ¿sen 04), es docir, Ja fórmula (2) es justa 
para n =0. 
3. Sea n -- —1. Aplicando la definición de potencia con expo- 
nente entero negalivo y el teorema 2, Jlegamos a que 
e cos O !-¿senó 1 , Esa, 
z NT a e -+isen (+ 4)1. 
es decir, para n =: —1 la fórmula (2) es válida. 
4. Seca n un número entero negativo cualquiera, entonces » = 
= —m. donde m = |n | es un número natural. Aplicando primera- 
mente la definición de potencia con exponente entero, y luego, la 
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validez de la fórmula (2) para n = —1, al principio, y después para 
cualquier m natural, tenemos 


n 


(A : E a 
Ñ =( 7) = (otrora) Ñ 
1 l m 
= (1008 (—q) + ¿sen(—q1)" 
e ” [cos (— mp) + ¿sen (—mq)| =r” (cos mp + i sen ng). 
y 


Así pues, la fórmula (2) os válida para cualquier n entero. El teorema 
está demostrado. 

He aquí un ejemplo de aplicación de la fórmula do Moivre. Cal- 
culemos sen 3x y cos 3x a través de son z y cos x. Según la fórmula 
de Moivre, 


(cos z 4- ¿sen x)? = cos dz + ¿sen Ju. 
Al mismo tiempo, de acuerdo con la fórmula del binomio de Newton, 
(cos x + ¿sen 2)? = cos? x + i3cos? x sen z + 3 cos z (i sen x)24 
+ (i sen x)? = (cos? x — 3 cos x sen? x) + 1 (3 cos? x sen x= — sen?.), 
Así, según la regla do igualdad de los números complejos, tene- 
mos 
sen 34 =3 cos? z sen z — sen? a, cos3a = cos? x — 3 cos x sen! z, 
Aplicando la identidad trigonométrica fundamental, podemos 
escribir estas fórmulas en la forma: 
sen 3x = 3 sen x — 4sen? z, cos 3x = 4 cos x — 3 08 z. 
Observación. Estas mismas fórmulas se han obtenido en el cap. Y 
con ayuda de otro método. Haciendo uso de las iórmulas de Moivre y 
del binomiio de Newton, podemos calcular cos nz y sen nz para cual- 
quier número natural n, 


La forma trigonométrica de los números complejos permite de- 
mostrar las propiedades de los módnlos de los números complejos: 


a) | 2,22 | = |, [1 z. |; 
bh E Al 21 ¿n O: 
) Ze EN ed 


dla+21</|1%4 1 +12 1: 

d 12=2%1<[3|+13); 

e) ll |— [42 11<j¡2, +23, |: 

0 1121 1—1(z1l<12, —2, |. 
Demostremos estas propiedades. La propiedad a) se ha demostrado en 
el teorema 1, y la propiedad b), en vi teorema 2. 

Demostremos la propiedad c) Sea 2, = r, (cos q, + ! sen q), y 
Zo = Fra (cos Ya + ¿sen q»). Por cuanto 


(2, +2) = (Fr, cos q, + FT, COS Qa) + ¿(r, sen q, 4 ro sen P, 
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entonces 
[z, + 22] = (13 cos2q, + 2r yr, COS (2 ++ 
+ ricos? q, + ri sen? q, + 25,1, sen ep, seu pa + 13 sen? (pa) 1/2 = 
=V ri + 194 2r4r7 008 (9, — qa). 


Por cuanto cos (p,—qe) < 1, entonces | +22] < V ri+r342r,72= 
=Y +Hra=|2,| + ]za1. La propiedad c) está demostrada, 

La propiedad d) se demuestra análogamente. 

La propiedad e) se desprende de la propiedad d). En efecto, 


[2 | = |, + 2)-221<1% +22 1+ 122 |, de donde 
l2l—12%21<]12 +2 1. (4) 
Análogamente, |221= |) +2)—241|<1l|z22+21+12)], de 
dondo 
[zal—=l41=<1% +21 (5) 


La validoz de las desigualdades (4) y (5) predelermina la validez de 
la propiedad e). 

La propiedad f) se demuestra de igual manera. 

Raíces de los números complejos y $us propiedades. En el capí- 
tulo IV se resolvía un problema: hallar, para cualquier número dado 
a y cualquier númoro natural dado nr, un número b tal, que se veri- 
fique b” = a. Los números 5) suelen llamarse raíces de n-ósimo grado 
del número a. Allí se mostró que si el número a es real y positivo, 
y n, un número natural par, entonces oxisten dos números reales, 
b, y da, tales, que b = a y by = a; si a es un número entero, y n, 
un número uatural impar, existe ol único número real b tal, que 
b? = 2. 

No obstante, en el dominio de números reales ya no se puede ha- 
llar un número cuya potencia par sea igual a un número negativo. lin 
el dominio de números complejos esto resulta posible. Es válida una 
afirmación más general: en el conjunto de números complejos puede 
hallarse la raíz de cualquier grado natural de cualquier número 
complejo. Esta afirmación es un corolario del siguiente teorema. 

Teorema 4. Sea z un número complejo, z +0, y sea n un número 
natural. Existen n diferentes números complejos %,, La, Ag, - - -+» An 
tales, que a; = 2, donde ¿=1,2,..., n. 

Estos números se denominan raíces de grado n del número comple- 
jo z. Para designar dichas raíces no hay símbolos especiales seme- 
jantes al símbolo que se emplea para denotar una raíz aritmética. 

Demostración. Cuando n = 1, el toorema es obvio. Supongamos 
que n>2 y sea z = r (cos p + ¿sen q) (2 +0). Buscaremos un 
número complejo a = p (cos p + ¿sen y) tal, que sea a" = z. Mos- 
tremos que tal número a existe. Más aún, mostremos que hay una 
a de tales números, pero solamente n de ellos se diferencian 
entre st. > 
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De acuerdo con la fórmula de Moivre tenemos 
z = a” = p” (cos ny + i sen ny). 

Por definición de módulo de un número complejo, | z | = p”, es 
decir, r = p”, de donde o = YT (por definición de módulo de un nú- 
mero complejo z + 0, los números p y r son positivos, por lo cual 
el símbolo de la raíz aritmética en este caso está justificado). 

Recurriendo a la dofinición de igualdad entre dos números com- 
plejos, llegamos a que se verifican a la vez las igualdades 

po nRY =CO0S Q, 
sen np = sen q. 
Estas jgualdades se verifican simultáneamente si, y sólo si, 


ny = q + 2ak, donde / es cualquier número entero, es decir, para 
p = Pr, donde k es cualquier número entero. Quiore decir, los 


números a son tales, que cada uno de ellos satisface la igualdad 
a” = r (cos p + i sen q), además ellos existen y pueden ser escritos 
en la forma 


a=Y r (cos (HERE prónk ) + ¿sen (LE, (6) 


donde l% es un número entero cotas iera. Designando con «a, la raíz, 
que se calcula según la fórmula (6) para k = p, obtenemos: 


o=Y r [cos (2 +) —+ E sen (2), 
ra (EE) + ¿sen (YN, 
0 =yY T (cos (83) + i sen aca y), 


. . L e o o o o e e o y . d9O.S.. ..n..o..oao.eo02.Á.£2.£Á2.n2.20n0202_n..o0... 0 0 0 0 6 o 4 6 $ . 


La =% r (08 (PERA ) + ¿sen (LE 


d=V/F [cos (LEE) +isen (AE) 00%, 


Anar =V T [cos (SERE, + ¿sen (ERELED O ta, 


n 


Cr == Ani 


De aquí se ve con facilidad que para cualquier p entero se verifi- 
can las igualdades Ay = Lp» % = Apnsr» Az = Upnggs >... 
«1 Ap — Apn+n-1* A” : 

Así pues, hay exactamente n raíces diferentes: Qg, Aj, Agr - - - 
%n.: Ellas pueden calcularso según la fórmula 

>= p-+2x1k AN p+2n4 )) 7 
O Y Tr [cos (LEE + ¿sen (A) y, (7) 


) 


donde k=0, 1,2, ..., (1 — 1). 
Cabe señalar que de la fórmula (7) pueden obtenerse todas las n 
raíces, si en lugar de k sustituimos en dicha fórmula cualesquiera r 


números enteros seguidos. : 
Ejemplo.Tlállense las raíces de tercor grado del número z= 


= V3 +-i, 


K 
Sera E 


st , 1/5 ; ) 
Por cuanto” =2, y q = S >” entonces ay = Y 24C05 e 


o 
q et , ¡ 
+ i sen e a E donde k==1, 2, 3, os decir, 


a =12 [cos ( _ ) -/- ¿ son (E) 
a =Y E [cos (5) -4- ¿ sen (3), 
a =Y 2 [cos (+) + sen (3)). 


Analicemos un caso particular: la búsqueda do la raíz de n-ésimo 
grado de la unidad, es decir, hallemos los números a, tales, que se 
verifiquo a = 1. Por cuanto r = 4 y q —= 0, tenemos 


0%, =0os (EE) + í sen (E), (8) 


donde k--0,1,2,...,n— dl. 

Sin = 2m (un núniero par), ontonces entre las raíces citadas oxis- 
ten dos reales, 2, — 1 y 4% = —1. Si n = 2m + 4 (uan número 
impar), entonces existo la única raíz roal que es dp = 1. 

Demos a conocer también otras propiedados de las raíces de 
r-$ésimo grado de la unidad: 


a) las | -= 4; 

b) Ax Am = Op + ms 
Uk , 
Tm 


d) 4% =Gam» donde m es un nútnero entero cualquiera (la raíz 
%p so halla por la fórmula (8), dondo en lugar de / se debe tomar n). 

Demostrermos estas propiedades. La propiedad a) se deduce de la 
definición de módulo de un número complejo. 
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Para demostrar la propiedad b), hagamos uso del teorema sobre 
el producto de números complejos en la forma trigonométrica: 


Oy 0L,, = 008 ( 2:0k )+ (E) 4-1 sen e + ( 21m is 


ri n 


La propiedad c) so demuostra análogamente. 
Domostremos la propiedad d). De acuerdo con la fórmula de 
Moivre tenemos . 


e 21k ns ¿nik 
Ah =COS | (<=) m | -- 1 Sen (3) m | = Uium: 


Veamos ahora la intorpretación geométrica de la n-ósima poten- 
cia de la unidad: 


Hx0 . : 
q == GUS "n-) -+- ¿sen JR 


A -1 = COS Lao -- ¿son [20 | , 


Es evidente que los puntos Ay, Ay, +. -, L,., Serán los vértices de 
“a a-ángulo regular inscrito en la circunferencia unidad y uno de los 
vértices del n-ángulo citado será el punto Ap ($; 0). 


Ejemplos. 414. Sca n=3, entonces y=1, 4 cos ( = ) +- 


$ 


- isen ($). Oo = COS (E)+ ¿ sen (5). Los puntos Ap (t; 0), 


3 
“3 13 qe ye 
Ás (—> 2), Ar ( => — SS son los vértices «del triángulo 
rogular 4,4243 inscrito en la circunferencia unidad (fig. 202), 
2. a n = 4, entonces y = 1,0, = ¿,%z = —1, 7 = —i, Los 


puntos Ag (1; 0), 4, (0; 1), A, == 4; 0) y Az (0; —1) sun los vér- 
lices del cuadrado A¿4A/¡A3 43, inscrito en la circunferencia unidad 
(tig. 205). 
Aduzcamos la fórmula para una raíz de n-ésimo grado del número 
(—4). Por cuanto r=4 y p=nxa, enionces A; = Cos (HA )+ 
E a 
r— isen (EE), donde k=0,1, 2, .....—1, 
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Ps aquí se ve que si n = 2m (ua número par), entonces entre %) 
10 “1MY MIMgUN nUMECrO que sea real. Sin = 2m -+ 4 (número impan), 
existe el único número real a, = —4, 
e A general, pora e número positivo a y todo número na- 

al par rn oxisten sólo dos nú 

Dc os numeros reales, b, y by, tales, que 57? = 
En efocto, como para cualquier número positivo a= ja lx 
X (eos O 5 ¿sen 0), entonces todas Jas raíces de n-ésimo grado de 
dicho número se calculan según la fórmula b =P fa] 


Der] 
(cos (=) + Esen ( ==. 
n n 


me h3 xt) 
PA] =--, Sp) 
Ao ó Sut ó) 


Fig. 202 Fig. 203 


Si n = 2m, entre los números mencionados habrá solamente dos 
números realos, by = Y Jal y bn = —V la l, lo que se afirmó 
más arriba. 

De modo análogo podemos demostrar la validez de las siguien- 
tes afirmaciones: 

Para cualquier número positivo a y ludo número natural impar n 
existe el único número real b = Y a tal, que b" = a, 

Para cualquier número negativo a y todo número natural impar n 
existe el único número real b= —Y | a | tal, que bn = a. 

Para cualquier número negativo a y todo número natural par n no 
existe ningún número real b tal, que se verifique b" = «a. 


$ 3. Campos de números y anillos de números 


En este párrafo se analizan los conjuntos de números, con la par- 
ticularidad de que por conjuntos de números se entienden o bien to- 
dos los números complejos o bien alguna parte de ellos. 

En adelante por operación se entiende una de las cuatro operacio- 
nes aritméticas: adición, multiplicación, sustracción y división. 
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Un conjunto se denomina cerrado respecto de cierla operación 
dada, si la aplicación de dicha operación a todo par de números per- 
teneciente al conjunto proporciona un número del mismo conjunto. 

Ejemplos. 1. El conjunto de números naturales es cerrado respecto 
de la operación de adición, puesto que la suma de cualesquiera núme- 
ros naturales es un número natural. 

Ejemplos. 1. El conjunto de todos los números complejos forma: 
un campo llamado campo de números complejos. 

2. El conjunto de números naturales no es cerrado respeclo de la 
operación de sustracción, puesto que la diferencía entre dos números 
naturales no siempre es un número natural, por ejemplo 2 — 3= —1 
(—4 no cs un número natural). 

3. Un conjunto compuesto por 0, 1 y —1 es cerrado respecto de 
la operación de multiplicación. 

4. El conjunto de números enteros es cerrado respecto de la ope- 
ración de sustracción, pero no es corrado respecto de la operación 
de división. 

Un conjunto de números, cerrado respecto de das operaciones de 
adición, multiplicación, sustracción y división (a excepción de la 
división por cero) recibe el nombre de campo de números. 

Ejemplos. 1. El conjunto de todos los números complejos 
forma un campo de números complejos. 

2. El conjunto de todos los números reales forma un campo, lla- 
mado campo de números reales. 

3. El conjunto de todos Jos números racionales forina un campo 
llamado campo de números racionales. 

4. El conjunto de todos los números enteros no forma un campo 
de números, pues no es cerrado respecto do la operación de división. 

5. Fl conjunto de números del tipo (p + qV 2), donde p y q son 
números racionales cualesquiera, forma un campo de números. 

Demostración. a) Por cuanto 


(p, + 91 V2) + (pa + qaV 2) == (P, + Po) + (9, =- gaV 2, 


y ld, + Po), (9, — 92) son números tacionales, entonces el carácter 
cerrado de dicho conjunto respecto de la operación de adición queda 
demostrado. 

De modo análogo se demuestra el carácter cerrado respeclo de la 
operación de sustracción. 

b) Por cuanto 


(p, + q, V 2 (ps + g.V 2) = (PP + 2992) + (0192 + P291) V 2, 


(PiPs + 29193), (P192 + P29,) son números racionales, enloncoes 
queda demostrado el carácter cerrado de este conjunto respecto de la 
operación de multiplicación. 

c) Por cuanto 
(ma AE RS AA V2_ — (P+F Y 2) (Pa— 92 y 2) a PiPa— 24192 dl er Pda va 
m+aV) (ata VD im—a VD) im ** 
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y p! — 24 40, enlonces el carácter cerrado respecto de la operación 
de división queda demostrado. 

Así pues, el conjunto de números del tipo (p -+- qV 2), donde p, q 
som números racionales cualesquiera, es un campo. 


6. El conjunto de números del tipo (p -+- 9V 2), donde p, q son 
números nalurales cualesquiera, no os un campo, puesto que el con- 
junto de números naturales no es cerrado respecto de la operación de 
sustracción. 

El conjunto de números, cerrado respecto de las operaciones de 
adición, sustracción y multiplicación, recibe el nombre de anillo «de 
números. 

Ejemplos. 1. Cualquier campo de números es un anillo de núme- 
OS. 

2. El conjunto de números enteros es un anillo de números, 
puesto que este conjunto es cerrado respecto de las operaciones de adi- 
ción, sustracción y multiplicación. 

3. Ul conjunto de números pares es un anillo de números, puesto 
que al adicionar, sustraer y multiplicar números pares se obtione de 
nuevo un púmecro par. 

4. Jl conjunto de números impares no será un anillo, puesto que 
al adicionar números impares ya resulta un número par, es decir, tal 
conjunto de números no es corrado respecto de la operación de adi- 
ción, 

5. El conjunto de números del tipo (p + qV 2), donde p y q son 
números enteros cualosquicra, es un anillo do números, pero no es un 
campo de números. Electivamenie, por cuanto el conjunto de núme- 
ros enteros es cerrado respecto de la operación de adición, sustrac- 
ción y multiplicación, entonces 


m+9aV2 + (1, + a 2 = (0. + 23) + (a +40) V 2, 

(P1 + nV 2) — (ps + qaV 2) := (p, — Pa) + (9, — 92) V 2, 
(11 + qV 2) (Pe + qa 2) = (P1P2 + 2442) + (Pia + Pag) V 2, 
donde (p: + pd. (4 +0) (0D), (Mm — 4ady (PrPa + 29190)» 


(Pd + P291) son números enteros. Por consiguiente, el conjunto de 


números del Lipa (p + qV 2) es cerrado respecto de las operaciones 
de adición, sustracción y multiplicación, cs decir, es un anillo de 
números. 

Vemnos la operación de división. Por cuanto 


pika 12 _ Paba 20108 y dia —Pada 1/3 
Pak lla Va p23— 293 p3— 203 


y el conjunto de números enteros no es cerrado respecto de la opera- 
ción de división, entonces para pi, Pa, 41, Y2 Cuteros las exprosiones 
PrPa — 24142 9191 — P142 

n= * pu 
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numéricas 


pueden adquirir también valores no enteros. Por consiguienlo, el 


<onjunto de números del tipo (p + qV 2) no es cerrado respecto de la 
operación de división, es decir, no es un campo de números. 


S 4. Polinomios sobre el campo 
de números complejos 


Se llama polinomio de grado n (n es un número entero na negativo 
dado) de la variable x sobre el campo de números K la expresión de la 
forma 

RS E NS A A 


«londe los coeficientes 2o, (,, la, +. ., Ga-1y Gh son números dados 
del campo XK, con la particularidad de que ay € 0. 

De csta definición se deduce, en particular, que Jos polinomios de 
grado nulo son números del campo XK distintos de cero. El número 
cero se considora un polinomio, con la particularidad de que es el 
único polinomio cuyo grado no está definido. 

Para la notación abreviada de los polinomiog se emplean, de or- 
dinario, los siguientes simbolos: P (2), Q (o), T (2), AR (í), p (o, 
9 (2), r (2) u otros; si se quiere recalcar que un polinomio / (x) os de 
grado n, se escribe Pa (2). En el $ 5 del capítulo 11 los polinornios se 
estudiaban sobre el campo de números reales. 

En este párralo los polinomios so estudian, principalmente, sobre 
el campo de números complejos y por eso en lo que sigue por polino- 
mio se entenderá un polinomio sobre el campo de números complejos. 
En los casos cuando los polinomios se consideran sobre otros campos 
de números, esto se especificará especialmente. 

Dos polinomios P (2) y Q (z) se consideran idénticamente iguales 
(a veces se dice, brevemente, igualos), si, y sólo si, son ignales sus 
grados y los coeficientes de « en potencias iguales. Pata la notación 
de una igualdad idéntica de los polinomios se usa el signo de igual- 
dad, si los polinomios P (x) y Q (x) son idénlicamente iguales, se 
escribe P (1) = Q (2). Quiere decir, si 


Pr (2) =4ayc" + a rta nl» 
Om (2) e byx"” + banos =P NS E Je O gal al; Po 
entonces Pr (1) = x) si, y sólo si, nR=MY €, y = bn. para 
m y! l=1 


todos los ¿=0,1,2,....n—1, nm. 
Se denomina suma de los polinomios 


Py (2) =4p Haya a TR ls 

Qm (2) = dy + d MAP bad a Do 
donde n > m, un polinomio 7 (2) = ey? > arte ans. 
0. FCnT +C tal, que cc, = Gni — Om: para todo i= 


=0, 1,2 ..., a, con la particularidad de que »-; = O para todo 
¿=m>3+4,m>+32,..., n, es decir, recibe cl nombre de suma de 
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los polinomios 2, (2) y Qn (2) el polinomio 7 (x), cuyos coeficientes 
de toda potencia dela variable x es igual a la suma de los coeficientes 
de la inisma potencia de x en los polinomios P, (x) y Qm (2), con la 
particularidad de que si n>> mm, entonces los coeficientes bm+1, 
Emtar « » .» On se deben considerar iguales a cero. Para hallar la 
suma de Jos polinomios P, (1) y Q. (x) se deben escribir todos los 
términos sucosivos de estos dos polinomios y, a continuación, reducir 
los térininos semejantes. 
Se Hama producto de dos polinomios 
NES 


Py (4) =0y" aa lg o Ta 4 Ops 
Om (0) = by" + db IU dy) HT + Om 
un polinomio 
R (2) =d ya danna UN dm E nm 


tal, que dd, = > A4n-pUm.q Para todo ¿=0, 1, 2,..., n+M, 
p+q=i 


es decir, recibe cl nombre de producto de los polinomios P,, (x) y 
Qm (2) un polinomio 72 (2), cuyo cocficiente dd; es el resultado de la 
adición de lodos los productos, en cada uno de los cuales se multipii- 
can tales coeficientes a, y b; de los polinomios P, (2) y On (2), la 
suma de los índices + +- 1 de los cuales sea igual a n + m — li. Para 
hallar el producto de los polinomios P, (x) y Qm (x) se debe  multi- 
plicar cada término del polinomio P, (x) por cada término del poli- 
nomio O,, (2), sumar los polinomios obtenidos y reducir los términos 
semejantes. 

No es difícil de comprobar que son válidas las siguientes leyes 
principales de adición y multiplicación de los polinomios: 

1. P (2) --0 (2) =0 (2) +P (2) (conmutatividad de la adi- 
ción); 

2. 12 (0 +-0(01+7 (2) =? (2) +10 (2) + 7 (2)] (asociati- 
vidad de la adición); 

3. P00(2)=0()P (2) (conmutatividad de la multiplica- 
ción); 

4. 12 (90 (91 7 (2) = P (2) [0 (2) 7 (2)] (asociatividad de la 
multiplicación); 

SP (0-0 mD7()=?P (07 (1) +0 (2) 7 (2) (distributi- 
vidad de la adición respecto de la multiplicación). 

Restar de un polinomio 2 (x) otro polinomio 7' (x) significa ha- 
llar tal polinomio Q (x), que se verifique P (2) = T (2) + Q (2). No 
es difícil comprobar que para cualesquiera dos polinomios P (x) y 
T (z) tal polinomio Q (x) existe y es único, él se denomina diferencia 
entre los polinomios 2 (x) y 7 (x) y se denota con Q (1) = P (2) — 
— 7 (2). 


Si T (2) = ag? 4 aqui ao... 4 Op ¡2 + Op y 
T* (1) = —1 (1) = 
= (—ayp) 0 + (a) 14 (aya... + (Hp) 1 + 
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+ (—an), entonces Q (1) = P (2) + 7* (x2). Quiero decir, cn el con- 
junto de polinomios es siempre realizable la operación de sustracción, 
inversa de la de adición. 

Dividir exactamente un polinomio P (1) por atro potinomio 7 (2), 
distinto de cero, significa hallar un polinomio Q (1) tal, que se veri- 
fique P (1) = 7 (2%) Q (2). Si tal polinomio Q (x) existe, se dice que 
el polinomio 7 (x) es divisor del polinomio P (z), y el polinomio 
O (x) se Jlama cociente de la división del polinomio P (:x) por el 7 (x). 

No todo polinomio ? (x) es divisible exactamente por el polino- 
mio 7 (2). Por ejewplo, el polinomio 1? + ¿no se divide exactamente 
por el polinomio x + 1. Quiere decir, en el conjunto de polinomios 
no siempre se realiza la operación de división exacta, inversa de la 
operación de multiplicación. En cambio, en ol conjunto de polino- 
mios es siempre realizable la operación de división inexacta. 

Dividir inexactamente un polinomio P (2) por otro polinomio 
T (zx), distinto de cero, significa hallar dos polinomios q (2) y r (<) 
tales, que se verifique 


P (1) = T (1) g (2) + r (o), (1) 


con la particularidad de que o bien ul grado del polinomio r (1) es 
estrictamente inferior al grado del polinomio 7 (x). o bien r (x) es 
Cero. 

En el caso de cumplirse la igualdad (1), se dico que el polinomio 
P (x) se divide por el polinomio 7 (x) con el resto r (x) y el cociente 
q (x). En particular, si r (1) = 0, suele docirse que el polinomio 
P (x) se divide por el 7 (x) con el resto coro, v bien que el polino- 
mio P (x) se divide exactamente por el polinomio 7 (x). 

Por analogía con el teorema 5 del $ 3 cap. 11 se demuestra el t00- 
rema de divisibilidad de los polinomios dados sobre un campo de nú- 
meros complejos. 

Teorema 1. Para cualesquiera dos polinomios 1 (w) y Y (2), donde 
T (x) 40, existe un par único de polinomios q (2) y r (<) tales, que 
P (2) = T (0D) a (2) + r (2). con la particularidad de que o bien el 
grado del polinomio r (x) es estrictamente inferior al grado del polino- 
mio T (x), o bien r (x) es nulo. 

Existen varios procedimientos para delerminar los coeficientes 
de los polinomios q (x) y r (2). El más usado entre ellos es el método 
de coeficientes indeterminados, examinado en el 5 del capítulo !I. 
En el mismo párrafo hemos estudiado detalladamento la cuestión 
sobre la división de un polinomio por el binomio (x — «), donde a 
es un número real. Todos los resuJtados obtenidos en el $ 5, cap. II 
son válidos también para el caso en que los coeficientos del polino- 
mió y el número a son unos números complejos cualesquicra. 

En particular, resultan lícitos los siguientes levremas. 

Teorema 2 (teorema de Bezout). El resto que se obtiene al dividir 
un polinomio P (x) por el binomio (1 — au) es igual al valor del poli- 
nomio P (x) para xr = a, es decir, r = P (mx). 
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Teorema 3. (in polinomio JP (+) es divisible exactamente por el 
binomio (2 — a) si, y sólo si, el valor del polinomio para x = a es igual 
a cero, es decir, si 1 (a) = 0. 

El número a Jleva cl nombre de raíz del polinomio P (x), si P (a) = 
== ), Enunciemos el teorema 3, valiéndonos de la definición de raíz 
de un polinomio. 

Teorema 4. Un número a es raíz del polinomio P (x) si, y sólo si, 
el polinomio P (1) es divisible exactamente por el binomio (x — a). 

Surge cl interrogativo de si todo polinomio tiene raíz. La respuesta 
a esta pregunta la da el teorema fundamental del Algebra. 

Teorema (Teorema lundamental del algebra). Todo polinomio de 
grado n (n > 1) sobre un campo de mimeros complejos tiene por lo me- 
nos una ratz. 

Este teorema se acepta aquí sin demostración. A título de corola- 
río de este teorema se demostrará el Leorema siguiente. 

rar >. Todo polinomio P, (x) = ay" +agrito... 

. Eta (ao 0) de grado n (n > > 1) sobre un campo de números 
did se desarrolla en un producto de n factores lineales, es decir, 


2 (2) = ly (1 — 01) (2 — 07) (1 — 0%) -.. (1 — A). (2) 


Demostración. Sea P, un polinomio de grado r. En virtud del 
teorema fundamental del algebra, él tiene una raíz. Designémosla 
con x,. Entonces, de acuerdo con el teorema 4, P, (1) = (rx — ,) Xx 
Xx qí1 (2), donde q, (x) es un polinomio de grado (nr — 1). Para el 
polinomio q, (xr) es aplicable también el ieorema fundamental del 
algebra, por lo cual q, (2) tiene una raíz a. Entonces, de acuerdo 
con el teorema 4, q, (1) = (4 — %») q, (2), donde q, (7) es un poli- 
nomio de grado (n — 2). Continuando este proceso, llegamos a que 
Gai (2) = (2 — %a-1) Q, (2), donde q, (x) es un polinomio de pri- 
mer grado, es decir, qu (2) = bo (- — An) (do + 0). De estos razo- 
namientos se desprende que 


Pp (2) == dy (a — 01) (2 — Pa) (r — 05)... (1 — Un). (3) 

Al abrir los paréntosis en el producto que figura en el segundo miem- 

bro de la igualdad (3), concluimos que en el polinomio P, (x) el coefi- 

ciente de x* será bo, mas, al mismo tiempo, este coeficiente es igual 
a dy. por Jo cual ba = dp. 

Se ha mostrado, pues, que P, (x) = ay (1— a) (x — a) 


(1 — M7) . (z — 0%). El teorema está demostrado. 
Cabe soñalar que en la igualdad (3) algunos de los números «,, 
Gp...» %, pueden ser iguales. Reuniendo juntos los factores li- 


neales iguntes, podemos escribir la igualded (2) en la forma 

. . 2 Bo « k, 

Pr (a) = 0 (e— ay (e ar (ea)... (1 — m)*”, (4) 
donde k, + fi, HA kygd ... + Kp = n, en este caso Se supone que 
enire Pe NÚMEros %;, Ag, Ly . . .» %m ya no hay iguales. Se puede 


mostrar que en la igualdad (4) el número a, os la raíz de multiplicidad 
k, del polinomio 2, (x). 
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Del teorema 2 se desprenden los siguienles teoremas. 

Teorema 6. Cualquier polinomio de grado n sobre un campo de nú- 
meros complejos tiene n raíces, si cada una de las raices se cuenta tantas 
veces, cual es su multiplicidad. 

Teorema 7 (fórmula de Viete). Si P, (1) = x" +astit+o... 

+ an, es decir, si el cocficiente superior del a es igual 
a el unidad (29 = 1), y los números %,, y, La, » - -, A, SON las raí- 
ces del polinomio, se verifican las igualdades 


01=—(0, + 0% 4-04... Un), 
(ly = ¿Ay Ty 003 =P vs... ap XA + 0 yO + ... + My h- ae E O A 
AUn- (q (— 1)"-3 da ... e AU + A ¡Ao ... nm 4- e... =- Z.y0g « , «Cnjn 
la = (—1)Y (0,/%,%3 -. - An—3%p): 
Demostración. Dc acuerdo con el teorema 3 tenemos 
Pr (2) == (1 — 01) (7 — %) (1 — 0) (1 — %,) ... (1 — Up). 
Abriendo los paréntesis y haciendo uso de la regla de igualdad 
de los polinomios, obtenemos la validez de dichas igualdades, que se- 


llaman fórmulas de Viete. 
Teorema 8. Si un polinomio 


Pa (2) = aga? + a rt tar... +0, 7 + 4, (a, 0) 


de coeficientes reales Ag, Uy, » . ., 4. tiene una raíz compleja a + be, 
tiene sin falta también la raíz a — bi, es decir, un número conjugado: 
de la raíz del polinomio de cueficientes reales es también la raíz de dicho 
polinomio. 

Demostración. Sea el número a bi una raíz del polinomio. 


Pr (x) = ay? + aja? + ajares.. +4 p 2 + b- 4, (40 > 0). 
Iintonces P, (la «+ bi) = 0, es decir, se verifica la igualdad 
Ig la + diY" + a, (a + bi?al o a, (a + by? + 
+ thu (e -+ hi) La, =0. 


Recurriendo a la fórmula del binomio de Newton, podemos escribir 
el primer miembro de esta igualdad en la forma 4 +4- Bf, de donde 
obtenemos, teniendo presente la regla, de acuerdo con la cual un nú- 
mero complejo se considera igual a coro, A =0 y A -= 0, 

Veamos ahora 


Py la — bi) = a, la — biY" + a, (a — bi" 1 4 
+ ts la — bit... a, (a — bi) 4-4 
Anteriormente hemos demostrado que el producto, la potencia y 
la suma algebraica de Jos númoros, conjugados de los números comple- 


jos dados, es un número complejo conjugado del producto, de la 
potencia y de la suma algebraica de los números dados, respectiva: - 
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inente, razón por la cual P, (a — di) — ld — [Bi (se ha tomado en 
consideración, además, que los coeficientes de, %,, . . ., 4, SON NÚ- 
meros reales), pero, por cuanto A = K4 =0, tenomos, pues, que 
P, (a — bi) = 0, lo que significa que el número (a — bí) es la raíz 
del polinomio £, (2). El teorema está demostrado. 

Teorema 9. $i un polinomio con coeficientes reales tiene una raíz 
compleja € + bi, entonces es divisible exactamente por el trinomio de 
segundo grado 1% + pz + q, donde p = —2a, q = a? + d?, 

Demostración, Si el número x==a + bies una raíz del poli- 
nomio P (x<), entonces. de acuerdo con el teorema 8, el número 7, = 
== 4 — bi es Lambién la raiz de este polinomio. Un este caso P (2) 
es divisible exactamente tanto por el binomio (x — x,), como por el 
(x — 29. quiere decir, se divide por el producto de ellos 


le — 2) [ls — 239) = [2 — 1 —= bi) [xr — a + bi) = 
AS E E SN E 


lo que se trataba de demostrar. 

Yeorema 10. Todo polinomio con coeficientes reales se desarrolía en 
£l producto de los binomios (1 — Ar), o bien de los trinumios 2? + ppt + 
+ my 0 bien de los binamios (1 — 0) y los trinamios + + pm + 
-- Qm dónde Ex, fm, Gm sor números reales y los trinomios ++ 
+ PE + Gm 10 tienen raices reales. 

131 teorema 10 es un corolario de los tenremas D y 9, 

Ejemplo. Se sabe que el polinomio P (1) = 2d — 2 + 41 —4 
cuenta con una raíz x, = 1 -+ ¿. Desarróllese este polinomio en un 
producto de binomiog y trinomios con coeficientes reales. 

Por cuanto el polinomio P (x) cuenta con la raíz zx = 1 + i, en- 
tonces, de acuerdo con el teorema Y, es divisible por el trínomio 
2? — 2x + 2. Al dividir el polinomio 2” (<) por este trinomio, obten- 
dremos 1 — Za + 4x—4= (2 — 22 + 2 ) (2? — 2). 

Desurrollando ahora el polinomio 1% — 2 en factores lineales, 
obtenontos la respuesta: 


P (a) = (22042) (1 — 12) (1 + V2). 
Sea dado un polinomio 
Padz) = ep +ara bart... +21, (e +0. (5) 


Flemos mostrado más arciba quo: 
1. El polinomio (3) sobre un campo de números complejos puede 
zer escrito en da forua 


Pr (2) = Uy (4 — 2%) (1 — %g) (1—%Ag) .- - (2 — An), 


donde los números 4y, %,, Lg, Az - - -, %, pertenecen al mismo campo. 
2. El polinomio (5) sobre un campo de números reales puede ser 
escrito en la forma 


Pa (zx) = «e lz — 1) (a — 0%) ... (2 — 4) (14? + px +4) ... 
o. (57H pmt + Gm), (6) 
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donde k + 2m = n, y los NÚMeros Ap, Aj, Ags » +.) Rho Pro Quo. . > 
- + «> Pm: Ym SON alos En este caso los trinomios de segundo grado 
en el desarrollo (6) no se pueden representar como el producto de dos 
factores (zx — a) (1 — 2) con a; y «y reales. 
Pasemos ahora al cálculo de las raices de los polinomios. 
Empecemos por un polinomio de primer grado 


P, (1) = agz + ay (a) + 0). 
Cualquiera que sea el campo de números, este polinomio tiene 
2 a » . 
una sola raíz x, = — Veamos un polinomio de segundo grado 
0 
P, (2) = Aya? + a,z + az (4. + 0). 


Según se deduce del teorema 6, el polinomio P, (x) sobre un 
campo de números complejos tiene dos raíces. Para encontrarlas 
transformemos el polinomio P, (x), formando un cuadrado porferto: 


roo [ra (a (a) 


LA 
=00| (2+25) 37). 
donde D=aj — 44,4. Hallemos un número complejo f3 tal que sea 


P=-7 Entonces 

P, (1) =0 (2+3 bf) (z+ zo +B), 
de donde resulta obvio que el polinomio P, (x) tiene dos raices: 
TD mb, 


Observemos que si D 3£ O, existen dos números complejos B, y B, 


A => — 


tales, que Pi = Pz = a . Por cuanto f, = —B,, entonces para en- 
contrar las raíces del A olimomio P, (2) no do cuál de ellas se 
tomará por f. Si D = 0, entonces q, = z, = E y el polinomio 


P, (x) tiene una raíz do multiplicidad dos. 
Cuando los coeficientes 47, 4,, 4, SON números reales, D también 
será un número rea] y por eso: 


a) si D >> 0, el polinomio P, (x) tendrá dos raíces distintas 
y reales: 2 E a, Dan — YD. 

b) si D = 0, el polinomio P, (x) tiene una sola raíz real 
de multiplicidad dos; x,=x,= — 

c) si D<O, el polinomio p, (x) tiene dos raíces complejas: 


e rr 
ay VID] _ 4 _VID|, 
ME — Ba Es 2, ey > 24) 28 E 
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Para cualquier polinomio de tercer o cuarto grado sobre un cam)- 
po de números complejos existen los métodos de determinación de 
sus raíces, sin embargo, estos métodos no se exponen aquí por ser 
demasiado engorrosos. 

En lo que se refiere a los polinomios de grádo cinco y superiores, 
para éstos no existen métodos generales do determinación de las 
raíces. 

En algunos casos particulares, valiéndose de los teoremas sobre 
raíces enteras y racionales de un polinomio (véase el $ 5, cap. 11), se 
logra representar un polinomio dado en forma del producto de po- 
linomios de primero y segundo órdenes y, de este modo, hallar todas 
sus raices. 

Ejemplo. llúllense las raíces del polinomio P, (x)=2%-+ 

loo 1 1 
ri 

Veamos el polinomio Qs (1) = SP, (2) = (20)? + (Lar + 
+ 2 (22) — 4, o bien Ta (t) = 84 4- 12 4 2 — 4, donde it = 2z. 
Los divisores del término independiente del polinomio T, (t) son: 
+1, —1, 2, —2, -H4, —4. 

Hallemos los valores del polinomio 7, (t) en estos puntos: 

Tg(0) =1+41+2-—4=0; 

Ta (—1) = A +1-2-4=-—6=3%0, 
TA) =8+4+4—4=123%0, 

Ty (2) = —83+4—4—4= —123%0, 
Ty (4) = 64 + 16 48— 4 = 84 40, 

De acuerdo con el teorema de raíz entera ($ 5, cap. 11), el poli- 
nomio T, (£) tiene una sola raíz entera 1. Por eso, se la puede repre- 
sentar en forma del producto del binomio (+ — 1) y de un trinomio 


de segundo grado. Con el fin de hallar Jos coeficientes del trinomio 
de segundo grado apliquemos el esquema de Horner: 


Así pues, Fa (1) += (t — 1) (£* + 2 + 4). 
El trinomio de segundo grado ¿” + 2t + 4 tiene las raíces 
complejas t,= —14+ Y 3i t¿= —1—VY 31. Por consiguiente, el po- 


g : 1 
linomio de partida P, (7) = 2? +72 +>3 x1— E cuenta con una 
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á ' 1 ] : t 
raíz racional x,=-=> y dos raíces complejas «.= — 7 + 


—1 y 3 
E 

Estudiemos en conclusión un problema en el que se buscan las 
raices de un polinomio, dado sobre otros campos numéticos. Si el 
polinomio está dado sobre un campo de números reales, entonces, 
de acuerdo con el teorema 6, resulta que el número de raíces reales es 
inferior o igual al grado del polinomio dado. Sobre la determinación 
de las raíces reales puede decirse lo mismo que se dijo sobre la de- 
terminación de las raices complejas. Si un polinomio está dado sobre 
un campo de números racionales, entonces, valiéndonos del teo- 
rema 9 ($ 5 cap. 11), podemos encontrar todas las raices racionales 
del polinomio dado. Por analogía, si el polinomio viene dado sobre 
un anillo de números enteros, entonces todas las raices enteras del 
polinomio en consideración pueden ser halladas haciendo uso del 
teorema 8 del $ 5 cap. Il. 


t= 


$ 5. Anillos, campos, grupos 


En los párrafos y capítulos anteriores se han considerado, a la 
par con los números, unos objetos más complejos, a saber, polino- 
mios, matrices, funcionos, etc. 

Sobre dichos objetos se realizaban ciertas operaciones análogas a 
las operaciones aritméticas con los números. Por ejemplo, se anali- 
zaban la adición de matrices, la división de un polinomio por otro 
polinomio, etc. Por eso resulta natural extender el concepto de 
campo y anillos de números a los conjuntos, compuestos por objetos 
o elementos más complejos. Mas, para poder hacerlo es necesario 
definir las operaciones sobre los elementos del conjunto dado. 

Sea dado un conjunto no vacío de elementos. Diremos que en este 
conjunto está definida una operación algebraica, si se indica la ley, 
conforme a la cual a todo par de elementos a y b del conjunto citado 
se le asigna univocamente cierto elemento e que también pertenece a 
este conjunto. 

Si esta operación se llama adición, entonces el elemento c se deno- 
minará suma de a y b y se designará e = a -+ Ú. 

Si la operación se llama multiplicación, el elemento e se denomi- 
nará producto de los elementos a y b y se designará c = ab. 

Anillos. Un conjunto no vacío de elementos se llama anillo, 
si en dicho conjunto están definidas dos operaciones, adición y mul- 
tiplicación, que poseen las siguientes propiedades: 

1. La adición es conmutativa: a + b = bh 4- a; 

2. La adición es asociativa: a + (b+<)= (a +>Db)+«<; 

3. La adición y la multiplicación están ligadas por la ley izquier- 
da y derecha de distributividad: c (a + b) = ca + cl, (la + b)c = 
= ac + be; 
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4. lixiste tal elemento de este conjunto que, siendo adicionado a 
cualquier otro elemento del conjunto, no hace variar el último. El 
elemento citado se denomina cero del anillo y se designa por el sím- 
balo 0; en otras palabras, existe tal elemento 0dquea +4 0 =0 + a = 
= 4. 

5. Para todo elemento a del conjunto existe el así llamado ele- 
mento opuesto, perteneciente al mismo conjunto, y tal, que la suma 
de a y de dicho elemento es igual a cero del anillo; designando este 
pre a (—a), escribamos esta propiedad en la forma a + 
+ (—a) = 0. 

Notemos que de la definición aducida se desprenden las siguien- 
tes propiedades del anillo: 

1. Cualquier anillo tiene un cero único. 

2. En cualquier anillo existe, para cada elemento a, el único 
elemento opuesto. 

3. Para todo elemento a del anillo se verifican las igualdades 
D.a =a4-0=0, 

Si en un anillo dado la operación de multiplicación posee, ade- 
más, la propiedad de conmutatividad, es decir, si para cualesquiera 
dos elementos a y b del anillo se verifica la igualdad ab = ba, el 
anillo se denomina conmutativo. 

Si en un anillo dado la operación de multiplicación posee, ade- 
más, la propiedad de asociatividad, es decir, para cualesquiera tres 
elementos a, b y c del anillo se verifica la igualdad (ab) e = a (bc), 
el anillo se denomina asociativo. 

—"“WLos anillos de números examinados en el $ 3 representan los 
ojémplos más simples de anillos conmutativos y asociativos. 

“He aquí otros ejemplos de anillos. 

_J1. Un conjunto de polinomios, enteros respecto de una letra zx, 
con coeficientes del campo de números dado forma el anillo conmu- 
tativo y asociativo, el cual se llama anillo de polinomios sobre el 
campo dado. 

En efecto, según se ha indicado en el $ 4, la suma y el producto 
de polinomios es un polinomio, es decir, en el conjunto de polino- 
mios están definidas dos operaciones: la adición y la multiplicación. 
Además, en el $ 4 fue indicado que ambas operaciones son conmuta- 
tivas, asociativas y están ligadas por la ley de distributividad. El 
cero de este anillo es un polinomio, cuyos coeficientes son todos 
iguales a cero. El elemento opuesto para cada polinomio es un poli- 
nomio que se obtiene multiplicando el polinomio citado por el nú- 
mero (—1). 

2. el conjunto de todas las funciones, continuas en el segmento 
dado la; bp], también forma un anillo conmutativo y asociativo. 

En efecto, en el capítulo IX hemos dado la definición de función 
continua en el segmento dado y hemos indicado que la suma y el 
producto de dos funciones continuas es una función continua. Es 
fácil comprobar que las operaciones de adición y multiplicación de 
funciones continuas son conmutativas, asociativas y están ligadas 
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por la ley de distributividad. El cero de este anillo es una función 
igual idénticamente a cero, el elemento opuesto para la función f (x) 
es la función [—f (0). 

3. El conjunto de todas las matrices cuadradas de un orden dado 
n forma un anillo. En efecto, en el capítulo X hemos mostrado que 
la suma y el producto de las matrices cuadradas de un orden dado es 
una matriz cuadrada del mismo orden. El cero de este anillo es una 
matriz cuadrada de orden nr, cuyos elementos son todos iguales a ce- 
ro. El elemento opuesto para la matriz dada es una matriz en la 
que todos sus elementos han sido obtenidos de los elementos de la 
matriz dada, multiplicándolos por el número (—1). 

En el cap. X se ha indicado que la operación de multiplicación 
de las matrices es asociativa, pero no es conmutativa. Por eso el 
anillo de matrices cuadradas de un orden dado n será asociativo, 
pero no conmutativo. 

Campos. 131 conjunto de elementos recibe el nombre de campo, 
si dicho conjunto consta por lo menos de dos elementos y constituye 
un anillo conmutativo y asociativo, y si en el mismo existe un ele- 
mento (llamado unidad del campo) tal, que el producto de cualquier 
elemento a del campo por la unidad citada es igual a este elemento a, 
y si, además, en el conjunto existe, para todo elemento a distinto 
de cero, un elemento (llamado elemento ¿nverso) tal, que el producto 
de cualquicr elomento a por su elemento inverso es ixual a la unidad 
del campo. 

A título de ejemplo de los campos pueden servir tordos los cam- 
pos de números analizados en el $ 3. 

He aquí otros ejemplos de campos y anillos. 

1. El conjunto de matrices de la forma 


(a, a (1) 


donde a y b son números cualesquiera de cierto anillo de números, 
forma un anillo conmutativo y asociativo respecto de las operacio- 
nes habituales de adición y multiplicación de matrices. En efecto, 
veamos la suma y el producto de las matrices del tipo (1). Está cla- 


ro que 
(; +: e. b+d 
2b a 2d e) X2(b+d) a+c ) 
(: b : AY ac—2bd ad -+ be 
2b e) 2d .)= Pr ac—+ pa 
Por cuanto los números que constituyen los elementos de las matrices 
que figuran en los segundos miembros de estas igualdades son nú- 
meros del anillo dado, esto quiero decir precisamente que la suna y 


el producto de las matrices del tipo (1) son matrices del tipo (1). Con 
otras palabras, se ha mostrado, que sobre el conjunto de matrices 
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del tipo (1) están definidas las operaciones de adición y multipli- 
cación. 

Se demuestra con la misma facilidad que son válidas también las 
propiedades de conmutatividad, asociatividad y distributividad de 
la adición y de la multiplicación de las matrices del tipo (1). 

0 0 


2.0 5) es el cero le este anillo, y la matriz 


La matriz 


—=a —b | 1 bi b 
e 4) os el elemento opuesto para la mabriz 9) AS 
Hemos mostrado, pues, que el conjunto de matrices del tipo (1), 
donde a y b son números cualesquiera del anillo de números dado, 
forman un anillo conmutativo y asociativo. 
2. El conjunto de matrices del tipo 


a hb 9 
a .) (e) 


donde a y 6 son números racionales, forman un campo. 

Por cuanto el conjunto de números racionales es un anillo de 
números, ontonces, de acuerdo con lo mostrado anteriormente, el 
conjunto de matrices del tipo (2) con a y b racionales forma un anillo 
conmutativo y asociativo. La unidad de este anillo es 


[1 0 
la mabriz ed a 
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Supongamos ahora que la matriz ye 2) no es el cero del 


anillo. es decir, admilamos que por lo menos uno de los números 
a y b es distinto de cero. Mostremos que para cualquier matriz 


e 
existe una matriz del tipo (2), es decir, la matriz CS, 7 tal, que 
a biz 1 0 
>» 0 Jar 2) lao 1) o 
2 ajJNly zx 2-0 4 


es decir, mostremos que todo elemento de este anillo, distinto de 
cero, cuenta con un elervento inverso. Aplicando la regla de multi- 
plicación de matrices, llegamos a que la validez do la igualdad (3) es 
equivalente a la validez de la igualdad 


( ax-1 2by  bxw+ay (e 1) 
Díay bx) arx+2by) XO 1) 


La igualdad (4) se verifica, si, y sólo si, el sistema de ecuaciones 
azr+2by=1, 
br+ ay =0 
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tiene soluciones. Calculemos el determinante del sistema (5) 


a 2b 
b 


Por cuanto « y 5 son números racionales, la expresión a? — 2b? < 0, 
Quiere decir, para los números racionales dados a y hb existe el úni- 
co par de números z e y que satisface el sistema (5). 

Se ha mostrado, pues, que existe una, y sólo una, matriz del tipo 
(2) que satisface las condiciones (3). Con otras palabras, hemos mos- 
trado que un elemento distinto de cero cuenta con el único elemento 
inverso. 

Esto significa que, efectivamente, el conjunto de matrices del 
tipo (2) con a y b racionales forma un campo. 

Observación. El conjunto de matrices dol tipo (2) con a y b 
reales no forma un campo, puesto que para los númoros reales e] de- 
terminante (6) puede reducirse a cero, por ejemplo, cuando a = »Y 2, 
y, entonces, el elemento distinto de cero no tendrá elemento inverso. 

3. Veamos un conjunto de elementos, donde cada elemento re- 
presenta un par ordenado de números enteros (n, m). Introduzcamos 
las siguientes definiciones. 

Dos clementos (rn, m) y (p, q) son igualos, si, y sólo si, n = p y 
m = q. 

Se Hama suma de dos elementos (a, m) y (e, l) ua elemento (n + 
+ k, m — l), es decir, (n, m) + (%, l) = (n + k, m 4- 1). 

Se llama producto de dos elementos (rn, m) y (%, 1) un elemento 
(nk, mil), es decir, (n, m) (%, 1) = (nk, mi). 

Mostremos que el conjunto introducido de oste modo es un anillo 
conmutativo y asociativo. Designaremos todo elemento do este con- 
junto con la letra A, es decir, convendremos en que A = (n, m). 
Comprobemos que las operaciones de adición y multiplicación poseen 
las propiedades siguientos: 

-_ATIB=B+A; 

(AFB C=A 4 (8 + C); 
. AB +BA; 

. (AB)C = A (BC); 

. A+BCO=ACAH+KAC. 

En efecto, sea A = (n, m), B = (k, l), € = (p, q). Entonces, 
haciendo uso de las propiedades de conmutatividad, asociatividad y 
distributividad de la adición y multiplicación de números enteros, 
llegamos a que 


A +B=(n, m) + (4, l) = (n + k, m-), 
B+A=(b, 1) + (nm) = (04m, 1 m) = 
= (n + k, m + D, 


de donde se desprende precisamente que 4 + B = Bl + A, es decir, 
la propiedad 1 queda domostrada. 


= q —2h?, (6) 


Un ly IN 
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Demostremos la propiedad 5, Por definición, 
(A 4B)C = (n+k, m_>+!l) (p, q) = (np + hp, mq + U), 
AC = (n, m) (p, q) = (np, mg), 
BC  =(k, 1 (p, q) = (tp, 19), 
AC H+BC = (np, mg) + (kp, lg) = (np + kp, mq + UU, 


es decir, (4 1- 4) C = AC + BC. Las demás propiedades se de- 
muestran análogamenle. 

El cero de este anillo lo constituye el elemento (0; 0). Para el 
elemento (n, m) ol opuesto será el elemento (—n, —m). Demostremos 
que este anillo no es un campo. Es fácil ver que la unidad es el ele- 
mento (1; 1). Veamos, por ejemplo, el elemento (3; 2) y mostremos 
que para dicho elemento no existe el opuesto. 

Supongamos lo contrario: tal elemento existe. Sea éste el ele- 
mento (zx, y). En este caso debe verificarse la igualdad (3; 2) (x, y) = 
= (1; 1), de donde proviene que deben ser váJidas las igualdades 
Jx = 1 y 2y == 1. Mas en el conjunto de números enteros estas igual- 
dades no se cumplen. Quiere decir, nuestra suposición no fue cierta, 
y esto significa que el anillo en consideración no es un campo. 

4, Analicemos un conjunto que se compone de tres elementos 
Áp, A,, A7. Por elemento Ay se entiende la clase de todos los números 
enteros divisibles exactamente por el número 3; por elemento A, se 
entiende la clase de todos los números enteros que, siendo divididos 
por 3, dan un resto igual a 1; por elemento 4, se entiende la clase de 
todos los números enteros que, siendo divididos por 3, dan en el res- 
to 2. 

Definamos en el conjunto (Ap, A,, A2) las operaciones de adición 
y multiplicación mediante las reglas siguientes: 


7 PURA si k4+1<3, 
Ay + As Lan, si k+-1 33; 
Ánt. si Xi< 3: 
Área si kl > 3. 


Se puede mostrar que la operación de adición de los elementos A, y 
A, significa la adición de cualesquiera números de las clases A, y Az, 
perteneciendo su suma a la clase correspondiente Am (k, l,m = 
= 0, 1, 2); la operación de multiplicación de los elementos A, y Á; 
significa la multiplicación de cualesquiera números de las clases Ay 
y A;, perteneciendo su producto a la clase correspondiente A », (%, l, 
m= 0, 1, 2). 

Es fácil ia también que las operaciones de adición y mul- 
tiplicación de los elementos A, y A. poseen las propiedades de con- 
mutatividad, asociatividad y distributividad. 

El cero en este conjunto es la clase A y. Ed elemento A y-; es opues- 
to del elemento A. 


Ay A¡= 
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La unidad en dicho conjunto está representada por la clase A;. 
Para el elemento A, el inverso será €] mismo, es decir, A,; para el 
elemento A, el inverso será él mismo, es decir, A». Quiere decir, todo 
elemento, distinto de cero, del conjunto en consideración, cuenta 
con un elemento inverso. Todas estas propiedades se comprueban 
con facilidad a base de las reglas que rigen la adición y multiplica- 
ción de las clases mencionadas. Quiere decir, el conjunto de que se 
trata es un campo. 

Observación. Si estudiamos un conjunto compuesto por kk ele- 
mentos (k > 2): Ag, Aj, Az, - - -» An-1, donde por elemento A, se 
entiende la clase de todos los números enteros que siendo divididos 
por k dan un resto igual a l (donde l == 0, 1, 2, ..., k — 1), enton- 
ces en cada uno de los conjuntos de tal género se pueden definir las 
operaciones de adición y multiplicación por analogía con el ejemplo 
analizado. Cualquiera que sea k natural (% > 2), el conjunto de ele- 
mentos Ao, Aj, Az, - - -, Ax. con operaciones de adición y multi- 
plicación de elementos, definidas por el método mencionado, será un 
anillo, y si k es un número primo, tal conjunto será un campo. 

9. Veamos el conjunto de pares ordenados de números naturales 
(n, m). Dividamos dicho conjunto en clases, reuniendo en una clase A 
solamente los pares (n, m) y (k, !) que poseen la propiedad n +! = 
= m + k. Por definición, los pares, pertenecientes a una misma 
clase 4, se denominan iguales y se considera que cada par determina 
la clase A. En el conjunto, cuyos elementos se representan por las 
clases de pares iguales, definamos las operaciones de adición y mul- 
tiplicación, rigiéndonos por las siguientes reglas. 

Adicionar dos elementos A y B significa adicionar cualquier par 
(n, m) de la clase A y cualquier par (p, 9) de la clase B conforme a la 
regla (n, m) + (p, q) = (n + p, m + q). Cada par de este género 
(n + p, m + q) pertenecerá a cierta clase C, la cual se llama suma de 
los elementos A y B y se denota A + B, es decir, C = A + B. 

Multiplicar dos elementos A y B significa multiplicar cualquier 
par (n, m) de la clase A y cualquier par (p, q) de la clase B conforme a 
la regla (n, m) (p, 9) = (np + mq, nq + mp). Cada par de este gé- 
nero (np + mg, ng + mp) pertenecerá a cierta clase D, la cual se 
Do DS de los elementos A y B y se designa AB, es decir, 

El conjunto introducido de las clases de pares es un anillo conmu- 
tativo y asociativo. En efecto, es fácil comprobar que las operacio- 
nes de adición y multiplicación poseen las propiedades de conmuta- 
tividad, asociatividad y destributividad. 

Demostremos, por ejemplo, la propiedad de distributividad: 
(4 + B) M = AM + BM. Supongamos que el par (nr, m) € A, el 
par (+, 1) € B y el par (p, q € M.SiA + B =C, entonces la clase € 
se define por el par (2 + k,m + 1. Si CM =D, entonces la clase D 
se define por el par (np + kp + mg + lg, ng + kg + mp + lp). 
Si AM = N,, entonces la clase V, se define por el par (ap + mg, 
ng + mp). Si BM = N,, entonces la clase N, se define por el par 
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(kp + lq, kg — 1p). Si N, + N, = Ñ, entonces la clase N se define 
por el par (np + mq = kp + lg, ng + mp + kq + Ip). 

Ahora es evidente, que las clases D y Y se definen por un mismo 
par, es decir, O y Y son una misma clase; de este modo se ha mostra- 
do que (4 ++ B) M = AM + BM. De modo análogo se demuestran 
también otras propiedades de adición y multiplicación. 

El cero en dicho conjunto lo representa la clase de pares del tipo 
(ke, k). 

Mostremos que toda clase A, definida por el par (n, m), cuenta 
con una clase opuesta. Elijamos un número natural p tal, que sea 
p > nyp >m. Entonces los números =p —ne y = p — mson 
naturales. Mostremos que la clase B, definida por el par (zx, y), es 
precisamente la clase opuesta de A. Efectivamente, A +.B =C, don- 
de la clase C se define por el par (p, p). Pero el par (p, p) define la 
clase que representa el cero de este conjunto. Así pues, todo elemento 
de este conjunto cuenta con un elemento opuesto. Quiere decir, el 
conjunto en consideración es un anillo conmutativo y asociativo. 

Observación. Al construir este anillo se han utilizado solamente 
las propiedades de los números naturales. Dicho anillo puede emploe- 
arse para la construcción de anillos de números enteros en la base 
de los números naturales. Esto se hace así: la clase A, definida por 
el par (», m), se identifica con: 

a) un número natural, k,sin>>myn—m= kk; 

b) el número cero, si n = m; 

c) un número negativo (—k), sin <m y m—n=k. 

El conjunto obtenido será precisamente el anillo de números 
enteros. 

6. Veamos un conjunto de pares ordenados de números enteros 
la, b] tales, que b + 0. Dividamos este conjunto en clases, incluyen- 
do en una misma clase o: solamente aquellos pares la, b] y [c, d] que 
poseen la propiedad ad = de. Por definición, los pares, pertenecien- 
tes a una misma clase, se llaman iguales y se considera que cada uno 
de estos pares define la clase «. En un conjunto, cuyos elementos es- 
tán representados por las clases de pares distintos, definamos las 
operaciones de adición y multiplicación, rigiéndonos por las si- 
guientes reglas. 

Adicionar dos elementos a y f significa adicionar cualquier par 
(a, b] de la clase a y cualquier par lc, d] de la clase $ de acuerdo con 
la regla [a, 3 + lc, d] = lad + be, bd]. Todo par del tipo lad + 
+ bc, bd] pertenecerá a cierta clase y, la cual se llama suma de los 
elomentos 2 y f y se denota a + $, es decir, y = a + f. 

Multiplicar dos elementos a y f significa multiplicar cualquier 
par [a, b] de los númoros pertenecientes a la clase a y cualquier par 
lc. d] de la clase ff según la regla la, b] [c, d] = lac, bd]. El par 
lac, bd] pertenecerá a cierta clase 6, la cual se llama producto de los 
elementos x y B y se denota af, es decir, Ú = «af. 

El conjunto introducido de clases de pares es un campo. Efocti- 
vamente, es fácil comprobar que las operaciones de adición y multi- 
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plicación poseen las propiedades de conmutatividad, asociatividad y 
distributividad. 

Demostremos, a ejemplo, la propiedad de distributividad: 

+ P)p = au + Pp. Supongarnos que el par [a, b] € a, el par 
lo. d] E f, el par [z, f1€un.Sia + B = y, entonces la clase y se defi- 
ne por el par lad + be, bd], si yu = v, entonces la clase v se define 
por el par lad! + bel, bdf]. Si a = 6,, entonces la clase 6, se define 
por el par [a?, bf], si Bu = 6,, entonces la clase Ú, se define” par el par 
lel, afl. Si 6, + Ó, = Ó, entonces la clase Ú se define por el par 
lalaf + bjel, bfdfl. Dado que los pares laldf + bfel, bfafl y (adl + 
+ bel, bdf] satisfacen la condición de igualdad entre los pares, razón 
por la cual ambos pertenecen a una misma clase, es decir, la clase v 
y la 0 representan una misma clase. Hemos mostrado pues, que 
(au + PB) p = ap + Bu. De modo análogo se demuestran las otras 
propiedades de la adición y multiplicación. El cero de este conjunto 
es la clase yo, que se define por el par [0, 1]. 

Mostremos que para cualquier clase a, existe una clase opuesta $ 
tal, que «4 + $ = yy. Supongamos que ol par [a, b] € a, entonces el 

par [—«u, )] define la clase $, la cual es precisamente la opuesta de la 
las a. En efecto, sia — ff = y, entonces la clase y se define por el 
par [0, 62], donde b? 0. Por cuanto los pares [0, 22] y [0, 1] satisfa- 
cen la condición de igualdad entre pares, pertenecerán ambos a una 
misma clase, es decir, la clase o y la a y representan una misma 
clase, lo que significa que ax + f = 

Así pues, cada elemento del odo en consideración cuenta 
con elemento opuesto. Quiere decir, el conjunto de gue se trata es un 
anillo conmutativo y asociativo. La unidad en este anillo será la 
clase £ definida por el par [1; 1]. 

Mostremos que cualquier claso o, distinta de cero, cuenta con una 
clase inversa fB, es decir, con una clase tal, que «$ = £. Supongaruos 
que el par la, b] € a, y a no es el cero del anillo, es decir, admitamos 
que a 40 y b 0. Analicemos la clase f, que se define por el par 
lb, a]. Si af = pu, entonces la clase u se define por el par (ab, ab]. 
Puesto que los pares (ab, ab] y [1; 1] satisfacen la condición do igual- 
dad entre pares, entonces ellos pertenecerán a una misma clase. 
Quiere decir, la clase p coincide con la clase £, es decir, af = E. 

Ást pues, cualquier elemento, distinto de cero, del conjunto en 
consideración cuenta con un elemento opuesto. Esto significa que 
este conjunto es un campo. 

Observación. Al construir el campo citado hemos empleado 
solamente las propiedades de los números enteros. Este campo puede 
utilizarse para construir un campo de números racionales en la base 
de los números enteros. Esto se hace así: una dd T definida por e] 


par [a, b] se identifica con el número racional £ $ + en este caso, sia = 


= bn, donde » es un número entero, la clase definida por el par 
inb, b] se identifica con el número entero r. El conjunto obtenido 
será precisamente el campo de números racionales. 
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7. Veamos un conjunto de pares ordenados de los números reales 
fa, b). Consideraremos que dos elementos de este conjunto fa, b) y 
fc, d) son iguales cuando, y sólo cuando, e = € y b = d. Introduz- 
camos en este conjunto de pares de números reales las operaciones de 
adición y multiplicación: fa, db) + (fc, d) = [a +c, db + d), [a, b) 
jc, d) = fac — bd, ad + be). 

Se puede mostrar que este conjunto es un campo. Si identificamos 
el par (a, b) con un número complejo a + bi, se obtendrá el campo 
de números complejos, estudiado en el capítulo precedente. 

Grupos. Examinemos ahora los conjuntos en los que está defi- 
nida una sola operación. Si dicha operación posee ciertas propiedades 
determinadas, entonces este conjunto suele denominarse grupo. A sa- 
ber, tiene lugar la siguiente definición. 

Un conjunto no vacio de elementos recibe el nombre de grupo, 
si está definida en él una operación que se denota con * y que posee 
las propiedades: 

a) de asociatividad (a*b)*c = a* (b*c); 

b) en este conjunto existe el así llamado elemento neutro, desig- 
nado con el simbolo e, tal, que a*e = e*a = a, cualquiera que sea 
el elemento a de este conjunto; 

c) para cualquier elemento a de dicho conjunto existe un ele- 
mento b del mismo conjunto tal, que a*b = b*a = e. 

Por cuanto las más aplicadas son dos operaciones, las de adición 
y multiplicación, entonces, a la par con esta definición general 
aduzcamos, además, dos casos particulares: definición de grupo res- 
pecto a la adición y de grupo respecto a la multiplicación. 

Un conjunto de elementos se denomina grupo respecto de la adi- 
ción, si está definida en él la operación llamada adición, que posee 
las siguientes propiedades: 

a) asociatividad de la adición: (a + b) +c = a + (b +0); 

b) en este conjunto existe un elemento, llamado cero y designa- 
do con el símbolo 0, tal, que para cualquier elemento a de este con- 

unto 0O+a=a+0=a; 

c) para cualquier elemento a de dicho conjunto existe un ele- 
mento b del mismo conjunto tal, que bW+a=a+b=0 

7 NN b se denomina: opuesto del elemento a y se denota 
con (—a). 

El conjunto de elementos recibe el nombre de grupo respecto de la 
multiplicación, si está definida en él la operación llamada multipli- 
cación, que posee Jas siguientes propiedades: 

a) asociatividad de la multiplicación: (ab) ec = a (be); 

b) en este conjunto existe un elemento, llamado unidad del 
grupo y designado con el símbolo e, tal, que para cualquier elemen- 
to a de este conjunto ae = ea = a; 

c) para cualquier elemento a de dicho conjunto existe un ele- 
mento c del mismo conjunto tal, que ac = ca = e. 

El elemento c se denomina inverso del elemento a y se denota 
con a7!, 
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Si la operación, definida en un grupo, es conmutativa, el grupo 
se llama conmutativo. 

Demos a conocer los ejempjos de grupos. 

1. Observemos que cada anillo es un grupo conmutativo respecto 
de la adición, cada campo es un grupo conmutativo respecto de la 
adición. 

Todo anillo o todo carapo no es un grupo respecto de la multipli- 
cación, no obstante, si se considera cualquier campo, excluyendo de 
éste el elemento nulo, el conjunto nuevo ya será un grupo conmuta- 
tivo respecto de la multiplicación. 

2. Veamos un conjunto compuesto por el número cero y todos 
los polinomios, enteros con relación a la letra x de potencia no su- 
perior a nr, con coeficientes pertenecientes al campo de números 
dado. 

En este conjunto está definida sólo una operación, la de adición 
de polinomios (la operación de multiplicación de polinomios lleva el 
producto fuera de los límites de este conjunto). Es fácil ver que en 
este conjunto la operación de adición de polinomios es conmutativa 
y asociativa, el elemento nulo del conjunto es un polinomio cuyos 
coeficientes son todos iguales a cero, y cualquier polinomio cuenta 
con elemento opuesto, 

Quiere decir, el conjunto en consideración forma un grupo conmu- 
tativo respecto de la adición. 

2. Veamos un conjunto de matrices que tienen nr filas y m colum- 
nas, con la particularidad de que n + m. Es fácil ver que en dicho 
conjunto está definida una sola operación, la de adición de matrices 
(la operación de multiplicación no está definida para las matrices 
de esta indole). Vemos con facilidad que en este conjunto: a) la ope- 
ración de adición es conmutativa y asociativa; b) existe el elemento 
nulo: una matriz cuyos elementos son todos iguales a cero; c) cual- 
quier matriz cuenta con un elemento opuesto, que es la matriz, to- 
dos los elementos de la cual se han obteuido a partir de los elemen- 
tos de la matriz dada, multiplicándolos por el número (—10). 

Quiere decir, el conjunto de tales matrices forma un grupo con- 
mutativo respecto a la adición. 

4. Veamos un conjunto compuesto por todos los números del 
tipo 2*, donde kx es un número entero cualquiera. Es obvio que la 
operación de multiplicación do estos números no lleva el producto 
fuera de los márgenes de dicho conjunto, con otras palabras, en el 
conjunto citado está definida ln operación de multiplicación de los 
elementos (operación habitual de multiplicación de los números). 
Está claro también que esta operación es conmutativa y asociativa. 
El elemento unidad es el número 4, perteneciente a este conjunto, 
puesto que 1 = 2%; todo elemento 2* cuenta con elemento inverso 
2-*, Por lo tanto, este conjunto forma un grupo conmutativo res- 
pecto de la multiplicación. 

5. Veamos el conjunto de todos los números racionales positivos. 
En este conjunto está definida la operación de multiplicación. 
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Además, dicha operación es conmutativa y asociativa. El número 
unidad es el elemento neutro de este conjunto; todo elemento a de 


este conjunto cuenta con elemento inverso He. Quiere decir, el con- 


junto de todos los números racionales positivos forma un grupo con- 
mutativo respecto a la multiplicación. 

6. Veamos el conjunto de todos los números racionales positivos 
y aclaremos si dicho conjunto forma un grupo respecto de la opera- 
ción*, donde* es la división de los números racionales. Aunque la 
operación” no sale de los márgenes de este conjunto y en él hay un 


elemento neutro (el número 1, pues todo elemento E Cuenta con el 


elemento n tal, quel *£= 1), dicho conjunto no forma un grupo 


respecto de la operación introducida*, puesto que se comprueba fá- 
cilmente que la operación* no será asociativa. 

7. Veamos el conjunto de todas las soluciones de la ecuación 
x” = 1, o, dicho de otra forma, estudiemos el conjunto de todas las 
raíces complejas de grado n del número unidad. Según lo expuesto 
anteriormente en este mismo capítulo, el producto de cualesquiera 
dos raices de grado n del número unidad será también una raíz de 
grado » del número unidad y, además, esta operación es conmutativa 
y asociativa. El elemento unidad es a, = 1; el elemento inverso del 
elemento a, es el elemento a-,. Quiere decir, este conjunto forma 
un po conmutativo respecto de la operación de multiplicación. 

. Veamos el conjunto de rotaciones de un triángulo equilátero 
alrededor de su centro, que hacen coincidir el triángulo con sí mis- 
mo. Si por multiplicación de dos rotaciones se toma su realización 
consecutiva, dicho conjunto formará un grupo conmutativo respecto 
de la operación mencionada. Se puede comprobar que en este caso 
se han cumplido todas las propiedades que definen un grupo con- 
mutativo. 

9. Veamos el conjunto de rotaciones de una esfera alrededor de su 
centro. A título de producto de rotaciones será natural tomar la 
realización consecutiva de dos rotaciones. Se puede mostrar que di- 
cho conjunto forma un grupo conmutativo respecto de la operación 
introducida. 


Ejerctetos 


Realícense las operaciones indicadas (1 ... 4): 
1. 2430) B—20D+ (231) is 
4 i 5—3i ; 
e Aa 3ri * ETS Ez er == 
a DGA 1D 80) 
E 3—¿ 3+ 1 i 
5. Constrúyanse en un plano los puntos que lr pa y los siguientes nú- 
meros complejos: 3 + 2; 3; 2 + 48; 3i; —1 os — 3i; —4i. 
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6. Los extremos de un segmento vienen dados por cjerlos números comple- 
jos 2; y zq. Hállense los 1úmeros complejos; correspondientes: a) al centro del 
segmento; b) al punto que divide el segmento en la razón 1 :3, a contar del 
punto 2;. , 

7. Los vértices do un triángulo se representan por ciertos números comple- 
jos 21, 29, 23. Mállense todos los números complejos z yue completan dicho 
triángulo hasta que se obtenga un paralelogramo. 

8. Calcúlense los módulos de los números complejos 1; 1 + 1; —i; —1; 


V3-—i; 1i+24l1, 


9. Determínense los argumentos de los números complejos 1 + 1; Y 3— 3; 


¡ —i —t. 
10. Está dado un punto z = a + bi. ¿Dónde se dispone el punto z — 
AS t i 
- 11. Sea | 2 | = 1. ¿Dónde se disponen los puntos que representan los nú- 

meros complejos 1 + 22? 

12. Sea | z | = 5. ¿Dónde se disponen los puntos que representan los nú- 
meros complejos 1 — 2i + 32? 

Indíquese dónde se sitúa el punto que representa un número complejo z, 
para el cual se verifica la siguiente condición (13 ... 18): 


13. ]t-2|=4. 14. [23 1-2] =VY7 


15. arg +. 16. [2—i|=]2-+21. 
17. —a<argz<15. 18. 1<|2+ 2-3] <P. 
Escríbase en la fórma trigonométrica el siguiente número (19 ... 21): 


_(A+1iV3 y? 
19. =(G) 
20. z = ctg a + i, donde a € (sx, 23). 
21. 2 =1 + coa 40% +- ¿ sen 40, 
Hállense todos los £ que satisfacen la igualdad siguiente (22 s.. . 24): 
22. (¿+ 04 (—¿i=1. 23. 4=2, 


24. ( al 1. 
Al 

25. Hállese, entre los números complejos que satisfacen la condición 
|z+ 34] <4, un número que tenga el argumento principal mínimo. 

26. Hállese la condición necesaria y suficiente pare que la suma de dos 
números complejos a + bi y ec |: dí sea un número real, 

Demuéstreso que cada uno de los conjuntos que siguen abajo es uu anillo 
(27 ... 31): 
27. 'Podos los números enteros multiplos del número natural dado r. 

28. Todos los números del tipo a + bi, donde a y b son números enteros. 

29. Todos los númerosenteros del tipoa + bY 3, donde a y d son números 
enteros. 

30. Las matrices de orden » con elementos enteros (respecto de la adición 
y multiplicación de matrices). | 

31. Los polinomios de una incógnita con coeficientes enteros, 

Demuéstrese que cada uno de los conjuntos que se dan a continuación forma 

): 


un campo (32... 34 2% 
32. Los números del tipo «u -+ $Y 3, donde a y b son números racionales. 
33. Los númoros del tipo a + bi, donde a y b son números racionales. 
34. El conjunto de dos elementos a y $ con las operaciones € y O, dofini- 
das mediante las siguientes reglas: 


aa =u aaa, 
ah BHa=P, cOf=PDu=au, 
BEB=PB, POB =bB. 
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35. ¿Formará un anillo + un campo el conjunto de pares (a, b) de números 
enteros a y bcon lasoporaciones Y y O, definidas mediante las reglas siguien- 
tes: : 

la, 1) BD (c,d)=(a+c, db + d); 

(a, b) O (c, d) = (ac, bd)? 

Aclárese si forma un grupo cada uno de los siguientes conjuntos con la 
operación indicada sobra los elementos (36 ... 44): 

36. Los números pares respecto de la adición. 

37. Los números enteros, múltiplos dol número natural dado n, respecto a 
la adición. 

38. Los números enteros impares respecto do la adición. 

39. Los números enteros respecto de la sustracción. l 

__ 40. Los números racionales, distintos de cero, respecto de la multiplica- 
ción. 

41. Las matrices regulares de orden » «on clementos roales respecto de la 
multiplicación. 

42. Las matrices de orden » con clementos enteros y un determinante igual 
a la unidad, respecta do la multiplicación. 

43. Los números reales positivos, si la operación se define del modo 3i- 
guiente: « Db= 0, 

a 44. Los polinomios reales de grado n de la incógnita z, respecto de la 
adición. 

45. ¿Formarán un grupo las rotaciones de un cuadrado en torno de su 
centro a 0%, 90?, 180%, 2707 
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